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Statistische Berechnung der Rydbergkorrektionen
der s-Terme. "

Von E. Fermi in Rom.
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 14. Mai 1928.)

In einer fritheren Note wurde das elektrische Potential im Innern eines schweren

Atoms als Funktion der Entfernung vom Kerne statistisch bestimmt. In der vor-

liegenden Arbeit wird der abgeleitete Ausdruck des Potentials auf die Berechnung

der Rydbergkorrektionen der s-Terme als Funktion der Atomnummer angewendet.
Die Ubereinstimmung mit der Erfahrung ist befriedigend.

Neulich hat der Verfasser # gezeigt, wie man die Elektronen eines
Atoms als eine Atmosphéare eines vollstindig entarteten Elektronengases
betrachten kann, dessen Gleichgewicht unter der Anziehung nach dem
Kern und der Abstofung der Elektronen voneinander mit einer stati-
stischen Methode berechnet werden kann. In I wurde gezeigt, wie man
mit dieser Methode das elektrische Potential als Funktion der Entfernung
vom Kerne bestimmen kann.

Wir werden in vorliegender Arbeit zeigen, wie man dies Resultat
auf die Berechnung der Terme eines beliebigen Atoms anwenden kann,
und zwar werden wir die Rydbergkorrektionen der s-Terme berechnen.
Natiirlich kann man mit einer statistischen Methode nur den allgemeinen
Verlauf der Rydbergkorrektionen als Funktion der Atomnummer be-
kommen, und nicht die feineren Unterschiede von einem Atom zu einem
anderen. Der allgemeine Verlauf wird aber, wie sich zeigen wird, ganz
getreu wiedergegeben.

Sei also ein Atom mit der Atomnummer Z gegeben; von seinen
Z FElektronen wollen wir das Leuchtelektron getrennt betrachten; die
iibrigen Z — 1 werden aber als eine Atmosphiire statistisch behandelt
werden.

Aus den Ergebnissen der Note I. entnehmen wir, dal das elektrische
Potential in der Entfernung » vom Kern fiir ein Atom mit der Atom-
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Um vom Atom mit der Atomnummer Z— 1 zum Atom mit der
Atomnummer Z iiberzugehen, mufl man die Ladung des Kernes um eine

* Z7S. . Phys. 48, 73, 1928, im folgenden als I. zitiert.
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Elementarladung vermehren und ein Elektron hinzufiigen. Man sieht
dann, daf die potentielle Energie V(r) des hinzugefiigten Elektrons in
erster Naherung als Summe der vom Potential (1) herriihrenden Energie
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und der Energie \
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welche von der zum Kerne zugefiigten Ladung herriihrt, gesetzt werden
kann. Man hat also
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Fir g muf man natiirlich den in Formel (9) der Note L. gegebenen
Ausdruck einsetzen, wo man jedoch statt Z, Z — 1 zu schreiben hat.

Durch den Ausdruck (2) der potentiellen Energie des Leuchtelektrons,
konnen wir ohne weiteres die Energieniveaus seiner QQuantenzustinde
berechnen. Wir werden als Beispiel die Rydbergkorrektionen der s-Terme
mittels der Schriodingerschen Wellengleichung auswerten. In einer
anderen Arbeit hat Rasetti die M,-Terme des Ronfgenspektrums in
bester Ubereinstimmung mit der Erfahrung erhalten®.

Die Wellengleichung fiir die s-Terme lautet bekanntlich

2 dy 8aim
dr2 + r dr T e {E V(T)}w =0 @)
Setzt man in dieser Gleichung
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so bekommt man
Stz [t L@ —De@a)] =0 ®)

Eine Eigenfunktion wird durch eine Liosung von (5) bestimmt, die
fir # > O endlich und stetig' ist, und fiir # — 0 verschwindet (da

P = % endlich bleiben muf). Der zugehsrige Eigenwert 4 bestimmt

das Energieniveau, und die Anzahl der Nullstellen der Funktion z gibt
die Quantenzahl » des Termes an.

* F. Rasetti, ZS. {. Phys. 49, 546, 1928.
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Zur Bestimmung der Rydbergkorrektion werden wir die Losung
von (8), die 5 = 0, d. h. » = oo, entspricht, also die Losung der
Gleichung

4 £

s+ illr@—neea|=0 ©®
mit der Losung der entsprechenden Gleichung fiir das Wasserstoffatom
(Z'_' 1) 2" +% — 0 (7)

vergleichen. Da fiir grofes z, @ (y#) verschwindet, werden fiir grofes
die Gleichungen (6) und (7) einander gleich. Die beiden Lisungen werden
also fiir grofes z dieselbe Frequenz der Nullstellen haben.

Wenn wir nun annehmen, daf die n-te Nullstelle der Losung der
Gleichung (6) mit der n-ten der Losung von Gleichung (7) iibereinstimmt,
dann ist der Unterschied der Quantenzahlen der beiden Lésungen, also die
Rydbergkorrektion, gleich der Differenz der Zahl der Nullstellen, d. h.

o= n—un. ®)

Wenn die n-te und die r'-te Nullstellen nicht genau iibereinstimmen,
kann man immer die Rydbergkorrektionen nach einem Interpolations-

verfahren auswerten.
Nun ist bekanntlich die Losung von (7) die folgende:

s = aJ, 2 Va), ©)
wo J, die Besselsche Funktion erster Ordnung darstellt.

- Wir brauchen also nur die Nullstellen der Losung von (6) zu finden,
die fiir # — 0 verschwindet. Wir miissen zwei verschiedene Methoden
zur Bestimmung der ersten Nullstelle und der iibrigen benutzen, da
Gleichung (6) bei £ = O eine singulire Stelle hat.

Nun sieht man aus der in I. mitgeteilten Tabelle von ¢ (x), daf
man fiir p2 <C0,3 mit einem sehr kleinen Fehler
¢yx) =1—yx
setzen kann. Gleichung (6) wird also in diesem Intervall

o2 {Z——(Z—l)yx} = 0. (10)
Die bei £ == O verschwindende Losung dieser Gleichung ist
2= ¢ Vr@—n= [m+ 2V7’(Z1:2'1)_Zw2+
@ V”(Z——I)_Z;%',2 Ww@Z—h—2 , o] ai
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Aus diesem rasch konvergierenden Ausdruck kann man die erste
Nullstelle #, entnehmen.

Um die iibrigen Nullstellen zu bestimmen, machen wir die folgende
von Wentzel* benutzte Transformation

g — eifg/dm,
wodurch die Gleichung (6) in die Riccatische Gleichung
iy =y — [ (z) (12)

itbergeht, wo gesetzt wurde

£ () _—.%.{1 L@Z—1)g (yw)}- (13)

Man kann Gleichung (12) durch das von Wentzel angegebene
Niherungsverfahren losen, und man findet
l f (3 fl2 1 fll
y=1tf+5 %5+ -8--’;3-4f_2)+
# ist also eine lineare Kombination der beiden Fundamentallésungen; die
in der Form geschrieben werden kann:

) 1"
¢ = Af—‘hsn ”[ﬁu % % ——% ;—2]0'! 5+ ﬁ}
wo A und 8 Konstante darstellen.
Da nun 2 (x;) = 0, konnen wir 8 = 0 und als untere Grenze des
Integrals z, setzen. Die n-te Nullstelle 2, wird also dem Werte (n — 1) x
des Integrals entsprechen; wir finden also

o n 3 f’2 1 f/l
0 —1)m = “f+§ 5 ——Zf—]dx —
. 1 (re Lf @  1f (@
= ‘(f g j PN eI Py (14

Aus dieser Gleichung kann man die n-te Nullstelle z, bekommen.
Da die Funktion f durch @ (px) definiert ist, dessen analytischer
Ausdruck unbekannt ist, mu8 man die Quadraturen numerisch auswertén.
Als Beispiel werden wir die Berechnung fiir den Fall Z — 53
(Césium) kurz andeuten. Awus (11) entnimmt man zuerst, daB in diesem
Falle die erste Nullstelle
z, = 0,070

* 7S, f. Phys. 88, 518, 1926.
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ist. Man findet dann aus (14) als siebente Nullstelle
Ty =— 23,4

Man sieht also, daf 21/;;_7 — 9,86 in der Nzhe der dritten Nullstelle
& = 10,17 der Besselschen Funktion J, (§) liegt [vgl. Gleichung (9)]:
Die Rydbergkorrektion liegt also in der Nahe von 7 — 3 = 4; xjach
einem Interpolationsverfahren findet man genauer o =— 4,16.

' Der Vergleich zwischen Theorie und Erfahrung ist in der Fig. 1
dargestellt. Als Abszissen wurden die Atomzahlen, als Koordinatén die
Rydbergkorrektionen eingetragen. Die Kurve gibt die theoretischen,
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Fig. 1.

die Punkte die empirischen Werte der Rydbergkorrektionen an. Tiir die
Atome, die mehr als eine s-Termreihenfolge haben, wurde ein Mittelwert
genommen,

Man sieht, daB die empirischen Rydbergkorrektionen von Z ziemlich
unregelmifig abhiingen, wie es zu etwarten war, da es sich um optische
Spektren handelt. Es liegt in der Natur unserer Theorie, daf sie diese
Unregelmifigkeiten nicht wiedergeben kann; man sieht jedoch, daf die
theoretische Kurve den allgemeinen Verlauf der Rydbergkorrektion in
befriedigender Weise darstellt.

Die allgemeine Ubereinstimmung erscheint noch besser, wenn mau
bedenkt, daf die experimentellen Werte fast nur fiir Metalle vorliegen;
und man hat Grund zu der Vermutung, da die anderen Elemente Punkte
‘ geben wiirden, die oberhalb der Kurve liegen, wie man am Beispiel der
beiden Edelgase Neon und Argon sehen kann.

Rom, Physikalisches Institut der Universitat, Mai 1928.




