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B e m e r k u n g e n  zur  D i r a c s c h e n  T heor i e  de s  Pos i t rons .  

Von W. Iteisenberg in Leipzig. 

(Eingegangen am 21. Juni 1934.) 

I. Anschauliehe Theorie der Materiewellen: 1. Die inhomogene Differential- 
gleichung der Dichtematrix. 2. Die Erhaltungssatze. 3. Anwendungen (Polari- 
sation des Vakuums). II. Quantentheorie der Wellenfelder.: 1. Aufstellung der 
Grundgleiehungen. 2. Anwendungen (die Selbstenergie der Lichtquanten). 

Die Absicht der vorliegenden Arbeit 1) ist, die Di raesehe  Theorie des 
Positrons 2) in den Formalismus der Quantenelektrodynamik einzubauen. 

Dabei soll gefordert werden, dal3 die Symmetric der Natur in positiver und 

negativer Ladung yon vornherein in den Grundgleiehungen der Theorie 

zum Ausdruck kommt, ferner, dab aul~er den dureh die bekannten Sehwierig- 

keiten der Quantenelektrodynamik bedingten Divergenzen keine neuen 

Unendliehkeiten im Formalismus auftreten, d .h .  dal3 die Theorie eine 

Approximationsmethode liefert zur Behandlung des Problemkreises, der 

auch nach der bisherigen Quantenelektrodynamik behandelt werden konnte. 

Dureh das letztgenannte Postulat unterseheidet sieh der vorliegende Versueh 

yon den Untersuehungen yon Foeka), O p p e n h e i m e r  und F u r r y a ) ,  

Peierls~),  denen er sonst ahnlieh ist; er sehlie~t sich hier vielmehr eng an 

eine Arbeit yon D i r a e  ~) an. Gegeniiber der Diraeschen  Behandlung betont 

die Arbeit die Bedeutung der Erhaltungssatze fiir das Gesamtsystem 

Strahlung--Materie uncl die Notwendigkeit, die Grundgleichungen der 

Theorie in einer fiber das H a r t r e e s e h e  Approximationsverfahren hinaus- 

gehencIen Weise zu formulieren. 

1. Anschauliche Theorie der Materiewellen. 

1. Die inhomogene Di[ferentialgleichung der Dichtematrix, Diewiehtigsten 

Resultate der oben zitierten Di r a e sehen Arbeit seien zuerst kurz wiederholt : 

Ein quantenmechanisches System yon vielen Elektronen, die das Pau l i sehe  

Prinzip erfiillen und sieh ohne gegenseitige Wechselwirkung in einem v o r -  

1) Diese Arbeit ist aus Diskussionen entstanden, die ieh teils schriftlich, 
teils mi~ndlieh mit den Herren Paul i ,  Di rac  und W e i s s k o p f  geffihrt habe 
und fiir die ich ibnen herzlich danke. -- 2) Z. B. : P. A. M. Dirac ,  The principles 
of Quantum Mechanics, p. 255. Oxford 1930. -- 3) V. Foek ,  C. R. Leningrad 
(N.S.) 1933, S. 267--271 Nr6. -- 4) W.H.  F u r r y  u. I. R. Oppenhe imer ,  
Phys. Rev. 45, 245, 1934. -- 6) R. Pe ie r l s , im Erscheinen. -- 6) p. A. M. D i r a e ,  
Proe. Cambr. Phil. Soe. 30, 150, 1934 (im folgenden stets als 1. e. zitiert). 
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gegeben6n Kraftfeld bewegen, kann charakterisiert werden durch eine 
,,Dichtematrix" : 

( x ' t ' k ' l R I x " t " k ' ) ~ _ j ~ * ( x ' t ' k ' ) y & ( x ' t " k " ) ,  (1) 
n 

wobei ~ (x't'k') die normierten Eigenfunktionen der mit einem Elektron 
besetzten Zustgnde bedeuten, x't 'k '  bzw. x " t " k "  sind Orts-, Zeit- lind 
Spinvariable. Aus der Dichtematrix kSnnen alle physikaliseh wiehtigen 
Eigenschaften des quantenmechanischen Systems wie Ladungsdichte, 
Stromdichte, Energiediehte usw. ~bgelesen werden. Allerdings gilt dies 
immer nut in der Ngherung, in der yon der Weehselwirkung der Elektronen 
abgesehen werden kann, d.h. in der die typiseh quantentheoretisehen 
unansehauliehen Z~ge des Geschehens nioht vorkommen; die Dich~ematrix 
vermittelt also ein ansehanliehes, korrespondenzm~l~iges Bild des ~irklichen 
Vorgangs - -  ghnlieh wie die klassiseh-mechanisehen Atommodelle dies tun; 
die Forderung, da~ die F~ in (1) normiert sein sollen, die nach Dirge aueh 

in der Form (flit t ' ~ - t " )  
R2 = • (~) 

ausgedrfiekt wird, kann zu den Quantenbedingungen der frfiheren halb- 

klassischen Theorie in Parallele gesetz~ werden. 
Die zeitliche Anderung der Dichtematrix wird dutch die Diracsehe 

Differentialgleichung bestimmt : 

[ 0 e A ( i  0 e A~(x ' ) )  
. ~R  = i h c - ~ , + -  J o(X')+~,  h0x ,  ' c 

+ ~ s ]  n = o. (8) 

Es werden yon jetzt ab durchweg die folgen3en Bezeiehnungen verwendet: 

Koordina~en: / 

. . . .  xl + x~' I s t '  = Xo = - - x  ~ x~ = x i', x'~ - -  x~. = x~, 9, --- ~" 

] Potentiale: A o = - -  A ~ Ai = A i, 
Feldst~rken : } (4) 

O A~' 3 A ~ F~.,~, Fos = - -  yos .  [ 
0 & 0 G I 

Spinmatrizen: ~o = 1, ~o ~ - - 1 ,  ~i = ~i. J 

Griechische Indizes laufen stets yon 0 his 3, lateinisehe yon 1 bis 3. Das 
Herauf- oder tterunterziehen der I~dizes soll nach den fibliehen Formeln 
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der l~elativiti~tstheorie erfolgen. Uber doppelt auftretende Indizes soll 
stets summiert werden. Da sich die ~ nieht einfach wie Yektoren trans- 
~ormieren, hat Ifir diese GrS]~en die gewahlte Bezeichnungsweise nur den 
Weft einer zweckmal3igen Abkfirzung. Gleiehung (3) nimmt z. B. jetzt die 
Form an: 

( [ ~  i h O x  e A~(x,)]_~_flmc} R_~O 

( x ' k " l  Rs] x " k "  ) = u - -  

darstellen, wobei 

Wenn, wie die Diracsche LSchertheorie es Iordert, alle Zustande negativer 
Energie his auf endlieh viele besetzt und auch nut endlich viele Zustande 
positiver Energie besetzt smd, so wird die Matrix /~ au~ dem dureh 

x~ x ,~ = 0 (5) 

definierten Lichtkegel singular. Man betraehtet dann naeh Dirac  zweek- 
mal~ig an Stelle der Matrix R die neue Matrix 1) 

/~s = R , -  1/2 P~,  (6) 

wobei B• den Weft yon R ffir den Zustand des Systems bezeiehnet, bei 
dem jedes Elektronenniveau besetzt ist. R r geht ffir t' ----t", wie man 
leicht naehweist, fiber in die Diraesehe (~-Funktion der Variablen x'k', 
x" k". Die Matrix R s hat bereits die Symmetrie in bezug auf das Vorzeiehen 
der Ladung, die spater im Formalismus wiehtig wird: sie geht dureh 
Addition yon x/2/~ F fiber in die der ,,LSeher"theorie entsprechende 
Matrix R; dutch Subtraktion yon 1/2 R F geht sie in die negative Diehte- 
matrix einer Verteilung fiber, bei der die Zustande positiver Energie besetzt 
und die negativer Energie frei sind; Vertauschung der ~2unkte x't'k' und 
x"t"k" in R s und Vorzeiehenwechsel yon R s sind einem Vorzeiehen- 
weehsel der Elektronenladung aquivalent. Die Singularitat der Matrix R s 
auf dem Liehtkegel ist yon D ir a e untersueht worden; man kann die Matrix 
in der Form 

0~ ~0 V 
+ w log l x ~x~[ (7) 

( ~  x~) ~ x ~ x~ 

pt~ 

i c a j  
2 (8) 

(Das Integral ist auf der geraden Linie von P '  nach P "  zu nehmen.) 

1) Das Doppelte der Matrix Rs ist die yon Dirac mit R1 bezeichneteMatrix. 

14" 
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Die GrSl~e w ist durch eine Differentialgleichung eindeutig festgelegt, 
v ist nut his auf ein additives Glied der Form x~x~ �9 g bestimmt. Von der 
Dichtematrix R schliel~t man gewShnlioh auf Ladungsdichte, Strom- 
dichte usw., indem man z. B. ffir die Ladungsdichte den Ansatz 

e (x) -~ e~_~ (xk] R I xk) (9) 
k 

macht; entsprechend ~fir die anderen physikalischen GrS•en. Dieser 
Schlul~ ist nun wegen tier Singularit~ der Matrix R offenbar unrichtig. 
Z.B.  wird, wenn kein /~ul~eres Feld vorhanden ist, nur die Abweichung 
der Dichtematrix yon der Matrix des Zustandes, bei dem alle Niveaus 
negativer Energie ausgef~llt sind, zur Ladungs- und Stromdichte beitragen. 
Man wird also nach Di rac  yon der Dichtematrix eine durch die ~ul]eren 
Felder eindeu~ig bestimmte andere Dichtematrix abzuziehen haben, am 
die ,,wirkliche" Dichtematrix - -  wir nennen sie (x' k']r ] x"k") - -  zu be- 
kommen, die far Ladungs- und Stromdiohte, Energiedichte usw. ent- 
sprechend Gleichung (9) mal~gebend ist. Wit setzen 

r = R ~ - -  s ,  (lO) 

wobei S e i n e  dutch die Potentiale A ~ eindeutig bestimmte Funktion yon 
x'~k' und x~k" sein soll. 

An Stelle der Differentialglei6hung (3) tritt also jetzt die Gleichung 

fl(r  = - -  fl('S. (11) 

Die rechte Seite ist eine noch naher zu bestimmende Ftmktion des elektro- 
magnetischen Feldes; die urspranglich homogene Diracsche Gleichung (3) 
wird denmach ersetzt durch die inhomogene Gleichung (11). Eine solche 
Gleiohung is~ der naturgem~l~e Ausdruck der Tatsache, dal3 Materie ent- 
stehen und vergohen kann; die Art der Entstehung und Vernichttmg wird 
dutch die mathematische Form der GrSl]e H S  festgelegt. Wenn keine 
~u~eren Felder vorhanden sind, so soll S gegeben sein dutch den Wert 
yon R s far die Verteilung, bei der alle Zust~nde negativer Energie besetzt 
sind; denn wir nehmen an, dal3 im feldfreien Vakuum die Matrix r tiberall 
verschwindet. Die Menge yon Materie, die im ganzen entsteht, wenn ein 
/~uBeres Feld eingeschal~et und wieder ausgesohaltet wird, kann ermittelt 
werden otme n~here Bestimmung yon S bei Anwesenheit ~ul~erer Felder. 
Denn wenn B s (und dami~ r) vor Einsohalten irgendweloher Felder bekannt 
war, so l~13t sich aus Gleichung (3) der Weft yon R s nach dem Wieder- 
ausschalten des Feldes ermittel~. Nach dem Aussohalten des Feldes hat 
aber S wieder den ursprtingliohen Weft, also kann auch r berechnet werden. 
Es kSnnen aber umgekehrt die Resultate fiber die Materieerzeugung beim 
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Ein- und Ausschalten yon Feldern allgemeine Anhaltspunkte geben fiber 
die Form der rechten Seite yon (11) bei Anwesenheit yon Feldern. Z. B. zeigt 
eine einfaehe StSrungsreehnung, dab die beim Ein- und Aussehalten erzeugte 
Gesamtmenge yon Materie im allgemeinen bereits dann unendlich ist, wenn 
der zeitliche Differentialquotient der elektrischen oder magnetischen Feld- 
st/~rke beim Ein- und Aussehaltvorgang irgendwann unstetig war, und erst 
recht dann, wenn Feldst/irke oder Potentiale selbst unstetig waren; daraus 
kann man sehliel~en, dat~ die rechte Seite yon (11) neben den Potentialen 
und Feldst/~rken aueh deren erste und zweite Ableitungen enthalten mul~. 

Die Bestimmung yon S bei Anwesenheit ~ul]erer Felder nimmt 
Di rac  (1. c.) in der Weise vor, dal] er ein bestimmtes mathematisches 
Verfahren beschreibt, welches naeh der :Reihe die singul~ren Teile der 
Matrix/~s liefert; die Summe dieser so gewonnenen singul~ren Teile identi- 
fiziert Di rac  mit S. Das yon Di rae  gew~hlte mathematische Verfahren 
liefert aber im kr/~fteffeien Fall nicht den oben definierten Wert yon S, 
sondern einen, der sich yon ibm um eine auf dem Liehtkegel regul/~re Matrix 
unterscheidet. Obwohl demnach eine eindeutige Festlegung der Inhomo- 
genitat in (11) aus formalen Argumenten allein kaum mSglieh ist, wird 
man durch Berficksichtigung der Erhaltungss~tze yon Ladung, Energie und 
Impuls die IViSghehkeiten ftir S so welt einschr/~nken kSnnen, dal] ein be- 
stimmter Wert als einfachste Annahme ausgezeiehnet werden kann. Den 
Wert von S, der bei Abwesenheit /~ul3erer Kr/~fte und Potentiale gilt 
(vgl. oben) und der bei Dirac ,  1. e., Gleiehung (20) his (22) berechnet ist, 
bezeichnen wit als S o. Wenn zwar keine Felder vorhanden sind, wohl abet 
Potentiale in Gleiehung (3) vorkommen, deren Rotation verschwindet, 
so ist S o zu ersetzen durch 

per 

~CC A~d~'i 

e P' . S o. 

Die GrSBe S wird also als wichtigstes Glied, das die hSchste Singularit/it 
auf dem Lichtkegel besitzt, diese GrSBe enthalten, wobei das Integral 
wieder auf der geraden Linie von P '  nach P"  genommen werden soll. 
Wit setzen 

prt 
e4 ~ A~dx). ~c 

S ~ e e ,  �9 So -k  $1 .  (19,) 

Entwiekelt man S 1 fiir kleine xz, so mu~ es nach (7) in der Form 

Sj  ~ a [ x x  
s 

xx x - - -~  -[- b log, ---6- (18) 
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dargestellt werden kSnnen. Da letzten Endes die Dichtematrix nur ffir die 
Bereehnung yon Ladungs-, Strom- and Energiediehte wiehtig ist, so genfigt 
es (vgl. 2.), yon der Entwieklung der GrS~e a naeh x~ nur die @lieder 
bis zur dritten Ordnung in xx einsehlie~lich, yon b die Glieder bis zur 

ersten Ordnung in x~ zu kennen; ferner genfigt aus dem gleiehen Grunde die 
Bereehnung der Glieder, die die ~ nut linear enthalten. Ein mit 

Gleichung (7) und den Diraeschen Resultaten fiber die Singularit~ten der 
Diehtematrix vertri~glicher Ausdruek flit a and b lautet (bis auf die 
hSheren Glieder) : 

Die Feldst~rken sind hier jeweils an der Stelle x~ --t- x~' 2 - -  $~ zu nehmen. 

Die GrSl~e u ist durch Gleiehung (8) gegeben. 

Definiert man S dutch die Gleichungen (lO,) bis (14), so kann die Diffe- 
renz R s - -  S noch auf dem Liehtkegel singular werden dureh Glieder yore 

( s  - ~" 0d) A~ 'Typus x~ x ,  x,  x~ . A~,,, % oder x~ x,A~." log { xe x~~ l, oder 
X o X ~) X~ X ~~ 

In aU diesen F~llen kann man aber aus der Diehtematrix auf Strom- and 
Ladungsdiehte, Energie- und Impulsdiehte sehliel~en, indem man den 

Grenzfibergang xx --> 0 nieht auf dem Liehtkegel, sondern yon raumartigen 
o4er zeitartigen Richtungen her ausffihrt. Die eben genannten singul~i.ren 

Glieder tragen dann nichts bei (die in % nieht linearen Glieder fallen sehon 
vor dem Grenzfibergang weg). 

Die Matrizen/~, Pz, S and S o sind sfimtlieh hermitiseh, d. h. sie gehen 
bei Vertauschung yon x 'k '  nfit x " k "  (also bei Vorzeiehenumkehr yon x) 

in den konjugierten Wert fiber. 

Die Bereehnung der Formeln (14) effolgt am einfaehsten naeh dem 

yon Di rae  (1. e.) angegebenen Verfahren. Die mathematisehe Form der 
husdriieke (14) zeigt, da~ die bei der Festsetzung der GrSBen a und C 
noeh vorhandene Willkfir, wenn man keine wesentlieh komplizierteren 
Ausdrfieke ffir (14) zulassen will, eigentlich nur darin besteht, dal3 zu a 

OF~ o 
ein Ausdruck der Form x e x ~ g ~ - - ~ -  und ein anderer tier Form 

x e x ~ x~ ~r ~ ~ F~ ~ addiert werden kSnnte, ohne Ver~nderung der Singu- 
lari~ten der Matrix S; ferner ist C ganz willkfirlich. Ffir die aus der Diehte- 
matrix folgenden Ladungs- und Stromdiehten geben die beiden Unbestimmt- 



Bemerkungen zur Diracschen Theorie des Positrons. 215 

heiten (in a und C) in gleieher Weise zu einer additiven Ladungs- und 
Stromdiehte Anlal~. Man kann daher das erste Glied in a in der in (14) 
angegebenen Weise willkt~rlich festlegen und alle Unbestimmtheit der 
Ladungsdiehte auf die GrSl3e C schieben. Des zweite Glied in a ist dann, 
wie in 2. gezeigt wird, dureh die Erhaltungss~tze so bestimmt, wie in 
Gleichung (14) angegeben. Die Willkt~r bei der Wahl der Konstanten C 
schliel31ioh ist deshalb uninteressant, weft naeh Dira  c fi~r die in (7) definierte 
Matrix w die Gleiehung fl(w = 0 gilt; d.h. in der reehten Seite von (11) 
fiillt die GrSl3e C (bis auf Glieder, die ~x oder x~ quadratiseh enthalten) 
heraus. Dies ist jedoeh nur dann riehtig, wenn alas elektromagnetische 
Feld mit allen Ableitungen stetig ist und die Matrix w naeh x~ und ~x 
entwiekelt werden kann. Macht man diese Annahme, so nimmt man den 
Naehteil in Kauf, dal~ man die Theorie nieht einfach an den Spezialfall 
des feldtreien l~aumes (z. B. dutch StSrungsreehnung) ansehliel~en kann. 
L~i3t man unstetige s h5herer Differentialquotienten der Felder 
oder andere Singularit~ten zu, so gilt an den betreffenden singul~ren Stellen 
die Gleiehung fl(w -- 0 nieht mehr, und die Festlegung der GrS~e C wird 
wiehtig. In diesem Fall kann die zweckm~Bige Wahl der GrS~e C dutch 
folgende Uberlegung gefunden werden: Man denke sich ein aus einer vor- 
gegebenen iiul3eren Ladungsdichte entspringendes Feld adiabatiseh vom 
Feld ,,Nlfll" ausgebend eingeschaltet. Dann wird durch dieses Einsehalten 
ein durch die Matrix r gegebenes Materieleld ent~,tehen; dieses Materiefeld 
wird, wie die Gleichungen (13) und (14) lehren, je naeh der Wahl yon C die 
~ul3ere Ladungsdiehte ganz oder teilweise kompensieren oder sie vergrSl~ern; 
wir wollen nun C so w~hlen, dal3 die Gesamtladung des durch r gegebenen 
Materiefeldes bei dem betraehteten Prozel~ verschwindet; wenn dies nicht 
der Fall w~ire, so wfirde n~imlich beim ,,Einschalten" der ~ui3eren Ladungs- 
diehte diese gar nieht getrennt werden kSnnen von der en~stehenden 
Elektronenladungsdichte, d.h. man ~ r d e  als ,,~iul]ere" Ladungsdiehte 
schon die Summen der beiden Diehten definiert haben. Auf die mathemati- 
sche Behandlung dieser Frage werden wir in 3. zurfickkommen. Dort werden 
wir aueh die Bereehnung der GrSl~e C nachholen - -  die ja nach dem oben 
Gesagten eher mathematisehe als physikalisehe Bedeutung hat; hier sei 
nur ihr Wert angegeben: 

\ ~  C/ 

wobei y die Eulersehe Konstante: ~ ~-0,577.. bezeictmet. 
Damit ist die Bestimmung der Inhomogenit~t der Differentialgleichung 

(11) durehgeffihrt. Hinsiehtlieh der aus der Diehtematrix r folgenden StrSmo 



216 W. Heisenberg, 

sind unsere Annahmen deilen von Dirae  (l. e.) gquivalent; dagegen liefert, 
wie mir Herr Di rae  freundlieherweise mi{teilte, die hier ge~roffene Fest- 
setzung fiir die Matrix S eine andere Energie- und Impulsdiehte als die 
Diraesehe Festsetzung. 

2.- Die Erhaltungssiitze. Aus der Diehtematrix r kSnnen in der iiblichen 
Weise Ladungs- und Stromdiehte, und nach einer Untersuehung yon 
T e t r o d e 1) Energie- und Impulstensor der Materiewellen dutch die iolgenden 
Gleiehungen hergeleitet werden: 

sa(~) = e ~ =k,k,,(#k'lrl~/"/; 
k, krt 

U~(~)= lim { ich 0 e [ A " ( ~ - k - x )  ( ~)1} �9 -+o Ox~ 2 ~ + A" # - -  06) 

k ~/c,r 

Um zu zeigen, dab fiir die so definierten GrSi~en die Erhaltungssgtae in der 
t~bliehen Form gelten, sol] zungchst die folgende Gleichung bewiesen werden: 

~ =kt,:,,r h 0 e x e 
~,k" t. O~a c g 7- ,~:-- (17) 

( x k, x ) ~ + g ,  I r l~ - - -~ ,  ~" = 0  

bis auf Glieder, die in den x~ mindestens quadratiseh sin& 
ist i~qaivalent tier Behauptung 

( x  k, iS]~: x ) ~ + g '  - - -F '  k" 

Oleiehung (17) 

= o } (is) 

bis auf quadratisehe Gfieder in xa; denn ftir die Matrix R s gilt ja die 
Gleiehung fl('R s ~ O, also aueh sieher Gleichung (17). Nun ist 

( - - - - e A ~  ~ +  + e 
c ~ T 

pt! 

~ t~" ei A~d~r 

e ' 
p,  

p~t 

~-7c, A2dz~ 
p ,  

(19) 

0 
ih 0 ~ 

z) H. Te t rode ,  ZS. f. Phys. 49, 858, 1928. 
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r }  
und 0~,  So = 0. Beaehtet man noeh, dal~ S O in der Form 

geschrieben werden kann, so folgt, dab Gleiehung (18) jedenfalls fttr den 
ersten Anteil 

pP~ 

ei  S A 2 d z 2  Zc 
e P~ �9 S O 

yon S riehtig ist. Es ist jetzt also Gleichung (18) noeh far den Anteil S 1 

zeigen. Ihre Gtiltigkeit ftir den Anteil b log ~ yon S 1 ist dabei Zll  

wieder selbstverst~ndlieh, weil ftir die Matrix w nach Di rae  .~fw = 0 
gilt (vgl. jedoeh S. 215). Es bleibt also noeh die Diskussion des Anteils a/x~ x ~. 
Die Durchrechnung zeigt, dal3 naeh (14) die vonder Differentiation naeh ~:~ 
herrtlhrenden Glieder im ersten Tell yon a wegen Gleiehung (19) gerade 
die yore zweiten Teil aufheben. Damit ist die Gtfitigkeit von Gleichung (17) 
erwiesen. 

Aus Gleichung (17) folgt, wenn man in ihr zum limes x~ --> 0 tibergeht, 
der Erhaltungssa~z der Ladung: 

0 0 st 

0 ~ k' k" 

Der Grenztlbergang xa -~ 0 ist naeh den Bemerkungen zu Gleiehung (14) 
nicht auf dem Liehtkegel, sondern entweder yon einer raumartigen oder einer 
zeitartigen tliehtung her auszuftthren. 

Far den Erhaltungssatz yon Energie und Impuls findet man in derselben 
Weise : 

o ~," (~) -- lim l i eh  0 
x--)-o [ 0 X~ 

X 

. s  x )  
k ~ k~r 

�9 e o -  

k'  k ~I "~- ~ ~* 



218 W. Heisenberg, 

und naeh (17) 

0 - ~ ( ~ )  = lira l ich~,  O- e [ A " ( ~ + X ) + A " ( ~ e - ~ ) ] }  I] 
0r x - ~ O l  O Z u  Z k ~ " 

8 X e X " 1, X t X ~ l t )  11 

L ,on \ .z/ ~eh \ ~/Jk 'k" .z . i  
I 

- l i r a  A ~' ~ + + A" 

. ( x k, tr ] x ) 

k' k 'r 

= - ~F~. (~) ~ ~;, k,, (~k' trl ~k") = - F ' "  s,. 
k r k"  

Addiert man also zu U~ den Energie-Impulstensor des Maxwellsehen 
Feldes : 

1 ( 1 ~ , , F ~ F  "~ 
" = - -  o ,  ~ , /  (29)  

und legg die Maxwellsehen Gleiehungen in der Form: 

0F~ 
- -  = - - 4 ~ s ~  (28) 

zugrunde, so gilt ffir den Tensor 

T'~,~ = U',~ -t- VI' (24) 
die Beziehung: 

o T~ 
- o. (25) 

o ~  

Naeh T e t r o d e  (1. e.) ist tibrigens die Differenz U~, ,. - -  U,. , ein Tensor, 
dessen DivergenT. verschwindet. Man kann also den Energie-Impulstensor 
des Materiefeldes aueh symmetrisieren, ohne die Giiltigkeit yon (25) zu 

stSren. 
Die bisherigen ttesultate kann man in folgender Weise kurz zusammen- 

fassen: Beschr~nkt man sieh auf eine korrespondenzm~13ig-ansehauliehe 
Theorie des Materiefeldes, so kann die bekannte Sehwierigkeit des Auf- 
tretens negativer Energieniveaus in tier Diracsehen Theorie dadurch 
vermieden werden, daB man die homogene Diraesche Differentialgleichung 
(3) ersetzt dureh eine inhomogene Gleichung, wobei die Inhomogenitat far 
die ,,Paarerzeugung" maBgebend ist. Fiir das dieser Gleichung geniigende 
Materiefeld gelten zusammen mit dem Maxwellschen Feld die iiblichen 
Erhaltungss~tze, gleiehzeitig sind die Energien des Materiefeldes und die des 
Strahlungsfeldes einzeln stets positiv. 
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Die Invarianz der Theorie gegenfiber einer Vorzeichen~aderung der 
Elementarladung kann man am einfachsten in folgender Weise erkennen: 
Man ersetze in den Gleichungen (11) und (16) + e dutch - - e  und aul~er- 
dem (x'k' lrlx"k") d u r c h -  (x"k"l~lx'k').  F~lr die Matrix ~ gelten dann 
wieder die ursprfinglichen Gle!chungen (11) und (16). 

3. Anwendungen. Zwei einfache Beispiele sollen die Anwendung der 
in 1. and 2. geschilderten Methode illustrieren: Wir nehmen zanachst an, 
dal3 ein als kleine StSrung betraohtetes skalares Potential A o langsam 
eingesohaltet und dann konstant gehalten werde und fragen naoh der im 
ursprunglieh leeren Raum entstehenden Materie; dabei sell die Ladangs- 
diohte, die zum Potential A o Anlal3 gibt, als ,,~ul~ere Ladungsdichte" 
bezeiehnet werdenl). 

Wir 15sen zun~chst die D i r a c sche Differentialgleichung ffir ein Elektron, 
dessen Zustand vet Einschalten des Feldes durch eine ebene Welle repr~- 
sentiert ist; seine Eigenfunktion heil3e V~, und es gelte vor Einschalten des 
Feldes 

i 0 ' 

~,  (x')  = un (x')  e u pn ~0 (26) 
Wir setzen 

i 0 ' 

~n (x') = ~ en~ (x~)u~ (x') e -~ pm ~o (~7) 
w~ 

and aus 

{ ~ [ i h  00~ ; A~(x')] Jr fl~nc]yJ ----0 

folgt in der fiblichen Weise: 

d ~ t(p~176 ~0 

wobei 

I u *  x"' e .~A~(x,,, ~ dx"'. H , ~  ---- ~ ( ) c un (x"') (29) 

Hier bedeu~et [ d x"' die Integration fiber die Ortsvariabeln und die 

Summation fiber die Spinindizes. 
Aus (28) ergibt sieh, wenn die H . ~  zeitlich konstant geworden sind: 

i 0 

- -  s~ ~ + 0nm. (30) 

Die Konstanten 8~n h~ngen dabei yon der Art des zeitliohen Anstiegs der 

Hn~ ab; wit wollen annehmen, daI3 der Anstieg so langsam and gleiehm~]3ig 

1) Dieses Problem ist im wesentliehen sehon yon Dirac in seinem Bericht 
fiir den Solvay-Kongrei~ 1933 behandel~ worden. 
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erfolgt sei, dab die en~ in hinreiehender N/~herung versehwinden. Dann 
gilt also 

(~o _po)x ~ 

cnm=Ha~ pO__po + ~  

mad 

y~ (x') = um (x') p o __ pO + u,~ (x') e ~ p~ ~o (31) 

Glieder yon hSherer als erster 0rdnung in den Hnm werden im folgenden 
stets vernaehl~ssigt. Ffir die Matrix R s gilt naeh ihrer Definition: 

( x ' k ' l R ~ t x " k " )  = ~ V,,~(zk')W.(x"l~") 
p 0 

-- ~----~ ~*n(X'~') ~fn(Xt'k")]'! ( ~ 9 ' ) p O <  o 

Die Summe fiber alle Zustiinde kSrmen wir nun einteilen in ein Integral 
fiber die Impulse und eine Summe fiber vier mSgliche Zustande bei jedem 
Impuls. Der Operator 

o:lp 1 + t i m e  
Pp~ ' 

bei dem im Zi~hler fiber I nut yon 1 bis 8 (wie stets bei lateinischen Indizes) 
summiert werden soll, hat die Eigensehaf~, da~ er ~ 1 ergibt, wenn er auf 
irgendeinen Zustand positiver Energie angewandt wird, mad ~ 1 bei einem 
Zustand negativer Energie. Mit I-Iilfe dieses Operators lassen sieh also die 
Snmmationen fiber die Spinzust~nde leieht ausffihren und es bleiben nur die 
Integrale fiber die Impulse fibrig; dabei soll im folgenden stets t ' =  t ' ,  
d.h.  x ~ ~ x ~ gesetT.t werden: 

9, j h ~ I P~ ce- ~p~ " ' 
(x 'k ' lBz]x"k")  

, ,  , , i .dp ,  ,. dp . ~ . . . . . .  ~ t . . . . . . . .  i,, ,~ 

1 J d x I - F  J - ~  e-~L~ t~ ' -p  ~ +1 '~ ~z -p '  ~l.~ 8 
8 

{(1 ~- s162 ~ :)JP"'l+'cA~ 1t~~ (1--s iP-d~i ] 

e A~ (x") 
/ ~ y_-i-pmc~ e (1 

+~I ivo,, I / ipo,l+ivo,, I_ ~ .]j 
-4- konj. (88) 
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Das erste Glied in (88) stetlt die Matrix S o dar und wird bei der Bildung 
yon r yon R s abgezogen. Die beiden n/ichsten Glieder gehen fiber in 

4 . h ~ J - ~ -  eu (P~--P"Z)+'"I~I--P ~j 
e A ~  ''') Ipo'po"l--~;p;'--m~c ~ 

"-; bpo, i + Ipo"i ]po' po" I ( ~  

Zur Auswertung dieses Ausdrucks setzt man zweckmi~l~ig: 

g .  p,, 9 r ' - - r "  r ' + r "  p' = ~+ ~-, = ~- -~- ;  = r; 9, - ~" (85) 

Er heil~t dann : 

l ( d x , , , [  dg3 e Ao(r, ,)e~-,~ . . . .  ~ ) , ( d ~ - ~ , ~ l p o ' p o " ] - - p ' p " - - m 2 c  2 (86) 
4~ j ~  ~ J u  (Ipo'l+lpo"l)fpo'po"] 

Der Bruch unter dem Integralzeichen wird am besten nach fl ffir g ~ mc 
entwickelt, und erh/flt den Weft 

1 [~  (~g)~ 8g' 5(~g) 2g~ 7(~g)' ] 
z k3 ~-- 2 k2 16 ko ~ -k 8 k~ 16 ko 6 q-- . . .~, (37) 

wobei k~ = k2--k m2c ~ gesetzt ist. Eine langere Rechnung ftihrt fiir (36) 
~u a~m R ~ l t ~  ( f ~  k l ~ i ~  W ~ t ~  ~on I~] = ~): 

4 ~ A ~ (r"') e ~(~ -~)~ 

1 [ o  2 ( } 2  2 m c r ,  l ( f l r ) '  g' J 

16 ~h  [ ~ - ~ 8  - - y - -  log ~-- )"  (grad~) ~ + (r gr~d~) ~ 

h + 1 (~-~) (grad~)~ (grad~)'] e A~ (9t). (88) 

Die ersten beiden Glieder stellen - -  nachdem man sie verdoppel~ hat, da 
zu (36) noch das komplex-konjugierte addiert werden mul~ - -  die Anteile 

a ~ x~ ~ q- b log 

yon Gleichtmg (13) dar und sind d~her wegzulassen, wenn man yon R s 
zur Matrix r tibergeh~. Formel (88) gibt aueh naehtri~glieh die Begrtindung 

dafiir, dal~ die Konstante C in Gleichung (15) gleieh 4 ( - - ~  e-~/~-s v 
" m  e /  

gesetzt wurde. Wit erreichen dadurch, dal] es unnStig wird, mit jedem 
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neuen Schritt der StSrungsrechnung die das Feld erzeugende Gesamtladung 
zu korrigieren. SchlieJ31ich wird die Dichtematrix (x' k' [r] x"  k") f ~  [ ~: l = 0 

1 e ( h )  2 
($k' tr I~k'') -- 120~h c ~ A A A  ~ (89) 

und die Ladungsdichte selbst [AA~ =) - - - - - - 4 ~ o  , wo 0o die ~uBere 
Ladungsdichte bezeichnet) : 

0 - -  1 5 : ~ h c \ w c /  
(4O) 

wie schon yon Dirac  1) bereohnet worden ist. Auch diese zus/~tzliche Dichte, 
deren Gesamtladung verschwindet, hat keine physikalische Bedeutung; 
denn sie ist vonder  ,,~ul]eren" Diehte nicht trermbar und wird daher auto- 
matiseh mat zur ,,/~ul3eren" Dichte gereehnet. 

Zu einem physikalischen Problem wird die ,,Polarisation cles Vakuums" 
erst bei zeitlieh ver~nderlichen/iul3eren Diehten; man denke z. ]3. an eine 
Ladungsverteilung, die periodiseh hin und her bewegt wird. Man kann in 
einem solchen Fall die /~ul3ere Ladungsdichte einteilen in ihren zeitliehen 
Mittelwert und in eine zweite Dichte, die periodisch um den Wert Null 
schwankt. Das Raumintegral des zweiten Tells verschwinde~, wenn die 
~uBere Ladungsdichte in einem enctliehen l:taumgebiet hin und her beweg~ 
wird. F~r den ersten Teil gelten die bisherigen Betraehtungen, lfir ihn 
spielt die ,,Polarisation des Vakuums" keine physikalisehe Rolle. Die 
Gesamtladung eines Teilehens kann also durch die Polarisation des 
Vakuums hie ge~ndert werden. Um zu i~bersehen, was beim zweiten Tell 
gesehieht, betraehten wit in Gleichung (26) bis (9.9) an Stelle des zeitlieh 
konstanten skalaren Potentials A ~ ein Potential, das periodisch variiert, 
und setzen 

i t 

A ~ (x') = B~ ') e ~- r ~o + konj. (41) 

Die einzige J~nderung, die an den Ausdriieken (84) bis (86) dann vorzu- 
nehmen ist, besteht darin, dab der Bruch 

1 

(lpO'l + IpO"l)l p'op;I 
zu ersetzen ist durch 

ipo'l + ipo"l 
E(Ipo'I + Ipo, po,, I 

~) P. A. M. D i r a c ,  Berieht f~r den Solvay-KongreB 1933; der Diraesche 
XvVerf~ unterseheidet sieh yon dem obigen um einen Faktor 2, der, wie Herr 
Dirae mir freundlicherweise mitteilte, durch ein Versehen in seine GIeichungen 
gekommen ist. 
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Die neuen Formeln gehen aus den alten daher einfach dadureh hervor 
wir nehmen / ~  mc an - - ,  da$ der Ausdruek unter dem Integralzeichen 
in (86) mit 1 -4-/2/4 ko ~ multipliziert wird. AuSerdem treten allerdings in der 
Diehtematrix noeh Glieder mit ~z auf; wir wollen uns jedoeh auf die Be- 
rechnung tier Ladungsdiehte besehri~nken, far die die Glieder mit ~t keine 
Rolle spielen. Beriicksichtigt man nut die Glieder proportional g2 in (87), 

so tritt neu zu (37) der Ausdruck 

hinzu. 

ko ~ - -  2 ko ~ J 4 k~ (4~,) 

Der betreffende Tell der Dichtematrix wird also 

4.15 .Jh ~ e B~ e "~fx~ +konj._ e n . . . .  h~(mc) ~ (48) 

und daher die Zusatzdichte 
1 e ~- /~ 

= - 15 ~ h% (me)  ~" ~o.  (44) 

Hier ist mit ~o die periodisch schwankende Dichte bezeichnet, die zu dem 
i , 

Feld B ~ (x ' )e  ~z~~ Anlal] gibt und deren l~aumintegral verschwindet. 
Gleichung (44) lehrt, dab das mit einer schwingenden Ladung verkntlpfte 
Dipolmoment durch die Polarisation des Vakuums verkleinert wird, und 
zwar um so mehr, je hSher die Frequenz der Schwingung ist. Di%er Urn- 
stand dtirfte, wie schon yon Di rac  hervorgehoben wurde, eine Ab/~nderung 
der Streuformel yon Kle in  und Nish ina  bedingen, die allerdings im Gebiet 
der Compton-Wellenliinge erst etwa ein Promille betragen wird. 

Ftihrt man eine analoge l~echnung dutch, um etwa die yon einer Lic~- 
welle induzierte Materiediehte zu bereehnen, so ergibt sich als Resultat, dal~ 
das periodiseh weehseln4e Feld einer monochromatischen ebenen Lichtwelle 
weder Ladungs- noeh Stromdiehte erzeugt. Dal] dieses Resultat aueh in 
beliebiger N~herung riehtig bleibt, kann man leieht einsehen" Es kann dutch 
ein elektromagnetisehes Feld im leeren l~aum kein Vorzeiehen der Ladung 
ausgezeichnet werden, also mul3 die induzierte Ladungsdiehte versohwinden. 
_A_us Invarianz~tinden versehwindet dann aueh die Stromdiehte. ttieraus 
folgt freilieh noeh nicht das Versehwinden der Energiedichte, und in tier 
Tat kSnnen zwei dureheinanderlaufende ebene Liehtwellen bereits zur Ent- 
stehung yon Materie Anlal3 geben. Ftir die Behandlung soleher Probleme 
(Paarerzeugung und Zerstrahlung) ist jedoch die anschauliche Theorie der 
Materiewellen nicht mehr zusti~ndig und wir werden daher zur Quanten- 
theorie der Wellen iibergehen. 
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II .  Quantentheorie der Wellen/elder. 

1. Au/stellung der Grundgleichungen. In der Quantentheorie der 
Materiewellen entspricht der Diraeschen Dichtematrix das Produkt der 
Wellen~unktion mit ihrer konjugierten; wir setzen also 

R -~ ~* (x'k') ~p (x"k").  (45) 
r pl 

Far die Wellenfunktion gilt (fitr x o ~--xo) die Vertauschungsrelation 

yJ* (x'k') y~ (x"k") + ~ (x"k") ~f* (x'k') = ~ (X' X") ~k, k,,. (46) 

Betrachtet man das Maxwellsche Feld als gegebenes c-Zahlfeld, so ist die 
Diracsehe Dichtematrix einfach der Erwartungswert der dutch (45) 
definierten Matrix. Wegen der Vertausehungsrelation (46) gilt in der 
Quantentheorie der Wellen: 

R 8 = 1/2 [~/)* (x'k ')  ~) ( x " k  H) - -  ~l) (x t 'k  '') ~)* (xtk')J.  (47) 

Die Gleichungen f l (R  s ~- 0 (3a) 

und R s -~ r ~ -S  bleiben ungei~ndert erhalten und nur in der Form der 

Inhomogenitiit .P(S in .P(r =-- - - , 4 ( S  (11 a) 

kSnnte eine _~nderung durch die Nichtvertauschbarkeit der Feldsti~rken mit 
den Potentialen notwendig werden. Nun treten in dem ersten Glied 

pPY 

- ~ A Z d , Z  c$ 
e �9 S o keine niohtvertausehbaren Funktionen auf. In S 1 [vgl. 
(18) und (14)] kommen Glieder vor, die in den Feldstiirken quadratisch 
sind und die eine Rolle spielen, wenn man Energie trod Impulsdiehte 
aus der Dichtematrix berechnet. Solange man sich auf die Bereohnung 
von Ladungs- and Stromdichte besohrgnkt, treten diese Glieder nicht in 
Erscheinung. Da nun die Maxwellschen Gleiohungen zusammen mit der 
inhomogenen Gleichtmg (11a) den physikalisohen Ablauf vSllig bestimmen, 
so kann die Ubertragung des in I. geschilderten Formalismus in die Quanten- 
theorie naeh dem Verfahren erfolgen, das ffir die gew6hnliche Quanten- 
elektrodynamik in einer Note des Verfassers 1) im Ansehlul3 an frtthere Unter- 
suchungen yon Kle in  2) gegeben worden war. Dieses Verfahren geht yon 
den Maxwellsehen Gleiehungen und der Wellengleiehung aus, die als 
q-Zahlrelationen behandelt und nach den fibliehen Methoden der ansehau- 
lichen Theorie integriert werden. GewShnlieh wird bei der Integration der 
Grundgleiehungen ein StSrungsverfahren angewendet, bei dem man die 
Weehselwirkung zwischen Licht und Materie als klein annimmt und nach 

1) W. H e i s e n b e r g ,  Ann. d. Phys. 9, 338, 1931. -- 2) O. Klein, ZS. 
f. Phys. 41, 407, 1927. 
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Potenzen der Ladung entwickelt. Als ungest5rtes System erscheinen dann 

die ebenen Lichtwellen im leeren Raum und die ebenen Elektronenwellen 

im feldfreien Raum. Ein solches StSrungsveffahren ist auch in der vor- 

liegenden Theorie ohne weiteres anwendbar. Es ist dazu nur nStig, auch die 
ffir die Inhomogenit~t der Wellengleichung mal3gebende Matrix S nach 
Fotenzen der Ladung zu entwiekeln, und die einzelnen Glieder der Ent- 
wieklung im StSrungsverfahren nach der ]~eihe in den versehiedenen N~he- 
rungen zu berfieksichtigen. In der nullten N~herung wird man also, um 

yon R z auf r u n d  damit auf Ladungs- und Stromdichte zu sehlie~en, nur 

die Matrix S o yon R s zu subtrahieren haben. Stellt man die Wellenfunktion 
in der Form 

~f ( x k )  = ~ anU n ( xk )  (48) 
n 

dar, wobei dann die Gleiehungen 

an a*m + an an ---- (~ m (49) 
r tt 

gelten, so wird (ira folgenden soll stets x 0 ----x o gesetzt werden) 

n ~  = ~ [ ~ *  (x'k') ~ (x"k" ) -  ~ (x"k") 9" ( x ' k ' ) ]  

: ~ �89 (a~* a~ - -  am a*) u,~ (x' k') um (x" k"). (50) 
~q~ q/t 

Daraus folgt fhr r, wenn man die Definition yon S o berticksiehtigt: 

r ~ n~n�89 + ~ . ~ , , , , ) u , * ( x ' k ' ) u , ( x " k " ) .  (51) 

Naeh J o r d a n  und W i g n e r  1) stellt man die Operatoren an dar in der Form 

a~ = N~14 n V . ;  a n -~ V n / I n N  ~, (52) 

wobei A~ die Zahl N~ in 1 ~ N ~  verwandelt, und 

V,, ---- / / t  ~ n (1 - -  2 N t )  

gesetzt ist. Ft~r die Zustgnde neg~tiver Energie kann man jetzt einfi~hren ~) : 
p r t ! r 

a,~ = a.  = V n A , , N n  -~ V n A , , N , , ,  I 
, , ( 5 8 )  

a n = a;* = N ' n A n V . ,  = N ; , ~ V n , ]  
t 

Es wird dann N n = 1 -  N. .  
F ~  die Matrix r erh~lt man sehfiel31ieh: 

" ' * ' ( x " k " )  r = ~ a n * a n u n * ( x ' k ' ) u n ( x " k " )  - -  ~_aa~ a ~ u , , ( x  k ' ) u  n 
Port ~ 0  P o n ~ O  

+ ~ a,*~ a~ u* (x '  k ' ) u ~  ( x " k " )  
n ::#: m 

= : ~ .  N .  ~,* (x' k') u. (x"k") - -  ~ n  N'~ u* (x'k') u,, (x" k") 
P o n > O  P o n < O  

+ ~ a, ~, am u* (x' k') um (x" k"). (54) 
n : ~ m  

1) p. Jo rd an  u. E. Wigner,  ZS. f. Phys. 47, 631, 1928. -- ~) Vgl. 
z .B .W.  He isenberg ,  Ann. d. Phys. 10, 888, 1931. 

Z e i t s c h r i f t  fiir Phys ik .  B d .  90 .  1 5  
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Diese Darstellung der Dichtematrix stimmt iiberein mit den Darstellungen, 
die yon Paul i  uad Peier ls l ) ,  O p p e n h e i m e r  und F u r r y ,  F o ck  (1. c.) 
gewiihlt wurden. N~ bedeute~ die Anzahl der Elektronen, N~ die der 
Positronen, und die Symmetrie der Theorie im Vorzeiehen der Ladung is~ 
yon vornherein gewahrt. Diese Darstellung is~ abet nur in der nullten 
N~herung riehtig. Geht man zur ersten Naherung iiber, so werden einerseits 
die Koeffizienten a.  als Funktionen der.Zeit aueh Glieder enthalten, die 
linear in den i~ul3eren Feldstiirken sind [vgl. z.B. 1. c. Ann. d. Phys. 9, 341, 
Gleiehung (9)], andererseits werden zur Bildung yon r noeh die in e linearen 
Glieder der Matrix S subtrahiert werden miissen, also die Glieder 

e i ~ _ z ,  ~ e [x~x ~ z/0F~,, o,,OF~,,\ ~0F~z I x~x ~~ og - c -  / (55) 
p ,  

Diese Glieder, zusammen mit den in e linearen Gliedern in den Koeffizienten 
an geben dann einen Zusatz zur Matrix r, der zu einer endlichen Ladungs- 
und Stromdiehte (erster Naherung) fiihrt und der dazu dienen kann, die 
elektromagnetischen Felder in zweiter Ni~herung auszureehnen usw. 

Start dieses Verfahrens, das sich eng an die Integrationsmethoden der 
ansehaulichen Theorie anschliel]t, kann man aber aueh in der iibliehen 
Weise eine Hamilt6n-Funktion bilden und dann die StSrungstheorie in der 
zugehSrigen SehrSdinger-Gleiehung durchffihren. Zu diesem Zweek be- 
nutzen wit den Ausdruek flit die Gesamtenergie, der aus Gleiehung (16) 
folgt, gehen jedoeh noeh nicht zum limes x z = 0 fiber. Die Gesamtenergie 
nimmt dann die Form 

x l - -ama*)U*n( , - ~ , k ) u , , , ( ~ - - ~ , k )  A t ( ~ _ _ _ = _ ~ ] t E ~ , , ~ , , E � 8 9  m + x  , x ,, + 
\ 'z /J /  ~,r, n ,~ 

k t k  tr n, m 

, } + ~ (e '2 + 5 ' )  (56) 

z) Fiir die briefliche Mitteilung dieser Resultate m6chte ich Herrn W. Pauli 
herzlich danken. 
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an. Entwiekelt man die Hamilton-Funktion wieder nach Potenzen der 

Elementarladung, und streieht man aul~erdem in den Gliedern ~2 + . ~  

sowie in den entsprechenden Gliedern der Ausdriieke (14) die Nullpunk~s- 

energie der Str~hlung, so erh~lt man im limes x--> 0 fiir die t tamilton- 

Funktion nullter Ordnung: 

H o -~ ~ N , E , - - ~ N ~ E ~ + ~ M ~ e h ~ g e ,  (57) 
E n ~ 0 E n ~ 0 g r  

wobei E~ ~ - -  cp~ ~ gesetzt ist, und M~ e die Anzahl de~ Lichtquanten 

im Zustand 9 mit der Polarisation e bedeu~et. Ebenso ergibt sieh fiir die 

StSrungsenergie erster Ordnung im limes x ~ 0 (A ~ wurde der Einfaehheit 

halber -~ 0 gesetzt) : 

H~ ~ d~eAZ(~)~_j  ~ * ( ~ k ' ) u , ( ~ k " )  
k t k "  E n ~ 0 

1 , 
- -  ~ N'n u,*, (~ k') u n (~ k") +-5- ~ ( an a __ a,na,*) u* (~k')u,~ (~ k")] .  (SS) 

s  ~ O ~ n :::~= m 

In den Ausdrf~eken flit H o und H 1 stimmt die vorliegende Theorie daher 

mit den l~esultaten yon O p p e n h e i m e r  und F u r r y ,  P e i e r l s ,  F o c k  

iiberein. Wit erhalten jedoeh noeh Glieder hSherer Ordnungen, die yon der 

Matrix S herrfihren. In diesen Gliedern kann auch der Ubergang zum 

limes x ~ 0 nieht sofort a.usgefiihrt werden. Vielmehr miissen bei der 
Durehfithrung der StSrungsreehnung bis zur zweiten N~herung zuerst die 

Glieder in H e kombiniert werden mi~ den yon H 1 herriihrenden Glieclern 
H? ~ H~ ~ 

vom Typus W~ - -  W z ' erst dann l~l~t sich der Grenziibergang x -> 0 aus- 

fiihren und liefert ein bestimmtes Resultat fiir die Energie zweiter Ordmmg. 

In dieser Weise kann das StSrungsveffahren im Prinzip ~ortgesetzt 

werden, wenn nicht eine unendliehe Selbstenergie wie in tier bisherigen 

Quantenelektrodynamik zur Divergenz des Verfahrens ffihrtl). Die 

St~ungsenergie H 2 hat die folgende Form:  

e ~ 0 1 e ~x~x ~A~[OF o~ 0 F ~ ]  

1 e ~ xa x v 
96z~ h c x~ x ~ F" ~ F~' ~ 

I 
~) Vgl. hierzu V. Weisskopf ,  ZS. ~. Phys. 89, 27, 1934; ~emer auch den 

Versuch, die unendliche Selbstenergie des Elektrons zu vermeiden, yon M. Born  
Proc. Roy. Soc. London (A) 143, 410 1934; M. B o r n  u. L. In~eld, ebenda 144, 
425, 1934. 

15" 



228 W. Heisenberg, 

H~ gibt wegen der Integration ~ber ~ nur zu Matrixelementen Anlal3, die 
dem Entstehen oder Verschwinden yon Liehtquanten des gleichen Impulses 
entspreehen; f~r die gewShnliehen Prozesse, bei denen Liehtquanten 
emittiert oder absorbiert oder gestreu~ werden, spielen diese Matrixelemente 
also in erster 2g~herung keine t~olle. In der StSrungsenergie H3, die die 
Form 

Ha = so (60) 
6c h" Ox o 

hat, werden drei Liehtquanten mit der Impulssumme ~qull kombiniert; 
H a endlieh reduziert sieh auf das Glied 

~(--~ H, = I d ~ [ - - i c ) ~  1 ieA~.x2y OSo] 
- oJ 

1 ( e ~  ~ 1 ~,tr.(AXx~) ' 
(61) 

~ (x~ x-~ ~' 

und gibt Anlal~ zu Matrixelementen, die zur Streuung yon Licht an Licht 
ffihren (Versehwinden und Entstehen je zweier Liehtquanten mit gleieher 
Impulssumme). Auf die Tatsache, daI3 die Diracsehe Theorie des Positrons 
die Streuung yon Lieht an Lieht zur Folge hat - -  aueh dort, wo die Energie 
der Liehtquanten zur Paarerzeugtmg nieht hinreieht - - ,  haben sehon 
H a l p e r n  1) und Debye  u) unabh~ngig hingewiesen. Die Matrixelemente 
in H a geben aber noeh keinen Aufsehlu~ fiber die GrSl~e dieser Streuung, 
da sie vorher mit den yon niedrigeren N~herungen herriihrenden Beitr~gen 
kombiniert werden miissen, um ein Mal~ fiir die Wahrseheinlichkeit eines 
Streuprozesses zu liefern, ttShere StSrungsglieder als H a treten nicht auf; 
/-/5, H 6 usw. versehwinden alle im limes x ~ 0. 

2. Anwendungen. Fiir die meisten praktisehen Anwendungen, z.B. 
Paarerzeugung, Zerstrahlung, Compton-Streuung usw. liefert die hier 
durehgefiihrte Theorie niehts Neues gegeniiber den bisherigen Formu- 
lierungen der Diraeschen Theorie. Denn in allen genannten Fi~llen kann 
man die StSrungsreehnung mit der zweiten Niiherung abbrechen, und die 
neuen Glieder in H 2 tragen wegen ihrer speziellen Form niehts zu den ge- 
suchten Ubergangswahrseheinlichkeiten bei. Anders ist es bei dem verb_in 
genannten Problem der Streuung yon Lieht an Licht und bei der yon 
Delbr i i ck  s) diskutierten koh~renten Streuung yon y-Strahlen an festen 

1) O. Halpern ,  Phys. Rev. 44. 885, 1934. -- ~) Fiir die freundliche 
Mitteilung seiner ~berlegungen mSchte ich Herrn Debye herzlich danken. 
_ a)M. Delbrtick, Diskussion der experimentellen Ergebnisse yon FrL 
L. Meitner und ihren Mitarbeitern, ZS. f. Phys. 84, 144, 1933. 
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Ladungszentren; die Durchrectmung dieser t)robleme ist jedoch so kom- 
pliziert, dal~ sie bier nicht versucht werden soll. 

Wir wollen daher die Anwendungen beschrgnken auf ein Beispiel, 
bei dem die Glieder H 2 in Gleichung (59) wichtig werden; es soll die mit 
einem Lichtquant verbundene Materiedichte und insbesondere die sich 
auf Grund dieser Materiediohte ergebende Selbstenergie des Lichtquants 
behandett werden. Sieht man zuniiohst yon den Gliedern H 2 ab und rechnet 
nach den bisher ublichen Methoden, so stellt sich der Vorgang folgender- 
mal~en dar: Da in H 1 [Gleichung (58)] Matrixelemente auftreten, die der 
Verwandlung eines Lichtquants in ein Paar entspreohen, so erzeugt ein 
Lichtquant in seiner Umgebung ein Materiefeld - -  ~hnlich, wie ein Elektron 
in seiner Umgebung ein Maxwell sches Feld erzeugt. Die Energie dieses 
Materiefeldes wird unendlich, in genauer Analogie zur unendlichen Selbst- 
energie der Elektronen. Ein Tell der singuliiren Glieder in der unendlichen 
Selbstenergie der Lichtquanten verschwindet nun, wenn man die StSrungs- 
glieder H 2 beriicksichtigt. Denn diese sind gerade so eingerichtet, dal~ ft'~r 
eine klassische Lichtwelle keine unendliche Selbstenergie auftreten wiirde. 
Trotzdem zeigt die folgende l~echnung, dab ein durch die Anwendung der 
Quantentheorie bedingter unendlicher Tell der Selbstenergie iibrig bleibt. 
Die Analogie zur Selbstenergie der Elektronen ist hier vollstgndig; denn 
auch eine kontinuierliche Ladungsverteilung wtirde nach der Maxwellschen 
Theorie nut zu einer endlichen Selbstenergie filhren; erst die ,, Quantelung" 
der Ladungsverteilung ffthrt zur unendlichen Selbstenergie. Stellt man die 
Quantelung des elektromagnetischen Feldes dutch das Bild punktfSrmiger 
Lichtquanten dar, so ist das Unendlichwerden der Selbstenergie auch in der 
anschaulichen Theorie der Materiewellen einleuchtend, da die Inhomogenit~t 
in Gleichung (11) die Feldstgrken und deren erste und zweite Ableitungen 
enth&lt, die in der N~he des Lichtquants singular werden.. 

Fiir die Berechnung der gesuchten Selbstenergie kann man ausgehen 
von einer bekannten Formel tier StSrungstheorie fiir die Energie zweiter 
Ordnung 

W 2 : Hos ~ - - S l H o S  1 -~ s I H 1 - - H 1 8 1  -[- H e. (62) 

Hierin bedeuten Ho, H1, H e die verschiedenen Glieder der Hamilton- 
Funktion, s 1 ist das erste Glied der fiir die kanonische Transformation 

W = s H s  - 1  (63) 

charakteristischen Matrix: 
s ~-  1 q-  s 1 - t - '"  "- (64) 
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Dem Sirra der im vorigen Absehnitt gesehilderten Methode nach sind die 

Matrizen H in Gleichung (62) zun~ehst ffir endliehe Abst~nde x~ zu nehmen, 

erst am Sehlul~ sell der Grenziibergang x~--> 0 vollzogen werden. Die 

Matrix s 1 ist aus dem Wert yon H 1 im limes x~ ~ 0 in der i~bliehen Weise 
zu berechnen: 

l m  

1,~ H~ <~ = o) . (65) 

Das Element der Matrix H 1 (x = 0), welches zur gleiehzeitigen Entstehtmg 

eines Elektrons veto Impuls p",  eines Positrons veto Impuls p '  und zum 

Versehwinden eines Liehtquants veto Impuls 9 (Polarisationsriehtung e) 
gehSrt, hat  die Form:  

~7~ - ~  (~ ' ,  pc < o I ~ e I ~", p0 > o )  M~. ,  (66) 

wobei V das Volumen darstellt, das dureh die periodisehen Randbedingungen 

vorgegeben ist, uad Mg, e die Anzahl der Liehtquanten im Zustand g, e 

bedeutet. Ferner ist 

(P',P'o < O l~elP",P'o' > O) 

* (67) = ~ d ~ ,  ~ , , . ;<o(~ ~e~) ~ , , .~>  o 

gesetzt. 

Geht man nun mit den aus (65) mad (66) folgenden Ausdrt~cken far s x 

in Gleiehung (69,) ein - -  wobei man auBer den Matrixelementen (66) aueh 

noch die beriieksiehtigen mul3, die dem Prozel~: gleiehzeitige Entstehung 

yon Elektron, Positron und Liehtquant entspreehen - - ,  so erh~lt man yon 

den Gliedern sxHx- -Hxs  x Beitr~ge, die endlieh bleiben, solange xxx ~ 

nicht versehwindet, und die, wenn man sic mit den entspreehenden Gliedem 
in H 2 kombiniert, aueh im limes x~ -+ 0 einen endliehen Beitrag za W 2 

liefern. Dies gilt jedoeh nicht flit die Anteile (Hos 1 -  SlHo)s x. Zerlegt 
man H o in einen zu den Materiewellen und einen zu den Liehtwellen gehSrigen 

Teil, so gibt zwar der erste aueh einen ftir xxxZ=Ji:= 0 endliehen Beitrag, 

der mit H~ kombiniert im limes x x -+ 0 endlieh viel zu W 2 beisteuert. Der 
zum elektromagaetisehen Feld gehSrige Teil hangt jedoeh gar nieht yon x~ 

ab, er fiihrt zu der Summe 

I(p'l s, I o")l ~ g~. (63) 
p P + p " = g  

Diese Summe divergiert; man kann den Ausdruek (68) unmittelbar als 
die unendliehe Selbstenergie der Liehtquanten bezeiehnen; fiihrt man die 
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Summation in (68) nut bis zu grol~en, abet endliehen Werten ]P'I = P aus 
und beriieksichtigt nur den zu M~, e proportionalen Teil in (62), so erh~lt 
man einen Ausdruek der Form 

e ~ P 
g. c. M~, e" ~c log me--" (69) 

In der Quantentheorie der Wellenfelder ist der Anwendungsbereich tier 
Diracschen Formulierang der Positronentheorie also nieht wesentlich 
grSl~er als der Anwendungsbereieh tier elementaren Formeln yon Pau l i ,  
Pe ie r l s ,  Foek,  O p p e n h e i m e r  and F u r r y .  Die Gleichungen (48) bis 
(61) zeigen jedoeh, wie diese Formeln als erste Schritte eines konsequenten 
N~herangsverfahrens aufgefal]t werden kSnnen, das den Forderungen der 
relativistisehen and der Eichinvarianz genugt; Ierner liefert tier bier be- 
schriebene Formalismus endliehe Erwartangswerte ftir Strom- und Energie- 
dichte in erster N~herang aueh doff, wo die elementaren Formeln zu un- 
endliehen Werten ttihren. DaB sehon in der zweiten N~herung der Quanten- 
theorie der Wellenfelder Divergenzen auftreten wiirden, war nach den bis- 
herigen Ergebnissen der Quantenelektrodynamik zu erwarten. 

Der Umstand, dal3 erst die Anwendung der Quantentheorie zu Di- 
vergenzen ftihrt, die in der ansehauliehen Theorie der Wellenfelder nicht 
auftreten, legt die Vermutung nahe, dal~ zwar diese anschauliche Theorie 
schon im wesentliehen die riehtige korrespondenzm~13ige Besehreibung des 
Geschehens enth~lt, dal3 jedoch der Ubergang zur Quantentheorie nieht in 
der primitiven Weise vorgenommen werden kann, wie es in den bisher vor- 
liegenden Theorien versueht wird. In der Diraesohen Theorie des Positrons 
ist ferner eine reinliche Scheidung der auftretenden Felder in Materiefelder 
and elektromagnetische Felder kaum mehr mSglieh; dies geht insbesondere 
daraus hervor, dal3 in der Quantentheorie der Wellen die Matrix R s - -  
nieht die Matrix r - -  einfaeh dureh die Materiewellenfunktionen F dar- 
gestellt werden kann. Es diirfte also erst in einer einheitlichen Theorie yon 
Materie- mid Liehtfeldern, die der Sommerfeldsehen Konstanten ee/ttc 
einen bestimmten Weft gibe, eine widerspruchsfreie Vereinigung der 
Forderungen der Quantentheorie mit denen der Korrespondenz zur ansehau- 
lichen Feldtheorie mSglich sein. 


