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Bemerkungen zur Diracschen Theorie des Positrons.
Von W. Heisenberg in Leipzig.
(Eingegangen am 21. Juni 1934.)

I. Anschauliche Theorie der Materiewellen: 1. Die inhomogene Differential-
gleichung der Dichtematrix. 2. Die Erhaltungssatze. 3. Anwendungen (Polari-
sation des Vakuums). II. Quantentheorie der Wellenfelder: 1. Aufstellung der
Grundgleichungen. 2. Anwendungen (die Selbstenergie der Lichtquanten).

Die Absicht der vorliegenden Arbeitl) ist, die Diraesche Theorie des
Positrons?) in den Formalismus der Quantenelektrodynamik einzubauen.
Dabei soll gefordert werden, dafl die Symmetrie der Natur in positiver und
negativer Ladung von vornherein in den Grundgleichungen der Theorie
zum Ausdruck kommt, fexrner, daB auBer den durch die bekannten Schwierig-
keiten der Quantenelektrodynamik bedingten Divergenzen keine neuen
Unendlichkeiten im Formalismus auftreten, d.h. daB die Theorie eine
Approximationsmethode liefert zur Behandlung des Problemkreises, der
auch nach der bisherigen Quantenelektrodynamik behandelt werden konnte.
Durch das letztgenannte Postulat unterscheidet sich der vorliegende Versuch
von den Untersuchungen von Fock®), Oppenheimer und Furry?),
Peierls®), denen er sonst dhulich ist; er schlieBt sich hier vielmehr eng an
eine Arbeit von Dirac®) an. Gegeniber der Diraeschen Behandiung betont
die Arbeit die Bedeutung der FErhaltungssitze fir das Gesamtsystem
Strahlung—Materie und die Notwendigkeit, die Grundgleichungen der
Theorie in einer iiber das Hartreesche Approximationsverfahren hinaus-
gehenden Weise zu formulieren.

I. Anschauliche Theorie der Materiewellen.

1. Dieinhomogene Differentialgleichung der Dichtematriz. Die wichtigsten
Resultate der oben zitierten Diracschen Arbeit seien zuerst kurz wiederholt:
Ein quantenmechanisches System von vielen Elektronen, die das Paulische
Prinzip erfallen und sich ohne gegenseitige Wechselwirkung in einem vor-

1) Diese Arbeit ist aus Diskussionen entstanden, die ich teils schriftlich,
teils mimdlich mit den Herren Pauli, Dirac und Weisskopf gefithrt habe
und fiir dieich ihnen herzlich danke. — 2) Z. B.: P. A. M. Dirac, The principles
of Quantum Mechanics, p. 255. Oxford 1930. — 3) V. Fock, C. R. Leningrad
(N.8.) 1938, 5. 267—271 Nr6. — %) W.H. Furry u. I. R. Oppenheimer,
Phys. Rev. 45, 245, 1934. — %) R. Peierls, im Erscheinen. — 8 P. A. M. Dirac,
Proc. Cambr. Phil. Soc. 30, 150, 1934 (im folgenden stets als l.c. zitiert).

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 90. 14



210 W. Heisenberg,

gegebenén Kraftfeld bewegen, kann charakterisiert werden durch eine
,»Dichtematrix’*:

(ml tl k, | R | mII t” kli) — 2 '(/);"1 (ml tl k’) wn (a?" tll kll), (1)

wobei y,, («'¢'k’) die normierten Eigenfunktionen der mit einem Elektron
besetzten Zustinde bedeuten, z't'k’ bzw. 'tk sind Orts-, Zeit- und
Spinvariable. Aus der Dichtematrix konnen alle physikalisch wiehtigen
Higenschaften des quantenmechanischen Systems wie Ladungsdichte,
Stromdichte, Energiedichte usw. abgelesen werden. Allerdings gilt dies
immer nur in der Niherung, in der von der Wechselwirkung der Elektronen
abgesehen werden kann, d.h. in der die typisch quantentheoretischen
unanschaulichen Ziige des Geschehens nicht vorkommen; die Dichtematrix
vermittelt also ein anschauliches, korrespondenzmaBiges Bild des wirklichen
Vorgangs — éhnlich wie die klassisch-mechanischen Atommodelle dies tun;
die Forderung, daf die y, in (1) normiert sein sollen, die nach Dirac auch
in der Form (ftir ¢ = t")

R*=R 2)

ausgedriickt wird, kann zu den Quantenbedingungen der fritheren halb-
klassischen Theorie in Parallele gesetzt werden.

Die zeitliche Anderung der Dichtematrix wird durch die Diracsche
Ditfferentialgleichung bestimmt:

L, 0 e , . 0 e .,
HEB = [mc—a——t, +—é—A0(x)+ocs<’l/7la—z;———;As\l))
+ ﬁmc] R=o. ®)
Es werden von jetzt ab durchweg die folgenden Bezeichnungen verwendet:
Koordinaten:
et =a) = —2, z = a', T — T = zy o -; - &

Potentiale: A, = — A%, A; = 4,
Feldstarken: oA (4)

g A4 v

il — Fv_u’ Fos — .

0&  0&, o

(Fo1, Fo2, Fo3) = E, (F23, 31, F12) = §,

Spinmatrizen: o =1, oy = —1, of = o

Griechische Indizes laufen stets von O bis 3, lateinische von 1 bis 8. Das
Herauf- oder Herunterziehen der Indizes soll nach den tblichen Formeln
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der Relativitatstheorie erfolgen. Uber doppelt auftretende Indizes soll
stets summiert werden. Da sich die " nicht einfach wie Vektoren trans-
formieren, hat fiir diese GroBen die gewédhlte Bezeichnungsweise nur den
Wert einer zweckmaBigen Abkiirzung. Gleichung (8) nimmt z. B. jetzt die
Form an:

{aﬁ [mé‘; _%Az(m')] + ﬂmc} R=o.

Wenn, wie die Diracsche Lochertheorie es fordert, alle Zustande negativer
Energie bis auf endlich viele besetzt und auch nur endlich viele Zustande
positiver Energie besetzt sind, so wird die Matrix R auf dem durch

xqmg =0 ()

definierten Lichtkegel singuldr. Man betrachtet dann nach Dirac zweck-
méaBig an Stelle der Matrix R die neue Matrix?)

By =R— 1/2 Ep, (6)

wobei B, den Wert von R fiir den Zustand des Systems bezeichnet, bei
dem jedes Elektronennivean besetzt ist. R, geht fir ¢’ =1", wie man
leicht nachweist, tiber in die Diracsche d-Funktion der Variablen 'k,
2’ k"”. Die Matrix Rg hat bereits die Symmetrie in bezug auf das Vorzeichen
der Ladung, die spiter im Formalismus wichtig wird: sie geht durch
Addition von 1/, B, wber in die der ,Locher“theorie entsprechende
Matrix R; durch Subtraktion von !/, R, geht sie in die negative Dichte-
matrix einer Verteilung iiber, bei der die Zustinde positiver Energie besetzt
und die negativer Energie frei sind; Vertauschung der Punkte 2't'k’ und
#'t"K’ in Rg und Vorzeichenwechsel von Ry sind einem Vorzeichen-
wechsel der Elektronenladung dquivalent. Die Singularitét der Matrix Ry
auf dem Liehtkegel ist von Diraec untersucht worden; nran kann die Matrix
in der Form

! 1.7 r 17 aex v Yl
(#'k" | B | k):u(mzm‘gg—w% + wlog |zt | (7)
darstellen, wobei
Plf
i —:—7: ,A)'d:cz
n = — W e £ . (8)

(Das Integral ist auf der geraden Linie von P’ nach P” zu nehmen.)

1) Das Doppelte der Matrix Rg ist die von Dirac mit R, bezeichnete Matrix.
14%
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Die GroBe w ist durch eine Differentialgleichung eindeutig festgelegt,
v ist nur bis auf ein additives Glied der Form 2", - g bestimmt. Von der
Dichtematrix E schlieBt man gew¢hnlich auf Ladungsdichte, Strom-
dichte usw., indem man z. B. fir die Ladungsdichte den Ansatz

0(@) = o (ak| B[ o) ®)

macht; entsprechend fir die anderen physikalischen GroBen. Dieser
Sehluf ist nun wegen der Singularitdt der Matrix R offenbar unrichtig.
Z.B. wird, wenn kein &uBeres Feld vorhanden ist, nur die Abweichung
der Dichtematrix von der Matrix des Zustandes, bei dem alle Niveaus
negativer Energio ausgefiillt sind, zur Ladungs- und Stromdichte beitragen.
Man wird also nach Dirae von der Dichtematrix eine durch die #duBeren
Felder eindeutig bestimmte andere Dichtematrix abzuziehen haben, um
die ,,wirkliche* Dichtematrix — wir nennen sie (z'K'|r|2”k”) — zu be-
kommen, die fir Ladungs- und Stromdichte, Energiedichte usw. ent-
sprechend Gleichung (9) maBgebend ist. Wir setzen

r=R,—§, (10
wobei S eine durch die Potentiale 4* eindeutig bestimmte Funktion von
ok’ und 2} k" sein soll.

An Stelle der Differentialgleichung (8) tritt also jetzt die Gleichung

Hr =—X8S. (11)
Die rechte Seite ist eine noch niher zu bestimmende Funktion des elektro-
magnetischen Feldes; die urspriinglich homogene Diracsche Gleichung (8)
wird demmach ersetzt durch die inhomogene Gleichung (11). Eine solche
Gleichung ist der naturgemiBe Ausdruck der Tatsache, daf Materie ent-
stehen und vergehen kann; die Art der Entstehung und Vernichtung wird
durch die mathematische Form der GroBe HS festgelogt. Wenn keine
suBleren Felder vorhanden sind, so soll S gegeben sein durch den Wert
von Ry fiir die Verteilung, bei der alle Zustinde negativer Energie besetzt
sind; denn wir nehmen an, daB im feldfreien Vakuum die Matrix r iiberall
verschwindet. Die Menge von Materie, die im ganzen entsteht, wenn ein
duBeres Feld eingeschaltet und wieder ausgeschaltet wird, kann ermittelt
werden ohne nihere Bestimmung von S bei Anwesenheit duBerer Felder.
Denn wenn By (und damit r) vor Einschalten irgendweleher Felder bekannt
war, so 1aBt sich aus Gleichung (8) der Wert von Eg nach dem Wieder-
ausschalten des Feldes ermitteln. Nach dem Ausschalten des Feldes hat
aber S wieder den urspriinglichen Wert, also kann auch r berechnet werden.
Es ktnnen aber umgekehrt die Resultate iiber die Materieerzeugung beim
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Ein- und Ausschalten von Feldern allgemeine Anhaltspunkte geben iiber
die Form der rechten Seite von (11) bei Anwesenheit von Feldern. Z. B. zeigt
eine einfache Storungsrechnung, dalB die beim Ein- und Ausschalten erzeugte
Gesamtmenge von Materie im allgemeinen bereits dann unendlich ist, wenn
der zeitliche Differentialquotient der elektrischen oder magnetischen Feld-
stirke beim Ein- und Ausschaltvorgang irgendwann unstetig war, und erst
recht dann, wenn Feldstidrke oder Potentiale selbst unstetig waren; daraus
kann man schliefen, daf die rechte Seite von (11) neben den Potentialen
und Feldstdrken auch deren erste und zweite Ableitungen enthalten muS.

Die Bestimmung von S bei Anwesenheit &uBlerer Felder nimmt
Dirac (L. c) in der Weise vor, dal er ein bestimmtes mathematisches
Verfahren beschreibt, welches nach der Reihe die singuliren Teile der
Matrix Bg liefert; die Summe dieser so gewonnenen singuléren Teile identi-
fiziert Dirac mit S. Das von Dirac gewdhlte mathematische Verfahren
liefert aber im kraftefreien Fall nicht den oben definierten Wert von S,
sondern einen, der sich von ihm um eine auf dem Lichtkegel regulire Matrix
unterscheidet. Obwohl demnach eine eindeutige Festlegung der Inhomo-
genitdt in (11) aus formalen Argumenten allein kaum mdglich ist, wird
man durch Berticksichtigung der Erhaltungssitze von Ladung, Energie und
Tmpuls die Moglichkeiten fiir 8 so weit einschrinken koénnen, daB ein be-
stimmter Wert als einfachste Annahme ausgezeichnet werden kann. Den
Wert von S, der bei Abwesenheit sullerer Krifte und Potentiale gilt
(vgl. oben) und der bei Diraec, 1. ¢., Gleichung (20) bis (22) berechnet ist,
bezeichnen wir als S;. Wenn zwar keine Felder vorhanden sind, woll aber
Potentiale in Gleichung (3) vorkommen, deren Rotation verschwindet,

50 ist S, zu ersetzen dureh

P'l
L Y P
e A*day

e P 8-
Die Grofe S wird also als wichtigstes Glied, das die hochste Singularitéit
auf dem Lichtkegel besitzt, diese GroBe enthalten, wobei das Integral
wieder auf der geraden Linie von P’ nach P” genommen werden soll.
Wir setzen
. P”
- ﬁe% ". Atdg A
S=e ¥ +8, + 8. (12)

Entwickelt man 8, fur kleine z;, so muB es nach (7) in der Form

:1:1:1:'1;
C

a
S,.—:w-i—blog
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dargestellt werden koénnen. Da letzten Endes die Dichtematrix nur fir die
Berechnung von Ladungs-, Strom- und Energiedichte wichtig ist, so gentigt
es (vgl. 2.), von der Entwicklung der GroBe a nach z; nur die Glieder
bis zur dritten Ordnung in x, einschlieSlich, von b die Glieder bis zur
ersten Ordnung in «, zu kennen; ferner gentigt aus dem gleichen Grunde die
Berechnung der Glieder, die die o nur linear enthalten. Ein mit
Gleichung (7) und den Diracschen Resultaten iiber die Singularititen der
Dichtematrix vertraglicher Ausdruck fir ¢ und b lautet (bis auf die
héheren Glieder):

o (TS, )
a_u{%h o 2° o 5%, o; 5§z> 4802k2w9w,,zocF Fucps

ev 0F; e u( LY w)}.
247icm 3L, +247i202m,1a. O 45‘,,F,,,F
@+

2

(14)

2

b:u{

Die Feldstarken sind hier jeweils an der Stelle

= &, zu nehmen.
Die Grofie u ist durch Gleichung (8) gegeben.

Definiert man S durch die Gleichungen (12) bis (14), so kann die Diffe-

renz By — S noch auf dem Lichtkegel singuldr werden durch Glieder vom
Aoy lh _ wll polk

‘Typus %#-Al-‘””, oder x; z, A** log | x, 22|, oder MT;:—E—QE—)-A—&-
In all diesen Fallen kann man aber aus der Dichtematrix auf Strom- und
Ladungsdichte, Energie- und Impulsdiehte schlieBen, indem man den
Grenzitbergang #; — 0 nicht auf dem Lichtkegel, sondern von raumartigen
oder zeitartigen Richtungen her ausfithrt. Die eben genannten singulédren
Glieder tragen dann niehts bei (die in o, nicht linearen Glieder fallen schon

vor dem Grenzitbergang weg).

Die Matrizen R, BEg, S und S, sind sdmtlich hermitisch, d. h. sie gehen
bei Vertauschung von z'k mit #” k" (also bei Vorzeichenumkehr von z)
in den konjugierten Wert iiber.

Die Berechnung der Formeln (14) erfolgt am einfachsten nach dem
von Dirac (L. ¢.) angegebenen Verfahren. Die mathematische Form der
Ausdriicke (14) zeigt, daB die bei der Festsetzung der GrdBen o und C
noch vorhandene Willkiir, wenn man keine wesentlich komplizierteren

Augdriicke fiir (14) zulassen will, eigentlich nur darin besteht, daB zu a

ein Ausdruck der Form z, %o LY und ein anderer der Form

0&,

z, 2, «’F"°F_ addiert werden konnte, ohne Verinderung der Singu-
laritaten der Matrix S; ferner ist C ganz willkuirlich. Fiir die aus der Dichte-
matrix folgenden Ladungs- und Stromdichten geben die beiden Unbestimmt-
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heiten (in @ und C) in gleicher Weise zu einer additiven Ladungs- und
Stromdichte AnlaB. Man kann daher das erste Glied in a in der in (14)
angegebenen Weise willkiirlich festlegen und alle Unbestimmtheit der
Ladungsdichte auf die GroBe C schieben. Dag zweite Glied in @ ist dann,
wie In 2. gezeigt wird, durch die Erhaltungssitze so bestimmt, wie in
Gleichung (14) angegeben. Die Willkar bei der Wahl der Konstanten C
schlieBlich ist deshalb uninteressant, weil nach Dirac fir die in (7) definierte
Matrix w die Gleichung Hw = 0 gilt; d. h. in der rechten Seite von (11)
fallt die GroBe ' (bis auf Glieder, die o* oder z; quadratisch enthalten)
heraus. Dies ist jedoch nur dann richtig, wenn das elektromagnetische
Feld mit allen Ableitungen stetig ist und die Matrix w nach z, und &,
entwickelt werden kann. Macht man diese Annahme, so nimmt man den
Nachteil in Kauf, dal man die Theorie nicht einfach an den Spezialfall
des feldireien Raumes (z. B. durch Storungsrechnung) anschliefen kann.
LaBt man unstetige Anderungen hoherer Differentialquotienten der Felder
oder andere Singularititen zu, so gilt an den betreffenden singuléren Stellen
die Gleichung H(w == 0 nicht mehr, und die Festlegung der GroBe C wird
wichtig. In diesem Fall kann die zweckmaBige Wahl der GroBe ¢ durch
folgende Uberlegung gefunden werden: Man denke sich ein aus einer vor-
gegebenen #duberen Ladungsdichte entspringendes Feld adiabatisech vom
Feld ,,Null"* ausgehend eingeschaltet. Dann wird durch dieses Einschalten
ein durch die Matrix » gegobenes Materiefeld entstehen; dieses Materiefeld
wird, wie die Gleichungen (18) und (14) lehren, je nach der Wakl von C die
aubBere Ladungsdichte ganz oder teilweise kompensieren oder sie vergroBern;
wir wollen nun C so wihlen, daBf die Gesamtladung des durch r gegebenen
Materiefeldes bei dem betrachteten ProzeB verschwindet; wenn dies nicht
der Fall wire, so wiirde namlich beim ,,Einschalten* der suferen Ladungs-
dichte diese gar nicht getrennt werden konnen von der entstehenden
Elektronenladungsdichte, d.h. man wiirde als ,duBere” Ladungsdichte
schon die Summen der beiden Dichten definiert haben. Auf die mathemati-
sche Behandlung dieser Frage werden wir in 3. zuriickkommen. Dort werden
wir auch die Berechnung der GroSe C nachholen — die ja nach dem oben
Gesagten eher mathematische als physikalische Bedeutung hat; hier sei
nur ihr Wert angegeben:

h 2
0:4(-) —~ 2y — 2y, 15
o) (15)
wobei y die Eulersche Konstante: y = 0,577.. bezeichnet.

Damit ist die Bestimmung der Inhomogenitat der Differentialgleichung
(11) durchgefithrt. Hinsichtlich der aus der Dichtematrix r folgenden Strome
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sind unsere Annahmen deuen von Dirac (L ¢.) dquivalent; dagegen liefert,
wie mir Herr Dirac freundlicherweise mitteilte, die hier getroffene Fest-
getzung fir die Matrix S eine andere Energie- und Impulsdichte als die
Diracsche Festsetzung.

2.- Die Erhaltungssitze. Aus der Dichtematrix r konnen in der éiblichen
Weise Ladungs- und Stromdichte, und nach einer Untersuchung von
Tetrodel) Energie- und Impulstensor der Materiewellen durch die folgenden
Gleichungen hergeleitet werden:

5 (8) = e k,EkH o v (EK | 7] ER");
u — L ) 6 @ u z u z .
0t (6) = Jim [ioh 5 —5[a(e+3) + 2(e—3)] (16,
v x ’ z 17
p) w645, K6~ k )

Um zu zeigen, daB firr die so definierten Groflen die Erhaltungssitze in der
tiblichen Forin gelten, soll zunichst die folgende Gleichung bewiesen werden :

,,,E,cu“?‘""'[mé?_?m(“_ )+%Az<£——%)] l (17)
(642, Kirje—75- k”):@]

bis autf Glieder, die in den z; mindestens quadratisch sind. Gleichung (17)
ist dquivalent der Behauptung
0 e z e x
E“kk”‘_ _Al<§+-—>+—-z41<§—-—>]
e f (4 2 c 2
. 1)
(45, ¥IS|E—g, ¥)=0

bis auf quadratische Glieder in «,; denn fir die Matrix B¢ gilt ja die
Gleichung 'Ry = 0, also auch sicher Gleichung (17). Nun ist

p

9 A? ¢ 4 zy _h_ci!'Aldn
(7 g — v (e +5)+ o (e= )]
B (19)
_Tf_:JAldx}. . P
=e¢ ¥ -—-j‘Fll“dwu,
. ‘
Pl

1) H. Tetrode, ZS.f. Phys. 49, 858, 1928.
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und 5%— Sp = 0. Beachtet man noch, dal S;in der Form
7

iz, (a%x,) + fmeg (a2,

geschrieben werden kann, so folgt, daB Gleichung (18) jedenfalls fir den

ersten Anteil
PV’
— ﬁ— A"‘dzl
P .
e S,

von 8 richtig ist. Es ist jetst also Gleichung (18) noch fur den Anteil S;

zu zeigen. Ihre Giltigkeit fir den Anteil blog %o von S; ist dabei

wieder selbstverstéandlich, weil fir die Matrix w nach Dirac X w =0
gilt (vgl. jedoch S. 215). Es bleibt also noch die Diskussion des Anteils a/z, 2*
Die Durchrechnung zeigt, daB nach (14) die von der Differentiation nach &,
herruhrenden Glieder im ersten Teil von a wegen Gleichung (19) gerade
die vom zweiten Teil aufheben. Damit ist die Gultighkeit von Gleichung (17)
erwiesen.

Aus Gleichung (17) folgt, wenn man in ihr zum limes z; - 0 tibergeht,
der Erhaltungssatz der Ladung:

0 82
e ot (EK |r]|Ek") = = = 0. 20
750 B oh ¥ Irl e = 0
Der Grenzubergang z; -> 0 ist nach den Bemerkungen zu Gleichung (14)
nicht auf dem Lichtkegel, sondern entweder von einer raumartigen oder einer
zeitartigen Richtung her auszufithren.

Iar den Erhaltungssatz von Energie und Impuls findet man in derselben
Weise:

0. g fete - 0-3]
kzy,ock'k“ a <§+ ke |§_‘§’ k”)

g4+ 3) (- 3)]

v z ’ x I"
'kzy,“k'k”(§+5’ Wir|E—g, k )
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und nach (17)

’ gff& = {Mi 5%_?[‘4“<5 )+Aﬂ <§_“§ﬂ}

[—q‘,}e_’A"<§+ m>+——— <§——>J2ak ,,,<§+ W jr|E-2, k”>

et} 085, [A" <§ v )+ A ( - —>] @1)
k§, o g <£+ =K \7~|§_ z ku)

=—eFru(§) kzkoc o (EK 1| EK") = —Frus,.

Addiert man also zu UY den Energie-Impulstensor des Maxwellschen
Feldes:
1
V‘u
" 4g

( FreF,, +—5NFWF10> (22)

und legt die Maxwellschen Gleichungen in der Form:

0F,,
GE —A4ms, (23)
zugrunde, so gilt fir den Tensor
Ty = U, + V) (24)
die Beziehung:
0Ty
5z = O (25)

Nach Tetrode (l.ec.) ist @brigens die Diiferenz U,,—U,, ein Tensor,
dessen Divergenz verschwindet. Man kann also den Energie-Impulstensor
des Materiefeldes auch symmetrisieren, ohne die Giltigkeit von (25) zu
storen.

Die bisherigen Resultate kann man in folgender Weise kurz zusammen-
fassen: Beschrinkt man sich auf eine korrespondenzméfig-anschauliche
Theorie des Materiefeldes, so kann die bekannte Schwierigkeit des Auf-
tretens negativer Energieniveaus in der Diraeschen Theorie dadurch
vermieden werden, daB man die homogene Diracsche Differentialgleichung
(8) ersetzt durch eine inhomogene Gleichung, wobei die Inhomogenitat fiir
die ,,Paarerzeugung’ mafgebend ist. Fir das dieser Gleichung geniigende
Materiefeld gelten zusammen mit dem Maxwellsechen Feld die wblichen
Erhaltungssitze, gleichzeitig sind die Fnergien des Materiefeldes und die des
Strahlungsfeldes einzeln stets positiv.
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Die Invarianz der Theorie gegeniiber einer Vorzeichendnderung der
FElementarladung kann man am einfachsten in folgender Weise erkennen:
Man ersetze in den Gleichungen (11) und (16) + e durch — ¢ und auBer-
dem ('K |r| 2" k") durch — (2" k" |7|2'k'). Fir die Matrix 7 gelten dann
wieder die urspriinglichen Gleichungen (11) und (16).

3. Anwendungen. Zwel einfache Beispiele sollen die Anwendung der
in 1. und 2. geschilderten Methode illustrieren: Wir nehmen zunéchst an,
daf ein als kleine Storung betrachtetes skalares Potential A4, langsam
eingeschaltet und dann konstant gehalten werde und fragen nach der im
urspriinglich leeren Raum entstehenden Materie; dabei soll die Ladungs-
dichte, die zum Potential A, Anlal gibt, als ,duBere Ladungsdichte*
bezeichnet werden?).

Wir 16gen zunichst die Diraesche Differentialgleichung fiir ein Elektron,
dessen Zustand vor Eingchalten des Feldes durch eine ebene Welle repra-
sentiert ist; seine Eigenfunktion heiBle p,, und es gelte vor Einschalten des
Feldes

Yo (2') = uy, (m)eh p” 0 (26)

Wir setzen
0 14

P (8) = ) 0pm () U () eF T @7

{ ['bké“‘}:——Al ] ﬁmc} ==
folgt in der wblichen Weise:

und aus

d % L (62— b0 2§
el — - H B R EMm 2
) da:(;cﬂm h ’ﬂ’lne , ( 8)
wobel
H,, — “ wk (") _‘Z_ ot Al(w”’) u,, (:L"") da". (29)

o

Hier bedeutet j.dx"' die Integration uber die Ortsvariabeln und die

Summation iiber die Spinindizes.
Aus (28) ergibt sich, wenn die H,,, zeitlich konstant geworden sind:

e% (Pn ~ Pm)=o —

Com = IInm nm + 6nm- 30
Pn—Pm %0
Die Konstanten &,,, hingen dabei von der Art des zeitlichen Anstiegs der
H,,, ab; wir wollen annehmen, da8 der Anstieg 8o langsam und gleichméBig

1) Dieses Problem ist im wesentlichen schon von Dirac in seinem Bericht
fiir den Solvay-KongreB 1933 behandelt worden.



220 W. Heisenberg,

erfolgt sei, daB die &,,, in hinreichender Néherung verschwinden. Dann
gilt also
= (v —pm) %o

¢ m=Hnm—T)—o—_+6nm

Pn — Pm
und
’ z’ Hnm : n &
2@ = [Sun@) 22 b w @0

Glieder von hoherer als erster Ordnung in den H,,, werden im folgenden
stets vernachldssigt. TFir die Matrix By gilt nach ihrer Definition:

(a‘,’k’ [-RSl .12” ]{Z") — [ Z w” (.’E k "/’n (a}”]f”)

P> 0 (32)

— Sn yr (') wn(m"k")].
p’<o

Die Summe itber alle Zustinde konnen wir nun einteilen in ein Integral
iiber die Impulse und eine Summe iiber vier mogliche Zustinde bei jedem
Impuls. Der Operator

wpt+ pme

|7°|

bei dem im Zéhler iiber ! nur von 1 bis 8 (wie stets bei lateinischen Indizes)
summiert werden soll, hat die Eigenschaft, daBl er + 1 ergibt, wenn er auf
irgendeinen Zustand positiver Energie angewandt wird, und — 1 bei einem
Zustand negativer Energie. Mit Hilfe dieses Operators lassen sich also die
Summationen iiber die Spinzustinde leicht ausfithren und es bleiben nur die
Integrale iiber die Impulse iibrig; dabei soll im folgenden stets ¢ =",
d.h. 2% = 29" gesetzt werden:

>

, . dp alpt 4+ Bme ——pE x) — zp)
xk|R]azk)-—————jh—f—p—lp—f——e (e — 2
1 j Lo jd-p— j dp” Ll 6" 4o i 5]
2N
) 2 a0 @) ,
{(1 Lot pmey e : ( “alp'+lﬂmc)
|p°”| [p”] + [P |p"]
e 1mnr
+ (1 B oc’p"‘ "f‘ﬂ’MC) —G—Ao (=) (1 n ol pld- fm C)}

‘ | p°| [p®] + | 2°"| |p”|

+ konj. (33)
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Das erste Glied in (33) stellt die Matrix S, dar und wird bei der Bildung
von r von By abgezogen. Die beiden nichsten Glieder gehen fiber in

1 fd ”, s‘dpljdpn [(C”’ !l_pll) +p " T/l —p’tml]
4

hS
e A() (xlll\ 0! poll . ’ ”“—mz 02
T o )011 lp ' Orpl 51l : (34)
o |91+ [p""| | p"|
Zur Auswertung dieses Ausdrucks setzt man zweckmaBig:
r _g "o _g v _r,+r1,~
P—f+2, p’ =1 g T =1; 3 = R. (85)
Er heifit dann:
17 dge (r"' Rgf dE ——tr|p°’p0 |—p'p" " —m3?
e dw”’J'__AO r”l j\ e ’ e ! 24 86)
4j el e h? (p*T+1p" NP 2" (

Der Bruch unter dem Integralzeichen wird am besten nach g fir g < me
entwickelt, und erhilt den Wert

i[gj_(fg) 3¢* L 5(tg)* ¢ 7(fg>Jr ]
2k L2 2KT T 16k 8kt 16 k¢

wobei k, = k2 + m2c? gesetzt ist. Fine lingere Reechnung fithrt fiir (36)
zu dem Resultat (fiir kleine Werte von || =1):

4 17 g Il'\
g srae

17 ,/2 2 2 mer
9 :

(37)

(t”’ R)g

1 (gr)? gt

?“g?——g— 0og % >+§‘ > —15m20i]
1 [12/1

:16nh[§ <§ —y—log 7) (gradw)® + 2-5 (rgradm)

17k

+ 15 () tgrada guads? ] & 0 o0 9)
Die ersten beiden Glieder stellen — nachdem man sie verdoppelt hat, da
zu (36) noch das komplex-konjugierte addiert werden mu -— die Anteile

(l?lw
c

von Gleichung (18) dar und sind daher wegzulassen, wenn man von By
zur Matrix r iibergeht. Formel (38) gibt auch nachtriglich die Begrimdung

2
dafar, daB die Konstante C in Gleichung (15) gleich 4(%) e~ s —27

cc1+b1

gesetzt wurde. Wir erreichen dadurch, da es unnidtig wird, mit jedem
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neuen Schritt der Stoérungsrechnung die das Feld erzeugende Gesamtladung
zu korrigieren. Schlieflich wird die Dichtematrix («'k'|r| 2 k") fiur [x| =0

ERr|ER) — e(h A A0 (8 (89
ERITIER) = Goan o %) ) )
und die Ladungsdichte selbst [AA4° (&) = —4mpy, wo p, die dubere
Ladungsdichte bezeichnet):
1 & /R \? y
¢ == T5m s ) A “0)

wie schon von Dirac!) berechnet worden ist. Auch diese zusétzliche Dichte,
deren Gesamtladung versechwindet, hat keine physikalische Bedeutung;
denn sie ist von der ,,duBeren‘ Dichte nicht trennbar und wird daher auto-
matisch mit zur ,duBeren’ Dichte gerechnet.

Zu einem physikalischen Problem wird die ,,Polarisation des Vakuums
erst bei zeitlich verinderlichen duBleren Dichten; man denke z. B. an eine
Ladungsverteilung, die periodisch hin und her bewegt wird. Man kann in
einem solchen Fall die duBere Ladungsdichte einteilen in ihren zeitlichen
Mittelwert und in eine zweite Dichte, die periodisch um den Wert Null
schwankt. Das Raumintegral des zweiten Teils verschwindet, wenn die
duBere Ladungsdichte in einem endlichen Raumgebiet hin und her bewegt
wird. Fir den ersten Teil gelten die bisherigen Betrachtungen, fiir ihn
spielt die ,Polarisation des Vakuums* keine physikalische Rolle. Die
Gesamtladung eines Teilchens kann also durch die Polarisation des
Vakuums nie gefindert werden. Um zu iibersehen, was beim zweiten Teil
geschieht, betrachten wir in Gleichung (26) bis (29) an Stelle des zeitlich
konstanten skalaren Potentials A4° ein Potential, das periodisch variiert,
und setzen

£ (@) = B @) e ™ + konj. (1)
Die einzige Anderung, die an den Ausdriicken (34) bis (36) dann vorzu-
nehmen ist, besteht darin, daB der Bruch
1
(2| + 12" D pops]

zu ersetzen ist durch
|2+ || .
2T+ |p")* — FlIp” p*"|
1) P. A.M. Dirac, Bericht fir den Solvay-KongreB 1933; der Diraecsche
Wert unterscheidet sich von dem obigen um einen Faktor 2, der, wie Herr

Dirac mir freundlicherweise mitteilte, durch ein Versehen in seine Gleichungen
gekommen ist.
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Die neuen Formeln gehen aus den alten daher einfach dadureh hervor —
wir nehmen f <& me¢ an —, daB der Ausdruck unter dem Integralzeichen
in (86) mit 1 4 f2/4 k, multipliziert wird. AuBerdem treten allerdings in der
Dichtematrix noch Glieder mit «' anf; wir wollen uns jedoch auf die Be-
rechnung der Ladungsdichte beschranken, fir die die Glieder mit o keine
Rolle spielen. Berticksichtigh man nur die Glieder proportional g% in (87),
5o tritt neu zu (37) der Ausdruck
1 rg g4 P
ot 5 ok |am )

hinzu. Der betreffende Teil der Dichtematrix wird also

1

T {0 (488 1o n % ] Lar-ng [y
__4_-15.‘(11: _s-ha p I_B (t")e -{—konl]._ 6 W o (43)

und daher die Zusatzdichte

Q=—]“5—E%W'Qo- (44)

Hier ist mit g, die periodisch schwankende Dichte bezeichnet, die zu dem
i r

Feld B°(z') et o AnlaB gibt und deren Raumintegral verschwindet.
Gleichung (44) lehrt, daf das mit einer schwingenden Ladung verknupfte
Dipolmoment durch die Polarisation des Vakuums verkleinert wird, und
zwar um so mehr, je hoher die Frequenz der Schwingung ist. Dieger Um-
stand diirfte, wie schon von Dirac hervorgehoben wurde, eine Abénderung
der Streuformel von Klein und Nishina bedingen, die allerdings im Gebiet
der Compton-Wellenlinge erst etwa ein Promille betragen wird.

Fithrt man eine analoge Rechnung durch, wm etwa die von einer Lich-
welle induzierte Materiedichte zu berechnen, so ergibt sich als Resultat, daB
das periodisch wechselnde Feld einer monochromatischen ebenen Lichtwelle
weder Ladungs- noch Stromdichte erzeugt. Dafl dieses Resultat auch in
beliebiger Niherung richtig bleibt, kann man leicht einsehen: Es kann durch
ein elektromagnetisches Feld im leeren Raum kein Vorzeichen der Ladung
ausgezeichnet werden, also muf die induzierte Ladungsdichte verschwinden.
Aus Invarianzgrimden verschwindet dann auch die Stromdichte. Hieraus
folgt freilich noch nicht dag Verschwinden der Energiedichte, und in der
Tat konnen zwei durcheinanderlaufende ebene Lichtwellen bereits zur Ent-
stehung von Materie Anla geben. Fir die Behandlung solcher Probleme
(Paarerzeugung und Zerstrahlung) ist jedoch die anschauliche Theorie der
Materiewellen nicht mehr zustindig und wir werden daher zur Quanten-
theorie der Wellen tbergehen.
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11. Quantentheorie der Wellenfelder.

1. Aufstellung der Grundgleichungen. In der Quantentheorie der
Materiewellen entspricht der Diracschen Dichtematrix das Produkt der
Wellenfunktion mit ihrer konjugierten; wir setzen also

R = y* (@K) p (2"K"). (45)

Fur die Wellenfunktion gilt (far z, = a:(')') die Vertauschungsrelation
Y (&) p (& K) 4w (2K p* (@' K) =6 (2" 2) Oy 1. (46)
Betrachtet man das Maxwellsche Feld als gegebenes ¢-Zahlfeld, so ist die
Diracsche Dichtematrix einfach der Erwartungswert der durch (45)

definierten Matrix. Wegen der Vertauschungsrelation (46) gilt in der
Quantentheorie der Wellen:

Ry =1, [y* (Z'K) w (2" ") — o (" k") p* (2] (47)
Die Gleichungen HNRy =0 (8)
und Ry, =7 4 S bleiben ungeéindert erhalten und nur in der Form der
Inhomogenitit A(S in HNr=—X5 (11a)

kénnte eine Anderung durch die Nichtvertauschbarkeit der Feldstirken mit

den Potentialen notwendig werden. Nun treten in dem ersten Glied
PY’

- 7:—:: IAldxl

e ¥ - S, keine nichtvertauschbaren Funktionen auf. In S; [vgl.
(18) und (14)] kommen Glieder vor, die in den Feldstirken quadratisch
sind und die eine Rolle spielen, wenn man Energie und Impulsdichte
aus der Dichtematrix berechnet. Solange man sich auf die Berechnung
von Ladungs- und Stromdichte beschrinkt, treten diese Glieder nicht in
Erscheinung. Da nun die Maxwellschen Gleichungen zusammen mit der
inhomogenen Gleichung (11a) den physikalischen Ablauf vollig bestimmen,
so kann die Ubertragung des in 1. geschilderten Formalismus in die Quanten-
theorie nach dem Verfahren erfolgen, das fir die gewdhnliche Quanten-
elektrodynamik in einer Note des Verfassers?) im AnschluB an frithere Unter-
suchungen von Klein?) gegeben worden war. Dieses Verfahren geht von
den Maxwellsechen Gleichungen und der Wellengleichung aus, die als
g-Zahlrelationen behandelt und nach den tiblichen Methoden der anschau-
lichen Theorie integriert werden. Gewdhnlich wird bei der Integration der
Grundgleichungen ein Storungsverfahren angewendet, bei dem man die
Wechselwirkung zwisechen Licht und Materie als klein annimmt und nach

) W.Heisenberg, Ann. d. Phys. 9, 338, 1931. — %) O. Klein, ZS.
f. Phys. 41, 407, 1927.
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Potenzen der Ladung entwickelt. Alg ungestdrtes System erscheinen dann
die ebenen Lichtwellen im leeren Raum und die ebenen Elektronenwellen
im feldfreien Raum. Xin soleches Stdorungsverfahren ist auch in der vor-
liegenden Theorie ohne weiteres anwendbar. Es ist dazu nur nétig, auch die
fiir die Inhomogenitit der Wellengleichung mafigebende Matrix S nach
Potenzen der Ladung zu entwickeln, und die einzelnen Glieder der Ent-
wicklung im Storungsverfahren nach der Reihe in den verschiedenen Nahe-
rungen zu beriicksichtigen. In der nullten Naherung wird man also, um
von Ry auf 7 und damit auf Ladungs- und Stromdichte zu schlieen, nur
die Matrix S, von Ry zu subtrahieren haben. Stellt man die Wellenfunktion

i der Form p (k) = Sa,u, @h) (49)
n
dar, wobei dann die Gleichungen
Ay O + an, U = Oum (49)

gelten, so wird (im folgenden soll stets z, = |, gesetzt werden)
Ry = $[y* (&'F) (2" k") — p (2" k") p* (2 K)]
= (¥ Ay — O aX) uk (2K ) u,, (2 K1), (50)

n, m
Daraus folgt fur r, wenn man die Definition von 8, beriicksichtigt:
0

re= >3 <a.,"; A — Oy OF l 1 N m> ut (@ F) u, (K" (51)

n, m
Nach Jordan und Wigner?) stellt man die Operatoren a,, dar in der Form
an = Nu 4, Va; =V, 4,N,, (52)
wobei A, die Zahl N, in 1— N, verwandelt, und
w =1l <,(1—2Ny
gesetzt ist. Fir die Zustinde negativer Energie kann man jetzt einfithren?):
gy = a, =V, duNy =V, 4, N,
Gy = af = Ny A, Vi = Ny 4, 7, | (58)
Es wird dann N;l =1—N,.
Fir die Matrix r erhilt man schlieBlich:
= >lara,ut (@ K)u, (2" k") — 2 a;L* ap X ('K uy, (25"

Dop>0 Pon<<

+ S atap ud (2 K) uy (k")
nzkm
= 20 Nub (&' F) u, (2" 5) — 20 N ul (@) w, (2" K)

Pon=>0 Doy <0
+ X aka,un (2 F) w (27 k). (54)
n3km
1) P. Jordan u. E. Wigner, ZS8. f. Phys. 47, 631, 1928. — 2) VgL

z. B. W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 10, 888, 1931.
Zeitschrift fir Physik, Bd. 90. 15
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Diese Darstellung der Dichtematrix stimmt fiberein mit den Darstellungen,
die von Pauli und Peierls!), Oppenheimer und Furry, Fock (L ¢.)
gewdhlt wurden. N, bedeutet die Anzahl der Elektronen, N, die der
Positronen, und die Symmetrie der Theorie im Vorzeichen der Ladung ist
von vornherein gewahrt. Diese Darstellung ist aber nur in der nullten
Niherung richtig. Geht man zur ersten Naherung iiber, so werden einerseits
die Koeffizienten a, als Funktionen der.Zeit auch Glieder enthalten, die
linear in den #uBeren Feldstirken sind [vgl. z.B. l.c. Ann. d. Phys. 9, 841,
Gleichung (9)], andererseits werden zur Bildung von r noch die in e linearen
Glieder der Matrix S subtrahiert werden miissen, also die Glieder

P
_9 gidg € [T z(aFlv_ 00Fu0\ 0Fu ‘xexg}.
hcj-A 458t oitiole, & N 0g, O3 ag)“‘ 5¢& 8¢ |1
PI

Diese Glieder, zusammen mit den in e linearen Gliedern in den Koeffizienten
a, geben dann einen Zusatz zur Matrix 7, der zu einer endlichen Ladungs-
und Stromdichte (erster Naherung) fithrt und der dazu dienen kann, die
elektromagnetischen Felder in zweiter Niherung auszurechnen usw.

Statt dieses Verfahrens, das sich eng an die Integrationsmethoden der
anschaulichen Theorie anschliet, kann man aber auch in der iiblichen
Weise eine Hamilton-Funktion bilden und dann die Stérungstheorie in der
zugehorigen Schrodinger-Gleichung durchfithren. Zu diesem Zweck be-
nutzen wir den Ausdruck fir die Gesamtenergie, der aus Gleichung (16)
folgt, gehen jedoch noch nicht zum limes #* = 0 iiber. Die Gesamtenergie
nimmt dann die Form

E = j.df{— (cih%——%[ﬁt’(f-{-%)

0

k'k nm

S e S o — anad) k(6458 Y un (§— 5. 57)

33 nm
(et sfe(es 5 e T (e sine70)
+gn @+ 8] (56)

1)y Tiir die briefliche Mitteilung dieser Resultate mochte ich Herrn W. Pauli
herzlich danken.
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an. Entwickelt man die Hamilton-Funktion wieder nach Potenzen der
Elementarladung, und streicht man auBerdem in den Gliedern @ 4 $?2
sowie in den entsprechenden Gliedern der Ausdriicke (14) die Nullpunkts-
energie der Strahlung, so erhdlt man im limes £ — 0 fir die Hamilton-
Funktion nuliter Ordnung:

EN E -—EN,E +2Mgeh’l’ge, (57)
E >0 E <o
wobei E, = — cpf gesetzt ist, und M, ., die Anzahl def Lichtquanten

im Zustand g mit der Polarisation e bedeutet. Ebenso ergibt sich fiir die
Storungsenergie erster Ordnung im limes  — 0 (4° wurde der Einfachheit
halber = 0 gesetzt):

H, = [déed (§) Zlaivku[zlv,,u: (EK) w, (EK")

— SINLul(ER) up (EF") - LS (6 0, — aad) ik (ER) ()] (56)
L <0 n_,-J; m
In den Ausdriicken fur Hy und H, stimmt die vorliegende Theorie daher
mit den Resultaten von Oppenheimer und Furry, Peierls, Fock
fiberein. Wir erhalten jedoch noch Glieder hoherer Ordnungen, die von der
Matrix S herrithren. In diesen Gliedern kann auch der Ubergang zum
limes 2 — 0 nicht sofort ausgefithrt werden. Vielmehr miissen bei der
Durchfuhrung der Stdorungsrechnung bis zur zweiten Naherung zuerst die

Glieder in H, kombiniert werden mit den von H; herrithrenden Gliedern
nl lr

vom Typus —1—0= 0 W W , erst dann 1Bt sich der Grenziibergang # — 0 aus-
fithren und liefert ein bestimmtes Resultat fir die Energie zweiter Ordnung.

In dieser Weise kann das Storungsverfahren im Prinzip fortgesetzt
werden, wenn nieht eine unendliche Selbstenergie wie in der bisherigen

Quantenelektrodynamik zur Divergenz des Verfahrens fithrtl). Die
Storungsenergie H, hat die folgende Form'

H, = Idg[z‘ IAldxz) ia, S + o wlwaAz[aFoa_aF”]

487t27ica:9w9 d¢, d &,
1 &z
—— uo
96n27écw@m9F F’”
L | T (F F”———F Fu)] (59
T 8k 8|0 |\ s )

1) Vgl. hierzu V. Weisskopf, Z8. f. Phys. 89, 27, 1934; ferner auch den
Versuch, die unendliche Selbstenergie des Elektrons zu vermeiden, von M. Born

Proc. Roy. Soc. London (A) 143, 410 1934; M. Born u. L. Infeld, ebenda 144,
425, 1934.

15%*
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H, gibt wegen der Integration iiber & nur zu Matrixelementen AnlaB, die
dem Entstehen oder Verschwinden von Lichtquanten des gleichen Impulses
entsprechen; fiir die gewohnlichen Prozesse, bei denen Lichtquanten
emittiert oder absorbiert oder gestreut werden, spielen diese Matrixelemente
also in erster Naherung keine Rolle. In der Storungsenergie H,, die die
Form

a8,
H, jdf L x)m (60)
hat, werden drei Lichtquanten mit der Impulssumme Null kombiniert;

H, endlich reduziert sich auf das Glied

. 1 te .\ 08,
= j df[——wk E—4—<———h—éA a:l) ——a%]

1 762\ 1 (4* z;)t

= Zé"’n"’<7%) 77?;.[ df(x@ 22y (61)
und gibt Anlaf zu Matrixelementen, die zur Strenung von Licht an Licht
fihren (Verschwinden und Entstehen je zweier Lichtquanten mit gleicher
Impulssumme). Auf die Tatsache, dafl die Diracsche Theorie des Positrons
die Streuung von Licht an Licht zur Folge hat — auch dort, wo die Energie
der Lichtquanten zur Paarerzeugung nicht hinreicht —, haben schon
Halpern') und Debye?) unabhingig hingewiesen. Die Matrixelemente
in H, geben aber noch keinen Aufschluf iber die Grofe dieser Streuung,
da sie vorher mit den von niedrigeren Niherungen herrithrenden Beitrigen
kombiniert werden miissen, um ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit eines
Streuprozesses zu liefern. Hohere Storungsglieder als H, treten nicht auf;
H;, Hy usw. verschwinden alle im limes z = 0.

2. Anwendungen. Fir die meisten praktischen Anwendungen, z. B.
Paarerzeugung, Zerstrahlung, Compton-Streuung usw. liefert die hier
durchgefithrte Theorie nichts Neues gegenitber den bisherigen Formu-
lierungen der Diracschen Theorie. Denn in allen genannten Fillen kann
man die Storungsrechnung mit der zweiten Néherung abbrechen, und die
neuen Glieder in H, tragen wegen ihrer speziellen Form nichts zu den ge-
suchten Ubergangswahrscheinlichkeiten bei. Anders ist es bei dem vorhin
genannten Problem der Streuung von ILicht an Licht und bei der von
Delbriick?) diskutierten kohdrenten Streuung von vy-Strahlen an festen

1) O. Halpern, Phys. Rev. 44, 885, 1934. — 2) Fir die freundliche
Mitteilung seiner Uberlegungen méchte ich Herrn Debye herzlich danken.
— 3 M. Delbriick, Diskussion der experimentellen Ergebnisse von Frl
L. Meitner und ihren Mitarbeitern, ZS. f. Phys. 84, 144, 1933.
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Ladungszentren; die Durchrechnung dieser Probleme ist jedoch so kom-
pliziert, daf sie hier nicht versucht werden soll.

Wir wollen daher die Anwendungen beschrinken auf ein Beispiel,
bei dem die Glieder H, in Gleichung (59) wichtig werden; es soll die mit
einem Lichtquant verbundene Materiedichte und insbesondere die sich
auf Grund dieser Materiedichte ergebende Selbstenergie des Lichtquants
behandelt werden. Sieht man zunichst von den Gliedern H, ab und rechnet
nach den bisher ublichen Methoden, so stellt sich der Vorgang folgender-
mafen dar: Da in H; [Gleichung (58)] Matrixelemente auftreten, die der
Verwandlung eines Lichtquants in ein Paar entsprechen, so erzeugt ein
Lichtquant in seiner Umgebung ein Materiefeld — &hnlich, wie ein Elektron
in seiner Umgebung ein Maxwellsches Feld erzeugt. Die Energie dieses
Materiefeldes wird unendlich, in genauer Analogie zur unendlichen Selbst-
energie der Elektronen. Ein Teil der singuldren Glieder in der unendlichen
Selbstenergie der Lichtquanten verschwindet nun, wenn man die Storungs-
glieder H, beriicksichtigt. Denn diese sind gerade so eingerichtet, dall fiir
eine klagsische Lichtwelle keine unendliche Selbstenergie auftreten wirde.
Trotzdem zeigt die folgende Rechnung, daff ein durch die Anwendung der
Quantentheorie bedingter unendlicher Teil der Selbstenergie iibrig bleibt.
Die Analogie zur Selbstenergie der Elektronen ist hier vollstindig; denn
auch eine kontinuierliche Ladungsverteilung wiirde nach der Maxwellschen
Theorie nur zu einer endlichen Selbstenergie fithren; erst die ,, Quantelung*
der Ladungsverteilung fithrt zur unendlichen Selbstenergie. Stellt man die
Quantelung des elektromagnetischen Feldes durch das Bild punktformiger
Lichtquanten dar, so ist das Unendlichwerden der Selbstenergie auch in der
anschaulichen Theorie der Materiewellen einleuchtend, da die Inhomogenitit
in Gleichung (11) die Feldstirken und deren erste und zweite Ableitungen
enthdlt, die in der Néhe des Lichtquants singulir werden.-

Fir die Berechnung der gesuchten Selbstenergie kann man ausgehen
von einer bekannten Formel der Storungstheorie fiir die Energie zweiter
Ordnung

W, = Hys} — s;Hysy -+ s, H, — Hys, + H,. (62)

Hierin bedeuten Hy, H,, H, die verschiedenen Glieder der Hamilton-
Funktion, s, ist das erste Glied der fir die kanonische Transformation

W = sHs1 (63)
charakteristischen Matrix:

s=1+48 4 (64)
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Dem Sinn der im vorigen Abschnitt geschilderten Methode nach sind die
Matrizen H in Gleichung (62) zunéichst fiir endliche Abstinde #; zu nehmen,
erst am SchluB soll der Grenzitbergang z; — 0 vollzogen werden. Die
Matrix sy ist aus dem Wert von H; im limes #; = 0 in der iiblichen Weise
zu berechnen:

tm
§" = WH‘I =0, (65)
Wo— W,
Das Element der Matrix H, (z = 0), welches zur gleichzeitigen Entstehung
eines Elektrons vom Impuls p”, eines Positrons vom Impuls p’ und zum
Verschwinden eines Lichtquants vom Impuls g (Polarisationsrichtung e)
gehort, hat die Form'

VV — (¥, Po<0|°€e|p po > 0)- Mg ) (66)

wobei ¥ das Volumen darstellt, das durch die periodischen Randbedingungen
vorgegeben ist, und Mg , die Anzahl der Lichtquanten im Zustand g, e
bedeutet. Ferner ist
(®,p0<O|ae|p”,py >0)
j drﬁ’ uv,p <0(“ &) Uy, iy >0 (67)
gesetzt.

Geht man nun mit den aus (65) und (66) folgenden Ausdriicken fiir s,
in Gleichung (62) ein — wobei man auller den Mattixelementen (66) auch
noch die beriicksichtigen muB, die dem ProzeB: gleichzeitige Entstehung
von Elektron, Positron und Lichtquant entsprechen —, so erhilt man von
den Gliedern s,H, — H,s, Beitriige, die endlich bleiben, solange =,z*
nicht verschwindet, und die, wenn man sie mit den entsprechenden Gliedern
in H, kombiniert, auch im limes #, ->0 einen endlichen Beitrag zu W,
Liefern. Dies gilt jedoch nicht fir die Anteile (Hys; — s;Hp) s;. Zerlegt
man Hyin einen zu den Materiewellen und einen zu den Lichtwellen gehdrigen
Teil, so gibt zwar der erste auch einen fir z,2* 4= 0 endlichen Beitrag,
der mit H, kombiniert im limes , — 0 endlich viel zu W, beisteuert. Der
zum elektromagnetischen Feld gehorige Teil hingt jedoch gar nicht von z,
ab, er fithrt zu der Suamme

> |05 ]9 Pge. (68)

p+i=g
Diese Summe divergiert; man kann den Ausdruck (68) unmittelbar als
die unendliche Selbstenergie der Lichtquanten bezeichnen; fithrt man die
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Summation in (68) nur bis zu groBen, aber endlichen Werten |p’| = P aus
und beriicksichtigt nur den zu M, , proportionalen Teil in (62), so erhalt

man einen Ausdruck der Form

62

‘¥ log —
In der Quantentheorie der Wellenfelder ist der Anwendungsbereich der
Diracschen Formulierung der Positronentheorie also nicht wesentlich
groBer als der Anwendungsbereich der elementaren Formeln von Pauli,
Peierls, Fock, Oppenheimer und Furry. Die Gleichungen (48) bis
(61) zeigen jedoch, wie diese Formeln als erste Schritte eines konsequenten
Naherungsverfahrens aufgefalit werden konnen, das den Forderungen der
relativistischen und der Eichinvarianz genugt; ferner liefert der hier be-
schriebene Formalismus endliche Erwartungswerte fir Strom- und Energie-
dichte in erster Naherung auch dort, wo die elementaren Formeln zu un-
endlichen Werten fithren. Daf) schon in der zweiten Naherung der Quanten-
theorie der Wellenfelder Divergenzen auftreten wiirden, war nach den bis-
herigen Ergebnissen der Quantenelektrodynamik zu erwarten.

Der Umstand, daB erst die Anwendung der Quantentheorie zu Di-
vergenzen fulrt, die in der anschaulichen Theorie der Wellenfelder nicht
auftreten, legt die Vermutung nahe, daB zwar diese anschauliche Theorie
schon im wesentlichen die richtige korrespondenzmiBige Beschreibung des
Geschehens enthilt, daB jedoch der Ubergang zur Quantentheorie nicht in
der primitiven Weise vorgenommen werden kann, wie es in den bisher vor-
liegenden Theorien versucht wird. In der Diracschen Theorie des Positrons
ist ferner eine reinliche Scheidung der auftretenden Felder in Materiefelder
und elektromagnetische Felder kaum mehr mdglich; dies geht insbhesondere
daraus hervor, daB in der Quantentheorie der Wellen die Matrix Ry —
nicht die Matrix r — einfach durch die Materiewellenfunktionen y dar-
gestellt werden kann. Es diirfte also erst in einer einheitlichen Theorie von
Materie- und Lichtfeldern, die der Sommerfeldschen Konstanten e?/fic
einen bestimmten Wert gibt, eine widerspruchsireie Vereinigung der
Forderungen der Quantentheorie mit denen der Korrespondenz zur anschau-
lichen Feldtheorie moglich sein.

g-c-Mg . (69)




