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Uber eine Methode zur Berechnung der Lage 
und Breite des Energiebandes der Valenzelektronen 

in Alkalimetallen.  

Von Paul Gomb~s in Budapest. 

Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 29. September 1938.) 

Es wird auf Grund des Ritzschen Approximationsverfahrens eine Methode zur 
analytisehen Berechnung der Lage und Breite des Energiebandes der Valenz- 
elektronen in Alkalimetallen ausgearbeitet und auf das metallisehe Kalium an- 
gewendet. Es werden die ersten drei N~herungen durehgerechnet, wobei sich 
zeigt, dab das Verfabren gut konvergiert. In dritter N~herung erh~ilt man ftir 
den unteren Rand H1, oberen Rand H a und die Breite B des Energiebandes: 
H1 = - -  6,04 e-Volt, H 2 = ~- 0,28 e-Volt, B = 6,32 e-Volt. Die Resultate 

werden besprochen. 

1. Einleitung. Das Energiespektrum der festen K5rper besteht aus  

Energieb~ndern, deren Lage und Breite flit viele den festen KSrper be- 

~reffenden Fragen von wesentlieher Bedeutung ist. Im ~olgenden befassen 

wit nns mat den Alkalimetallen und en~wickeln eine Methode, mit weleher 

man die Lage und Breite des Energiebandes der Valenzelektronen auf ana- 

lytischem Wege einfaeh berechnen kann. 
Das Metall kSnnen wit uns im folgenden aus Elementarzellen yon der 

GrS~e des A~omvolumens aufgebaut denken, welehe wit mit Kugeln vom 

gleiehen Volumen approximierenl). 
Aus der Theorie der Alkalimetalle ~) folgt, dab man den unteren Rand 

des Energiebandes der Valenzelektronen und die Eigenfunktion F1 in diesem 
Zustande aus der SehrSdinger-Gleichung des Valenzelektrons mit der Rand- 

bedingung 

= o ( i )  
Or/~=R 

erh~lt, wo r die Entfernung vom Kern und R den Radius der Elemen~ar- 

kugel bedeutet. 
Den oberen Rand des Energiebandes und die Eigenfunktion F~ in 

diesem Zustande erh~lt man aus derselben SchrSdinger-Gleichung mit der 

Randbedingung 

= R = o .  

1) E. Wigne r  u.  F. Sei tz ,  Phys. Rev. (2) 43, 804, 1933; 46, 509, 1934. 
__ 2) u z. ]3. H. F rSh l i ch ,  Elektronentheorie der Metalle, Struktur und 
Eigenschaften der Materie. ]3d. XVIII.  Berlin, Jul. Springer, 1936. 
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Die Eigenfunktionen ~Pl und F~ sind kugelsymmetrisch. 

Die Breite des Energiebandes ergibt sieh aus der Differenz clef ent- 
sprechenden Eigenwerte. 

2. Das PauIi-Prinzip. Bevor wir mit der Herleitung der Methode be- 

ginnen, befassen wit uns mit der statis~iseh bereehneten kinetischen Energie- 
~nderung, also mit der ~nderung der F e r mischen Nullpunktsenergie eines 

Elektronengases, welehe zufolge der ~nderung der Elektronendiehte zustande 
kommt. Diese Energiei~nderung ist im engen Zusammenhang mit dem 
Pauli-Prinzip und wit wollen im folgenden yon diesem Zusammenhang 

Gebraueh maehen. 

Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wit die 
Anderung der statistisehen kinetisehen Elektronenenergie eines Ions mit  

abgesehlossenen Elektronensehalen bei Hinzufiigen yon Valenzelektronen. 
Wit wollen dabei annehmen, dab sich die Elektronendichten einfaeh super- 

ponieren. Es sei v die Elektronendiehte des Ions und ~ die Elektronendichte 
der Valenzelektronen, dann ist die kinetisehe Energiei~nderung 

(8) 

8=~ (_~)~ '~  (4) 

wo dr  das Volumenelement, s die positive Elementarladung nnd aH den 
ersten H-Radius bedeutet. Die Integration ist im Falle eines freien Ions 
auf den ganzen Raum, im Falle eines Metallions auf die Elementarkugel 
anszudehnen. ~ kann man als bekannt betrachten, da man es z. B. aus den 
Ha r t r ee sehen  Tabellen einfach entnehmen kann. p wollen wir einstweilen 
ebenfalls als bekannt annehmen und es soll ~ gerade so wie ~ kugelsym- 
metriseh sein. 

Wit wollen nun den Ausdruek (3) far unsere Zweeke etwas umformen. 
Wenn man den l=~adius r o bestimmt, fflr welchen 

(to) = ~ (%) (5) 

ist, so wird hierdureh der Raum in zwei Tefle geteilt und zwar in den Teil ~:x, 
wo v > ~ ist und in -c2, wo v < q ist. In diesen beiden l~aumteilen kann 
man den Integranden in (3) in einer 1Reihe entwickeln, wobei man mit Ver- 
naehli~ssigung yon kleinen Gliedern hSherer Ordnung erhi~lt 

5 5 ?) 

Tl T I T 2 T2 
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Oder wenn man im ersten Glied der rechten Seite die Integration auf den 
ganzen in Frage kommenden Raum, 31 q- ~ ,  ausdehnt und das hierdureh 
hinzuaddierte Glied abzieht, erhglt man 1) 

"C 2 T 2 

Die zufolge des Hinzufagens yon Elektronenladung entstehende 
EnergieerhShung ~K ist eine Folge des Pauli-Prinzips. Diese Energie- 
~nderung, welche eine Abstol3ungsenergie ist, hindert die Valenzelek~ronen 
daran, tier in den Atomrumpf zu stilrzen. Man kann also das Pauli-Prinzip 
bzw. die Besetzungsvorschrift fflr die Valenzelektronen dadurch in Betracht 
ziehen, dab man zum SchrSdingerschen Energieausdruek der Valenz- 
elektronen die Energie dK hinzunimInt. Die Analogie des Pauli-Prinzips 
mit einer AbstoBungskraft tritt z.B. beim Elektronenaufbau der Atome 
hervor, wo die s Elektronen eben dutch das Pauli-Prinzip daran ge- 
hindert werden, in den Atomrumpf zu sti:lrzen. 

Bisher haben wir Q als bekannt betrachtet. Man kann aber die bier 
gegebenen Ausfi~hrungen zur Bestimmung der Eigenfunktionen der Valenz- 
elektronen bzw. zur Bestimmung yon ~ heranziehen, was wit im folgenden 
tun wollen. Man hat dann aus dem mit ~K ergiinzten SehrSdingersehen 
Energieausdruck der Valenzelektronen den m5glichst tiefsten Energiezustand 
der Valenzelektronen mit Hilfe des Ritzschen Approximati0nsverfahrens 
zu bestimmen und braucht far die Valenzelektronen keine Besetzungs- 
vorschrift mehr zu beriieksichtigen, da dieser ja  schon durch Hinzufiigen der 
Energie dK zum SchrSdingerschen Energieausdruek Reehnung ge- 
tragen ist. 

Bei der praktischen Durchft~hrung ist es wichtig, dal3 im Ausdruek (7) 
das erste Glied der reehten Seite, in welchem die Integration auf den ganzen 
in l~rage kommenden Raum, 31 Jr "~e, ausgedehnt wird, alas wesentliche 
ist und die anderen nur eine relativ kleine Korrektion geben. Man kann also 
dK dutch das erste Glied der rechten Seite yon (7) approximieren, welches 
man so auffassen kann, dab auf die Valenzelektronen yon den Rumpf- 

elektronen eine Abstogungskraft ausgetibt wird, derenPotential - - 5  7 2/3 
3 

betr~gt. Dies bedeutet also, dab wir das Pauli-Prinzip mit Vernaehl~ssigung 
yon kleinen Gliedern hSherer Ordnung dadureh in Betraeht ziehen kSnnen, 

1) Diese Umformung ist der folgenden halber wichtig. 
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dab wir zum elektrostatischen Potential g des Ions dieses Potential hinzu- 
nehmen. Wir ~hren also das Potential 

5 ~, ~j, = Z -- ~ ('/I Z) ~/3, (8) 
V = Z  8 e 

5 y  
- -  3 (4 ~)z/a e518 (9) 

ein 1) und bilden mit diesem den Schr6d ingerschen  Energieausdruck, 
aus welchem wit die Eigenfunktion und die Energie des tiefsten 
Energiezustandes unter Berticksichtigung der Randbedingungen mit Hilfe 
des Ri tzschen Approximationsverfahrens bestimmen. Es ist aber zu be- 
achten, da~ man hierbei nut das erste Glied der rechten Seite von (7) im 
Energieausdruck berticksichtigt hat, was zur ngherungsweisen Bestimmung 
der Eigenfunktion durchaus gen~gt. Den Wert der Energie wird man aber 
noch korrigieren, indem man zu diesem nachtrgglich noch die Energie 

~g2 ~ l  "C2 "g2 

hinzuaddierL 
D~B ~7 im SchrSdingerschen  Energieausdruck, welcher zur Be- 

stimmung der Eigenfunktion dient, nicht mitberficksichtigt wurde, hat 
seinen Grund darin, dal~ einerseits, wie schon erw~hnt, ~ im Yerh~ltnis 
zum ersten Glied der rechten Seite yon (7) klein ist und so den Verlauf der 
Eigenfunktion nur wenig beeinfluBt, andererseits aber darin, da~ ~ zur 
praktischen Durchfiihrung der Rechnungen ungeeignet ist, da man r l  
und T 2 ohne die Kenntnis von ~ bzw. der Eigenfunktion nicht bestimmen 
kann, also auch ~ nicht berechnen kann. 

FUr ~ie Eigenfunktion kann man natiirlich mit dem hier geschilderten 
Verfahren nur auBerhalb des Atomrumpfes eine gute N~herung erwarten, 
im Innern des Atomrumpfes kann die Eigenfunktion nur eine grobe N~herung 
gebenl). Far die Energie erh~lt man, wie wit sehen werden, recht gute 

N~herungswerte. 

Der hier besprochene Zusammenhang zwischen der Energie~nderung ~ K 
und dem Pauli-Prinzip wurde vom Verfasser in einer frfiheren Arbeit 2) zur 
Bestimmung der Elektronenverteilung der Alkalimetalle herangezogen und 
schon friiher yon H e l l m a n n  3) zur Berechnung der Bindung der K~- und 

KH-Molekiile angewendet. 

1) Dabei wurde yon der elektrostatischen Beziehung .4 X = 4 z ~ ~ Gebrauch 
gemacht. - -  2) Vgl. hierzu P. Gomb~s, ZS. f. Phys. 108, 509, 1938. - -  
3) H. t t e l lmann ,  Acta Physicochimica l, 913, 1935. 
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3. Die Methode. Wir gehen nun zur .knwendung des Ri tzschen  Ap- 

proximationsverfahrens fiber. Hierzu bildon wit den Energieausdruck 

q; T 

(~ = 1, % 

(11) 

wobei Y1 und ~% den Randbedingungen (1) bzw. (2) zu genilgen haben und 

auf 1 normiert sind. ~ ist das Volumen der Elementarkugell). Ftir F1 und yu 
machen wit einen Ansatz mit unbestimmten Parametern, welcher der Rand- 
bedingung (1) bzw. (2) gentigt und bestimmen die Parameter aus der Mini- 

mumsforderung yon E 1 bzw. E 2. 

Wie aus dem welter oben Gesagten hervorgeht, hat man den Energie- 

ausdruck (11) nachtri~glich noch mitr ]  zu korrigieren, so dal] man ftir die 
Energie erh/ilt 

Hi = Ei -~- ~]i (12) 
mit 

@i = YiYi, (14) 

(i = 1, 2). 

H 1 ist der untere Rand, also die Energie des tiefsten Energiezustandes 
und H 2 der obere Rand, also die Energie des hSchsten Energiezustandes des 
Energiebandes der Valenzelektronen. Die Breite B des Bandes wird 

B = H~ - -  H 1. (15) 

Es ist weiterhin zweckmgl~ig, V in folgender Gestalt zu schreiben: 

v = - ~ . ~ + ( z - { - )  - ~ (AZ)  ~ , (16) 

wo das erste Glied das Coulombsche  Potential des Ions bedeutet, das 
zweite das nicht-Coulombsche elektrostatische Potential des Ions ist 
und das dri~te, wie schon erwi~hnt, dem Pauli-Prinzip Rechnung tr~gt. 
Die zwei le~zten Glieder der rechten Seite in (16) sind aul3erhalb des Atom- 
rumples praktisch 0. 

1) ~,~ bedeutet wie fiblich die zu ~i ]~onjugiert komplexe Funktion. 
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Der K~rze halber fi~hren wir folgende Bezeichnungen ein: 

U~ --- - ~q r ~ dr,  (17) 

W ~ =  - -  ~ 2 r Y,(AX) 2r3 ~idT,  (18) 

T i ----- ~a ~ a~,~ lp*zJ ,pid~, (19) 
T 

Ei = U~ + Wi + T~ (20) 
(r = 1, 2). 

Die Integrale sind auf die Elementarkugel auszudehnen. In W i kann man 

aber die Integration, da wir uns hier riur auf die Gleichgewichtslage des 
Metallgitters beschr~nken, auf den ganzen l~aum ausdehnen, da die Aus- 

driicke Z - - s i r  und (AZ) 2h in den ~iuBeren Gebieten der Elementarkugel 
praktisch 0 sind, wodurch die numerischen Rechnungen wesentlich verein- 

fa~ht werden. 
Wenn wir uns auf die Umgebung der Gleichgewichtslage des Metall- 

gitters beschr~nken, so kSnnen wir F~ als eine Potenzreihe yon r bzw. 
r ~ (i ~ 0) ansetzen. Ein allgemeinerer Ansatz mit welchem man flit 
R --> ~ auch die Eigenfunktion und Ionisierungsenergie des freien Atoms 
erhalten kSnnte, w~re eine Potenzreihe multipliziert mit einem exponentiellen 

Faktor, we lcher das Verschwinden der Eigenfunktion ffir R = oo garantiert. 
Da aber der exponentielle Faktor die numerischen Rechnungen ganz wesent- 
lich erschwert und wir uns hier sowieso nur tilt die Gleichgewichtslage des 

Meta]lgitters interessieren, setzen wir Fi als eine einfache Potenzrelhe an. 
Es zeigte sich, dal~ eine mSglichst rasche Konvergenz dutch folgenden 

Ansatz erzielt werden kann: 
7t / 

(~1) 
\ k ~ l  / 

(~ = 1, 2) 

x ----- \ ~ )  , (22) 

wo D i den Normierungsfaktor bezeichnet und die '%i k die aus der Minimums- 
forderung von E i zu bestimmenden Parameter sind. Wit mSchten hierbei 
noch hervorheben, dab man fiir ~1 und ~ keine verschiedenen Ansiitze 
zu machen braucht, da sich der Ansatz (21) for beide Eigenfunktionen 

gut eignet. 
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Der Normierungsfaktor D i in (21) wird aus der Normierungsbedingung 

(r = 1, ~) 
bestimmt. 

W~ hat  folgender Randbedingung zu gentigen, 

(~_~3~ ( 10_y__~ -~ 0 
Otis=R--- 2I~x OxG=~ 

aus welcher man erhglt 

(~) 

~f2 mull der Randbedingung 

( ~ ) , = R  = ( ~ ) ~ = 1  = o (26) 
geniigen, woraus 

1 -k ~ 2~k = 0 (27) 
k ~ l  

folgt. 
In  beiden Fgllen (i = 1, 2) besteht also zwisehen den Parames ein 

Zusammenhang, mit dessert Hilfe man einen dieser Parameter,  z .B.  ~ i l  
aus ~vi eliminieren kann. Wenn man dies tut,  wird ~v~ eine Funktion yon 
~i2, 21a~ . . . ,  ; t~ ,  welehe der Bedingung (24) bzw. (26) gentigt. Die mit  
diesem ~vi berechnete Energie wird ebenfalls eine Funktion yon ~i2, ~ia, 
�9 . . ,  ~ i - ,  zu deren Bestimmung man folgendes Gleiehungssystem erhi~l& 

OEi OEi OEi 
0~.,:~ - -  O, 0 2 . i 3  - -  0 . . . . .  O;ti ,~ - -  O,  (28) 

welches n - -  1 Gleichungen zur Bestimmung der n -  1 Parameter  enth~lt~ 
womit diese also eindeutig festgelegt sin& 

n gibt den Grad der Niiherung. Wir geben F1 und ~v~ for die ersten drei 
Ngherungen an. Und zwar wird in drifter Ngherung (n = 8), wean m~n 
aus (21)).11 mit  Hilfe yon (25) eliminiert, 

~1 ~- D1 [1 + t q  (2 x - -  x ~) + a 1 (3 x - -  xS)], (29) 

wobd  wit start  - - 2 1 2  und --),la kurz It 1 und a x setzten. 
Ffir F2 finder man ebenfalls in dritter Ngherung, wenn man aus (21) ~t21 

mit der Beziehung (27) eliminiert, 

~ : D 2 [1 - -  x q- #~ (x - -  x ~) + % (x - -  x~)], (80) 

wo wit analog start  - - Z ~  und - - 2 ~ a  kurz te~ und a~ gesetzs huben. 
Zeitschrift ffir Physik. Bd. 111. 14 

~ k  2~k ---- 0. (~5) 
k : l  
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Aus diesen Ausdriicken der Eigenfunktionen d e r  dr i t ten N~tierung 

erhNt man die der zweiten Naherung flit a l  = 0 bzw. a2 = 0 und die der 

ersten N~herung fiir t t l  = 0, a I = 0 bzw. re2 = 0, a 2 = 0. 

Die Normierungsfaktoren D~ werden aus (28) berechnet. Mit den 

normierten Eigenfunktionen wird dann die Energie E i aus (17), (18), (19) 

und (20) bestimmt.  Die Bereehnung yon Di, Ui und T i kann sehr einfach 

durchgefi~hrt werden und zwar erh~lt man in drif ter  Naherung 

D 1 = 8t/2 [4 ~/~8 (1 -4- Ti~1~7 + ~14 tel 2 + ~-~~ a t -  + ~/s~ cr, -4- ~v~/j78 , . ~ l -  ~/_~, (81) 
D~ = 84th [4 ~ R ~ (1 + 4 ~ tt~ + 26~ 3, 77 ~tt  2 + . ~ . u ~ a ~  + i~a~ + ~ ~ ) ] - ~ / ~ ,  (8~) 

U, = _ 4 zt s2 D ~ / ~  (1.~ + i~'~ th + ~37"m ~ + -~-#11~ at + ~64 al ." r6 ~ (88) 

= - -  /~ (~  + ~ ~ + ~ + ~ ~ ~ + ~ a~. + ~o a~), (84) 

T~ 4 oz e~ a~ D~ R (~o #~ --b m "~ = r ~  ~a, + ~ a~) ,  (85) 
7 ~ ~9 ~ ~ (86) 

Aus diesen Ausd~cken  erh~lt man f0xa I = 0 bzw. a 2 = 0 die entsprechenden 

Ausdrficke in zweiter N~herung und ffir t t !  = 0, a l =  0 bzw. tt~ = 0, 

a 2 = 0 in erster N~herung. Wie man sieht, enthalten die obigen Ausdrttcke 

mit Ausnahme yon R nut  universelle Konstanten,  sie sind also yore Metallion 

unabh~ngig. 

Die Berechnung y o n  W i ist etwas schwieriger, wir befassen uns damit  

weiter unten fflr den Fal l  des metallischen Kaliums ausfiihrlich, t t ier  wollen 

wit nur feststellen, dag man auch Wi in einer zu Ui analogen Gestalt  dar- 

stellen kann, wobei aber die Koeffizienten yon #,,  at, deren Potenzen und 

Produkt  nicht nut  yon St, sondern auch yore Potent ia l  und der Elektronen- 

verteilung des betreffenden Alkaliions abh~ngen. 

Man erh~lt also fiir E i in drif ter  N~herung 

1 + A s l t t i +  ~o_/x~ + + A i s a g  (87) 
E~: = - -  A~o 1 + B~x#i + B~2~ + B~.~#iai+ B~a~ + B ~ a ] '  

( ~ = 1 ,  9.) 

wo die Koeffizienten Ai~ und B,~ yon r und ai unabh~ngig sind. 

Fi~r die erste N~herung ist tel = 0, a, = 0, es wird also 

E~ = - -  A~ o. ( s s )  

In  zweiter Naherung ist a t = 0 und man hat  ~t, aus der Forderung 

OE~ 
- -  = o (89) 

( ~ = 1 ,  ~) 
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zu bestimmen, aus welcher man fiir #i folgende quadratische Gleichung 

erh~It : 

(.Ai2 Bi l  - -  A i l  Bi2 ) ~a~ -1- 2 (.Ai~ - -  Bi~ ) #i -~" A i l  --  Bi t  = 0 (40) 

(~=1 ,  2) 

Von den beiden Wurzeln dieser Gleichung hat man diejenige zu gebrauchen, 
fiir welche Ei den kleineren Wert  hat. 

In  dritter N~herung hat  man zur Bestimmung yon #i,  o'i folgendes 

Gleichungssystem 
0 Ei  0 Ei - o ,  - - = 0 ,  (41) 
O /h Oai 

(~ = 1, 2) 

welches fiir #i bzw. ai auf Gleichungen vierten Grades ffihrt. Diese Glei- 

chungen geben je 4 Wurzeln, yon denen man dasjenige Wertepaar #i,  ai zu 
benutzen hat, far  welches Ei den kleinsten Weft  besitzt. 

Naehdem man ~v iund  E i ermittelt hat, erhi~lt man mit diesen Resultaten 

H1, H~ und B aus (12), (13), (14) und (15). 

4. Resultate/fir das metallische Kalium. Wir haben mit  der hier ent- 
wickelten Methode die Lage und Breite des tiefsten Energiebandes der 
Yalenzelektronen des metallisehen Kaliums ffir den empirisch best immten 

Gleichgewichtsabstand des Gitters (R = 4,766 a~) berechnet. Das Potential Z 
und die Elektronendichte AZ/4•e  des Ions wurde aus den H a r t r e e s c h e n  
Tabellen bestimmt. Um die numerischen Reehnungen zu vereinfaehen, 

haben wir den Ausdruck Z - - - - 7 ~  (AZ)% mit der folgenden Funktion 
r 

1~8 r 

h(r) = - -  0 e r e  a H  ( 4 2 )  

approximiertl) ,  w o e  so gewi~hlt wurde, dal3 das fiber den ganzen Raum 
erstreekte Integral  von h (r) mit  dem entsprechenden Integral yon 

8 
Z - -  -- - - ~  (zJZ)% gleich ist, wo Z und zJ Z aus den H a r t r e e s e h e n  Tabellen 

berechnet wurden. Hieraus folgt 

53,5 �9 1,8 ~. e 
= 2 4 . ~ . a ~  ( 4 3 )  

1) Vgl. P. G o m b s  1. e., wo die Approximation ausfiihrlieh besproehen 
wurde. 

14" 
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Durch diese Normierung stimmt far den unteren Rand des Bandes in erstor 

N~herung die mit der N~herungsfunktion (42) berechnete Energie mit der- 

jenigen iiberein, welche man mit der entsprechenden H a r t r e e s c h e n  exakten 

Funktion erh~lt. Wir fiihrten die Rechnungen fiir die ersten drei N~herungen 

dutch, wobei wir staCt der exakten 1%nktion die Niiherungsfunktion (42) 

benutzten, was die Genauigkeit der Resultate nur ganz unwesentlich be- 

einflui3t 1). 

Die Resultate sind die folgenden: 

1. Erste bTiihemng, n = 1: 

% = \ 4 - - ~ - ~ )  , 

8 ~ 
E ,  : - -  0,196 7 5 - - ,  

aH 

2. Zweite N~herung, n = 2: 

7J2 ----- \ 4 ~ - ~  ] (1 - -  x), (44) 

~2 

E~ = -{- 0 , 1 1 4 8 8 - - .  (45) 
aH 

~1 ~ - -  7,041, #3 = 6,768. (46) 

Durch Einsetzen yon It 1 und [t~ in die Ausdriicke (29), (81) bzw. (80), (82) 

erh~lt man far a 1 = 0 bzw. a S = 0 die Eigenfunktionen in zweiter N~herung. 

Fiir E 1 und E~ ergibt sich 

E 1 ---- --  0,200 23 aS-~, 
8 2 

E 2 : + 0,089 21 - - .  (47) 
aH 

8. Dritte N~hemng, n = 8: 

#1 = 5,180, re2 = - -  1,062, (48) 

a I = - -  7,085, as = 1,751. (49) 

Wenn man #1 '  U1 und P2, as in die Ausdrticke (29), (81) bzw. (80), (82) 
einsetzt, erhi~lt man die Eigenfunktionen in dritter Niiherung. 

)"fir E 1 und E~. folgt 
~2 82 

E 1 : - -  0,200 7 8 - - ,  E~ : + 0,086 77 - - .  (50) 
a H  aH 

1) Bei der Wahl der Funktion h (r) hat man darauf zu achten, dab diese auch 
e im Inneren des Atomrumpfes den Mittelwert der Funktion Z - - - - x ( A x ) R / a  
r 

gut approximiert, da man sonst ftir W~ unrichtige Werte erh~lt, denn ~P2 ist 
im Innern des Atomrumpfes groB. Die Funktion (42) ist dementsprechend 
gew~hlt worden, so dab die erw~hnte Ungenauigkeit unbedeutend wird. 
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Wit haben nun noeh die Korrek~ionsenergien ~71 und ~Te zu bereehnen. 

Nit  den Eigenfunktionen der dritten Niiherung ergibt sich 1) 

7, = - -  0 ,02~3- - ,  ~ = - -  0 ,0762- - -  (51) 
a t t  a i i  

Nit diesen Werten und den Energien (50) folgt aus Formel (12) ftir die Rgnder 

des Bandes und die Bandbreite in drifter Ngherung umgereehnet in e-Volt- 

Einheiten 

H 1 = - -  6,04 e-Volt, He = d- 0,28 e-Volt, (52) 

B = 6,32 e-Volt. (53) 

Die Resultate ftir H 1 und H e in erster und zwei~er Ngherung unterscheiden 

sich yon denen der dritten Niiherung nut ganz minimal. 

g,g./SV 

O,o/r '%, 

~ g, oo3 "-, . 

g ! 2 3 g R5 
r ~  a//Einheifen 

Fig, 1. W1 ~ rind ~,~ Ms Funktion yon r fiir das metal l ische Ktllium. 
. . . . .  ~v~ erste N~herung, 

W1 ~ zweite  N~herung 2), 
. . . . . . .  y;~ erst, e Naherung, 
. . . . . . .  W~ zweite  Ni~hernng, 

w~ dritte N~herung. 

Den Verlau~ yon ~ und F~ in den ersten drei Ngherungen zeigt die 
Fig. 1. 

5. Diskussion. Wie ein Vergleieh der Energien Ei in den ersten drei 

Ni~herungen zeigt, ist die Konvergenz gut, so dal3 man die Werte von H1, H 2 

1) Wie man sieht, ist J~12[ bedeutend grSl]er Ms [~71[, der Betrag der ge- 
samten Korrektionsenergie, I'~]2--~hl betr;s abet nur fund 1/5 B; - :  3) In 
der dritten N~herung zeigt y)~ praktisch denselben u wie in der 
zweiten. Im Innern des Atomrumpfes ist ~p~ in dritter N~herung etwas 
kleiner und dementsprecbend auBerhalb des Atomrumpfes etwas grSl3er Ms 
in der zweiten N~herung. 
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und B in dritter N~herung sehon als eine gute Approximation betrachten 
kann. Wie man sieht, konvergiert E 1 bedeutend besser als E~, was eine 
Folge davon ist, dal3 die Randbedingung (1) den Verlauf der Eigenfunktion 
in den ~ul~eren Gebieten der Elementarkugel besser ~eterminiert als die 
Randbedingung (2). Aus der Fig. 1 sieht man, daf~ aueh die Eigenfunktionen 
ziemlieh gut konvergierenl). Besonders gut ist die Konvergenz for den 
unteren Rand des Bandes, wo yJ~ in zweiter und dritter Naherung praktisch 
denselben Verlauf zeigt. Die Eigenfunktionen kSnnen natOrlieh nur aul3er- 
halb des Atomrumpfes eine gute Approximation geben. 

Die Energien H 1 und H 2 sind durehweg etwas zu hoch, denn wit haben 
bei ihrer Berechnung negative Energien, welehe yon hSherer 0rdnung klein 
sind, vernachlassigt. Und zwar vernaehl~ssigten wi t  die Austauschwechsel- 
wirkung des Valenzelektrons mit den Elektronen des Atomrumpfes und die 
Polarisation des Atomrumpfes dutch das Valenzelektron, welche beide 
zu H i einen kleinen negativen Betrag geben. 

Uber die GrSl~e der vernaehl~ssigten Energie kSnnen wit uns orientieren, 
indem wir die bier entwickelte Methode auf das freie Kalinmatom anwenden 
und die Ionisierungsenergie bereehnen2). Man erh~lt einen guten N~herungs- 
wert und zwar ergibt sich mit dem einfaehen Ansatz yJ ~- D ~  e - ~  for die 
Ionisierungsenergie ~) 3,73 e-Volt, w~hrend der empirische Weft 4,82 e-Volt 
betr~gt. Der theoretische Wert ist also um 0,59 e-Volt zu hoeh, was ebenfalls 
auf die Vernaehlassigung der Polarisation und der Aus~auschwechselwirkung 
des Valenzelektrons mit den Rumpfelektronen zurOekzufohren ist. Die 
dureh diese Effekte bedingte zus~tzliche Energie ist beim metallisehen 
Kalium yon gleicher Gr~l~enordnung und hat das gleiche Vorzeiehen. 
Mit BerOcksiehtigung dieser Energie erh~lt man also for H i tiefere Werte. 
Und zwar ist, wie man leieht einsieht, der Betrag dieser zus~tzliehen Energie 
for den oberen Rand grS~er als for den unteren, so dal3 sich die Bandbreite 
bei Hinzunahme dieser Energie etwas verkleinern wird, was sehr befriedigend 
ist, denn der experimentelle Weft ist etwas kleiner als der hier berechnete. 
Dies folgt daraus, dal~ die Bandbreite der Valenzelektronen in Alkali- 
metallen etwas kleiner ist als for freie Elektronen, for welche man beim 
Kalium 5,88 e-Volt erhalt. Die BerOeksiehtigung der Austauschwechsel- 

1) In tier ersten N~herung ist ~ im Innern des Atomrumpfes wesentlieh 
grSl3er als in der zweiten und dritten N~herung. Dies fo]gt daraus, dal~ man in 
der ersten N~herung in ~ nur einen Parameter hat, weleher aus der Randbedin- 
gung (26) bestimmt wird, man kann also for ~P2 in der ersten N~herung keine 
bessere Approximation erwarten. - -  2) Die ausffihrliehen Bereehnungen er- 
scheinen demn~ehst. - -  3) ]lJI ist hier im Verh~ltnis zur ganzen Ionisierungs- 
energie sehr klein. 
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wirkung der Valenzelektronen mit den Rumpfelek~ronen und der Polari- 

sation verbessern also unsere Resultatel). 

Man kann die hier gegebene Methode aueh zur Berechnung der Energie- 

bandbreite als Funktion des Atomabstandes anwenden. Man wird dann 
start (21) flit ~Pi folgenden Ansatz machen 

(~=1, ~) 

welcher den Vorteil hat, dub man zufolge des exponentiellen Faktors 
die Lage und Breite des Energiebandes auch far solche R berechnen kann, 
welche wesentlieh grSi~er sind als der Gleiehgewichtsabstand and man  far 

R = ~ die Eigenfunktion des Valenzelektrons im freien Atom bzw. die 
Ionisierungsenergie des freien Atoms erh~tlt. Man kann also mi~ diesem 

Ansatz H~ und Bals  Funktionen yon/~ berechnen, was in vielen Fgllen yon 

Interesse ist. 

Herrn Prof. Dr. R. O r t v a y  mSchte ich far die FSrderung meiner 

Arbeit meinen Dank aussprechen. Herrn Gy. P 6 t e r  danke ich far die 
Durchfiihrung der numerisehen Rechnungen. 

Buda,pest, Institut far theoretische Physik der Universit/~t, September 
1938. 

1) Wit mSehten noch bemerken, dab man mit der Wigner-Seitzschen 
Methode bei dem metallischen Na ftir die Bandbreite der Valenzelektronen fund 
11 e-Volt erhalt, wahrend sich ftir freie Elektronen rund 8 e-Volt ergeben 
(vgl. Handb. d. Phys. XXIV/2, 2. Aufl., S. 406). DaB sieh die Bandbreite auch 
hier zu gro2 ergibt, hat teilweise andere Ursachen wie in unserem Falle. 


