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Uber eine Methode zur Berechnung der Lage
und Breite des Energiebandes der Valenzelekironen
in Alkalimetallen.

Von Paul Gombis in Budapest.
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 29. September 1938.)

Es wird auf Grund des Ritzschen Approximationsverfahrens eine Methode zur
analytischen Berechnung der Lage und Breite des Energiebandes der Valenz-
elektronen in Alkalimetallen ausgearbeitet und auf das metallische Kalium an-
gewendet. Es werden die ersten drei Naherungen durchgerechnet, wobei sich
zeigt, daB das Verfabren gut konvergiert. In dritter Naherung erhilt man fiir
den unteren Rand H,, oberen Rand H, und die Breite B des Energiebandes:
H, = — 6,04 e-Volt, H, = + 0,28 e-Volt, B = 6,32 e-Volt. Die Resultate
werden besprochen.

1. Einleitung. Das Energiespektrum der festen Korper besteht aus
Energiebdndern, deren Lage und Breite fiir viele den festen Korper be-
treffenden Fragen von wesentlicher Bedeutung ist. Im folgenden hefassen
wir uns mit den Alkalimetallen und entwickeln eine Methode, mit welcher
man die Lage und Breite des Energiebandes der Valenzelektronen auf ana-
lytischem Wege einfach berechnen kann.

Das Metall konnen wir uns im folgenden aus Elementarzellen von der
QroBe des Atomvolumens aufgebaut denken, welche wir mit Kugeln vom
gleichen Volumen approximieren?).

Aus der Theorie der Alkalimetalle?) folgt, dafi man den unteren Rand
des Energiebandes der Valenzelektronen und die Eigenfunktion gy in diesem
Zustande aus der Schrodinger-Gleichung des Valenzelektrons mit der Rand-

bedingung
Oy, .
(7),_,=¢ @

erhilt, wo r die Entfernung vom Kern und E den Radius der Elementar-
kugel bedeutet.

Den oberen Rand des Energiebandes und die Bigenfunktion ¢, in
diesem Zustande erhilt man aus derselben Sehrddinger-Gleichung mit der
Randbedingung

(¥o)r—p =0 (2)

1) BE. Wigner u.. F. Seitz, Phys. Rev. (2) 43, 804, 1933; 46, 509, 1934.

— 2) Vgl. z. B. H. Frohlich, Elektronentheorie der Metalle, Struktur und
Eigenschaften der Materie. Bd. XVIIL. Berlin, Jul. Springer, 1936.
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Die Eigenfunktionen 1, und u, sind kugelsymmetrisch.

Die Breite des Energiebandes ergibt sich aus der Differenz der ent-
sprechenden Eigenwerte.

2. Das Pauli-Prinzip. Bevor wir mit der Herleitung der Methode be-
ginnen, befassen wir uns mit der statistisch berechneten kinetischen Energie-
anderung, also mit der Anderung der Fermischen Nullpunktsenergie eines
Blektronengases, welche zufolge der Anderung der Flektronendichte zustande
kommt. Diese Energieinderung ist im engen Zusammenhang mit dem
Pauli-Prinzip und wir wollen im folgenden von diesem Zusammenhang
Gebrauch machen.

Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir die
Anderung der statistischen kinetischen Elektronenenergie eines Ions mit
abgeschlossenen Elektronenschalen bei Hinzuftigen von Valenzelektronen.
Wir wollen dabei annehmen, daf sich die Elektronendichten einfach super-
ponieren. Es sei » die Elektronendichte des Tons und ¢ die Elektronendichte
der Valenzelektronen, dann ist die kinetische Energieinderung

AE =y [[(v + o)’ — (s + )} d7, ®)
= %1?(; <%‘>2l3 & am, @)

wo dv das Volumenelement, ¢ die positive Elementarladung und ag den
ersten H-Radius bedeutet. Die Integration ist im Falle eines freien Ions
auf den ganzen Raum, im Falle eines Metallions auf die Elementarkugel
auszudehnen. y kann man als bekannt betrachten, da man es z. B. aus den
Hartreeschen Tabellen einfach entnehmen kann. p wollen wir einstweilen
ebenfalls als bekannt annehmen und es soll o gerade so wie » kugelsym-
metrisch sein.

Wir wollen nun den Ausdruck (3) fiir unsere Zwecke etwas umformen.
Wenn man den Radius 7, bestimmt, fiur welchen

v (1) = 0 (rg) 6

ist, so wird hierdurch der Raum in zwei Teile geteilt und zwar in den Teil 7,,
wo » > g ist und in 7y, wo v < p ist. In diesen beiden Raumteilen kann
man den Integranden in (8) in einer Reihe entwickeln, wobei man mit Ver-
nachlissigung von kleinen Gliedern hsherer Ordnung erhilt

K = %ijzlagdr — yj'g“‘lsdr + 3y fvgzladr - ijsfadr. ®6)
Ty 7y

Ty Ty
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Oder wenn man im ersten Glied der rechten Seite die Integration auf den
ganzen in Frage kommenden Raum, 7, + 7,, ausdehnt und das hierdurch
hinzuaddierte Glied abzieht, erhils man?)

KE=3y [ » 39‘17—*74 2’3@dr~yfe‘3dr

T+ g
3}/_[1/@ 3d1:—yj viadr. 4]

Die zufolge des Hinzufiigens von FElektronenladung entstehende
Energieerhohung §K ist eine Folge des Pauli-Prinzips. Diese Energie-
anderung, welche eine AbstoBungsenergie ist, hindert die Valenzelektronen
daran, tief in den Atomrumpf zu stiirzen. Man kann also das Pauli-Prinzip
bzw. die Besetzungsvorschrift fiir die Valenzelektronen dadurch in Betracht
zichen, daf man zum Schrodingerschen Energieausdruck der Valenz-
elektronen die Energie K hinzunimmt. Die Analogie des Pauli-Prinzips
mit einer AbstoBungskraft tritt z. B. beim Elektronenautbau der Atome
hervor, wo die dulleren Elektronen eben durch das Pauli-Prinzip daran ge-
hindert werden, in den Atomrumpf zu stirzen.

Bisher haben wir g als bekannt betrachtet. Man kann aber die hier
gegebenen Ausfithrungen zur Bestimmung der Eigenfunktionen der Valenz-
elektronen bzw. zur Bestimmung von ¢ heranziehen, was wir im folgenden
tun wollen. Man hat dann aus dem mit §K ergéinzten Schrédingerschen
Energieausdruck der Valenzelektronen den moglichst tiefsten Energiezustand
der Valenzelektronen mit Hilfe des Ritzschen Approximationsverfahrens
zu bestimmen und braucht fir die Valenzelektronen keine Besetzungs-
vorschrift mehr zu beriicksichtigen, da dieser ja schon durch Hinzufiigen der
Energie 6K zum Schrdodingerschen Energieausdruck Rechnung ge-
tragen ist.

Bei der praktischen Durchfithrung ist es wichtig, daB im Ausdruck (7)
das erste Glied der rechten Seite, in welchem die Integration auf den ganzen
in Frage kommenden Raum, Ty + T4, ausgedehnt wird, das wesentliche
ist und die anderen nur eine relativ kleine Korrektion geben. Man kann also
0K durch das erste Glied der rechten Seite von (7) approximieren, welches
man so auffassen kann, da auf die Valenzelektronen von den Rumpf-

elektronen eine AbstoBungskraft ausgeiibt wird, derenPotential — 27 %
8 ¢

betragt. Dies bedeutet also, daf wir das Pauli-Prinzip mit Vernachlissigung
von kleinen Gliedern hoherer Ordnung dadurch in Betracht ziehen kénnen,

1) Diese Umformung ist der folgenden halber wichtig.
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daf wir zum elektrostatischen Potential ¥ des Ions dieses Potential hinzu-
nehmen. Wir fithren also das Potential

5
V—x—g b= g ndy, ®

5y

* = gy e @)
einl) und bilden mit diesem den Schrédingerschen Energicausdruck,
aus welchem wir die Eigenfunktion wund die Energie des tiefsten
Energiezustandes unter Beriicksichtigung der Randbedingungen mit Hilfe
des Ritzschen Approximationsverfahrens bestimmen. Es ist aber zu be-
achten, daBl man hierbei nur das erste Glied der rechten Seite von (7) im
Energieausdruck beriicksichtigt hat, was zur niherungsweisen Bestimmung
der Eigenfunktion durchaus geniigt. Den Wert der Energie wird man aber
noch korrigieren, indem man zu diesem nachtriglich noch die Energie

N = — %ij%gdt — y.(g5/3dt 4+ %y.fv(f/ﬂdr — y.[v‘“‘/a dr (10)
hinzuaddiert, ‘ : :

DaB % im Schrodingerschen Energieausdruck, welcher zur Be-
stimmung der Eigenfunktion dient, nicht mitberiicksichtigt wurde, hat
seinen Grund darin, daB einerseits, wie schon erwdhnt, 5 im Verhiltnis
zum ersten Glied der rechten Seite von (7) klein ist und so den Verlauf der
Eigenfunktion nur wenig beeinfluBt, andererseits aber darin, daB # zur
praktischen Durchfithrung der Rechnungen ungeeignet ist, da man 7,
und 7, ohne die Kenntnis von p bzw. der Eigenfunktion nicht bestimmen
kann, also auch # nicht berechnen kann.

Fur die Figenfunktion kann man natiirlich mit dem hier geschilderten
Verfahren nur auflerhalb des Atomrumpfes eine gute Naherung erwarten,
i Innern des Atomrumpfes kann die Eigenfunktion nur eine grobe Naherung
gebent). Fir die Energie erhilt man, wie wir sehen werden, recht gute
Néherungswerte.

Der hier besprochene Zusammenhang zwischen der Energiesinderung 6 K
und dem Pauli-Prinzip wurde vom Verfasser in einer fritheren Arbeit?) zur
Bestimmung der Elektronenverteilung der Alkalimetalle herangezogen und
schon frither von Hellmann®) zur Berechnung der Bindung der K,- und
K H-Molekiile angewendet.

1) Dabei wurde von der elektrostatischen Beziehung 4y = 4 = ¢ » Gebrauch
gemacht. — %) Vgl hierzu P. Gombas, ZS. f. Phys. 108, 509, 1938. —
3) H. Hellmann, Acta Physicochimica 1, 913, 19356.
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3. Die Methode. Wir gehen nun zur Anwendung des Ritzschen Ap-
proximationsverfahrens iiber. Hierzu bilden wir den Energieausdruck

B = -—J.zp;"Vetp,-dr —~§£2ag.fyjfdfp,-dr, (11)
G=1,92),

wobei ¢, und v, den Randbedingungen (1) bzw. (2) zu geniigen haben und
auf 1 normiert sind. 7 ist das Volumen der Elementarkugel?). Fir g, und y,
machen wir einen Ansatz mit unbestimmten Parametern, welcher der Rand-
bedingung (1) bzw. (2) geniigt und bestimmen die Parameter aus der Mini-
mumsforderung von E; bzw. E,.

Wie aus dem weiter oben Gesagten hervorgeht, hat man den Energie-
ausdruck (11) nachtriglich noch mit 5 zu korrigieren, so daf man fiur die
Energie erhilt

H;,=E; +u; (12)
it
Ny = — %yj.vz/?»gidr — yj o/sdt + %ijgz/a dt — ij5/3dr, (18)
T2 51 3 Tz
% = Vi, (14)
(=1, 9.

H, ist der untere Band, also die Energie des tiefsten Energiezustandes
und H, der obere Rand, also die Energie des hochsten Energiczustandes des
Energiebandes der Valenzelektronen. Die Breite B des Bandes wird

B—=H,—H,. (15)

Es ist weiterhin zweckmiBig, 7 in folgender Gestalt zu schreiben:

V=4 (- )= x g, (16)

wo das erste Glied das Coulombsche Potential des Ions bedeutet, das
zweite das nicht-Coulombsche elektrostatische Potential des Ions ist
und das dritte, wie schon erwihnt, dem Pauli-Prinzip Rechnung triigt.
Die zwei letzten Glieder der rechten Seite in (16) sind auBerhalb des Atom-
rumpfes praktisch 0.

1) gF bedeutet wie iiblich die zu y, konjugiert komplexe Funktion.
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Der Kirze halber fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

& '
U= — [, an
W, = — j w?‘s[x —% — % (Ax)%] pidr, (18)
T; = }etan | pf dpidr, (19)
E,=U;+W,+ T} (20)
(i =1, 2).

Die Integrale sind auf die Elementarkugel auszudebnen. In W, kann man
aber die Integration, da wir uns hier nur auf die Gleichgewichtslage des
Metaligitters beschrinken, auf den ganzen Raum ausdebnen, da die Aus-
driicke y — ¢/r und (A%)*3 in den #uBeren Gebieten der Elementarkugel
praktisch 0 sind, wodurch die numerischen Rechnungen wesentlich verein-
facht werden. ,

Wenn wir uns auf die Umgebung der Gleichgewichtslage des Metall-
gitters beschrinken, so konnen wir g, als eine Potenzreihe von r bzw.
7" (i > 0) ansetzen. FEin allgemeinerer Ansatz mit welchem man fir
B — o auch die Eigenfunktion und Ionisierungsenergie des freien Atoms
erhalten konnte, wire eine Potenzrethe multipliziert mit einem exponentiellen
Faktor, welcher das Verschwinden der Eigenfunktion fiir B = oo garantiert.
Da aber der exponentielle Faktor die numerischen Rechnungen ganz wesent-
lich erschwert und wir uns hier sowieso nur fir die Gleichgewichtslage des
Metallgitters interessieren, setzen wir v, als eine einfache Potenzreihe an.
BEs zeigte sich, daB eine moglichst rasche Konvergenz durch folgenden
Ansatz erzielt werden kann:

v = D; (1 -+ é Aix 33"/3> (21)
k=1
(=12
-G

wo D, den Normierungstaktor bezeichnet und die 4;;, die aus der Minimums-
forderung von E; zu bestimmenden Parameter sind. Wir mochten hierbei
noch hervorheben, daB man fir 4, und g, keine verschiedenen Ansitze
zu machen braucht, da sich der Ansatz (21) fiir beide Eigenfunktionen

gut eignet.
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Der Normierungsfaktor D; in (21) wird ans der Normierungsbedingung
Jorwdr =1 (23)
k3

(=192
bestimmt.
p; hat folgender Randbedingung zu geniigen,

(%%,:R = (2‘11%7 60‘@95:, =0 @4

aus welcher man erhilt

n
> kA =0. (25)

k=1

y, muf} der Randbedingung
(Y)r=r = (Yoo=1 =0 (26)

gentigen, woraus
1+ kZ Ayp =0 (27)
=1

folgt.

In beiden Fallen (i = 1, 2) besteht also zwischen den Parametern ein
Zusammenhang, mit dessen Hilfe man einen dieser Parameter, z. B. 1,4
aus 1y, eliminieren kann. Wenn man dies tut, wird ¢, eine Funktion von
Aias Asgs +ow Agn, Welche der Bedingung (24) bzw. (26) geniigt. Die mit
diesem w; berechnete Energie wird ebenfalls eine Funktion von 1,4, 4;5,

. +y Aim, zu deren Bestimmung man folgendes Gleichungssystem erhalt

O E, IE; OE;
=0 G =0 - 5t =0 (28)
(=1,9

welches n — 1 Gleichungen zur Bestimmung der » — 1 Parameter enthilt,
womit diese also eindeutig festgelegt sind.

n gibt den Grad der Naherung. Wir geben y, und y, fiir die ersten drei
Naherungen an. Und zwar wird in dritter Nsherung (n = 8), wenn man
aus (21) 4,, mit Hilfe von (25) eliminiert,

v =D [1+p 2z—2% +0,Bz—2%) (29)
wobei wir statt — 2,5, und — 4,5 kurz g, und o, setzten.

Fir y, findet man ebenfalls in dritter Naherung, wenn man aus (21) 4,,
mit der Beziehung (27) eliminiert,

Yy = Dy [l —a + py (2 —27) + 7, (2 — 27}, (80)
wo wir analog statt — Ay, und — 4,5 kurz y, und o, gesetzt haben.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 111, 14
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Aus diesen Ausdriicken der Eigenfunktionen der dritten Nilerung
erhilt man die der zweiten Néherung fiir ¢, = 0 bzw. g3 = 0 und die der
ersten Néherung fir p, =0, 0; = 0 baw. y, =0, g, = 0.

Die Normierungsfaktoren D, werden aus (23) berechnet. Mit den
normierten Eigenfunktionen wird dann die Energie E; aus (17), (18), (19)
und (20) bestimmt. Die Berechnung von D;, U; und T'; kann sehr einfach
durchgefithrt werden und zwar erhilt man in dritter Néherung

D, = $h[An B ( + By + 2 b+ 20, + By + Bob)- T, 81)
D, = 84 [4mw B3 (1 4 3:“2+15."'2+?gg/"20'2+150'2+ZZ°'22)]-112’ (82)

U] = - 47'532D%R2 (%4—}—‘;#1 s;n Ui +1£;/‘10'1 501 +150'f)’ (33)
U, =—4n D} B* (% + 15 lo + s M3 + 555 4 0y +%02+§16622)’ (34)
T, =4neaaD B (G ul + i /‘101"'9:120%)’ 85)

Ty =4mauDIB (5 + &1, + 5ig 43 + o5 4o 0y + 505 + 503).  (86)
Aus diesen Ausdriicken erhilt man firg, = 0 bzw.o, = 0 die entsprechenden
Ausdriicke in zweiter Naherung und fir y, =0, o, =0 bzw. py, =0,
0, = 0 in erster Naherung. Wie man sieht, enthalten die obigen Ausdriicke
mit Ausnahme von R nur universelle Konstanten, sie sind also vom Metallion
unabhingig.

Die Berechnung von W, ist etwas schwieriger, wir befassen uns damit
weiter unten fiir den Fall des metallischen Kaliums ausfithrlich. Hier wollen
wir nur feststellen, daB man auch W, in einer zu U, analogen Gestalt dar-
stellen kann, wobei aber die Koeffizienten von u;, 6;, deren Potenzen und
Produkt nicht nur von R, sondern auch vom Potential und der Elektronen-
verteilung des betreffenden Alkaliions abhingen.

Man erhilt also fir E; in dritter Niaherung

B — — A, 1+ Atl/uz + Az‘l ;uz -+ Azs i o; - Aio; 4+ Az5oz (37)
* 101 +B11/‘/z+Bz2uz +Bz‘3:uzc +B“0'5+B,'5 Ur

(i=1, 2

wo die Koeffizienten 4,, und B;; von p; und ¢; unabhingig sind.
Fir die erste Naherung ist p; = 0, o; = 0, es wird also

E; = — 4;,. (38)
In zweiter Naherung ist 0; = 0 und man hat x; aus der Forderung
0E; (39)

0 u; ,u,

t=1, 2
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zu bestimmen, aus welcher man fir g, folgende quadratische Gleichung
erhalt:

(As2 Byy — Ay Bio) pd + 2(4is — Big) i + 4y — Biy =0 (40)
(i=1,2)
Von den beiden Wurzeln dieser Gleichung hat man diejenige zu gebrauchen,
fiir welche E; den kleineren Wert hat.

In dritter Ndherung hat man zur Bestimmung von g, o; folgendes
Gleichungssystem

D E; O E;

i P {

in =% G5 =0 (41)
(=1, 2

welches fiir p; bzw. o; auf Gleichungen vierten Grades fithrt. Diese Glei-
chungen geben je 4 Wurzeln, von denen man dasjenige Wertepaar y;, o; zu
benutzen hat, fir welches F, den kleinsten Wert besitzt.

Nachdem man y; und E; ermittelt hat, erhilt man mit diesen Resultaten
H,, H, und B aus (12), (18), (14) und (15).

4. Resultate fiir das metallische Kaliwm. Wir haben mit der hier ent-
wickelten Methode die Lage und Breite des tiefsten Energiebandes der
Valenzelektronen des metallischen Kaliums fir den empirisch bestimmten
Gleichgewichtsabstand des Gitters (B = 4,766 ax) berechnet. Das Potential y
und die Elektronendichte 4y/4me des Ions wurde aus den Hartreeschen
Tabellen bestimmt. Um die numerischen Rechnungen zu vereinfachen,

haben wir den Ausdruck y — A (Ay)*'s mit der folgenden Funktion
r

1,8

—=r

hiry = — are "H (42)

approximiertl), wo o so gewéhlt wurde, dal das éiber den ganzen Raum
erstreckte Integral von & (r) mit dem entsprechenden Integral von
xz— ; — % (Ay)"s gleich ist, wo y und Ay aus den Hartreeschen Tabellen
berechnet wurden. Hieraus folgt

_ 585-18¢

oD 8 43
* T mag )

1) Vgl. P. Gombaés, L ¢, wo die Approximation ausfiihrlich besprochen
wurde.

14*



204 Paul Gombas,

Durch diese Normierung stimmt fiir den unteren Rand des Bandes in erster
Naherung die mit der Naherungsfunktion (42) berechnete Energie mit dér-
jenigen tiberein, welche man mit der entsprechenden Hartreeschen exakten
PFunktion erhilt. Wir fithrten die Rechnungen fiir die ersten drei Niherungen
durch, wobei wir statt der exakten Funktion die Naherungsfunktion (42)
benutzten, was die Genauigkeit der Resultate nur ganz unwesenthch be-
einfluBtl).

Die Resultate sind die folgenden:
1. Erste Néherung, n = 1:

3 Yy 84 \'2
n=(mw) » r(Gw) -9 @
&t &
E, = —0197—, E,= 4011488 —. 45)
5 ;1

2. Zweite Naherung, n = 2:
My = — 7,041, g = 6,768. (46)

Durch Einsetzen von 1, und 1, in die Ausdriicke (29), (31) bzw. (80), (32)
erhalt man fir ; = 0 bzw. ¢, = 0 die Eigenfunktionen in zweiter Naherung.

Fir E, und E, ergibt sich

2
B = — 020023— E, = + 008921 . (47)
an ax

8. Dritte Niherung, n = 8:
= 5180, pg = — 1,062, (48)
g, = — 7,085, oy = 1,751 (49)

Wenn man g, 07 und p,, 04 in die Ausdriicke (29), (81) bzw. (30), (32)
einsetzt, erhiilt man die Eigenfunkfionen in dritter N#herung.

Far E, und E, folgt
2 2
E, = — 0,20078 —, E, = +0,08677 <. (50)
an au

1) Bei der Wahl der Funktion & (r) hat man darauf zu achten, da diese auch
im Inneren des Atormrumpfes den Mittelwert der Funktion y — ;—-u( Ax)*ls

gut approximiert, da man sonst fiir W, unrichtige Werte erhdlt, denn v, ist
im Innern des Atomrumpfes groB. D]e Funktion (42) ist dementsprechend
gewahlt worden, so daf die erwihnte Ungenauigkeit unbedeutend wird.
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Wir haben nun noch die Korrektionsenergien 7, und #, zu berechnen,
Mit den Eigenfunktionen der dritten Naherung ergibt sichl)
2
&

2
n, = — 0,0228 Ny = — 0,0762 5. (51)
a; a

H

Mit diesen Werten und den Energien (50) folgt aus Formel (12) fiir die Rander
des Bandes und die Bandbreite in dritter Niherung nmgerechnet in e-Volt-
Einheiten

H, =--6,04eVolt, Hy; = -0,28e-Voli, (52)
B = 6,32 o-Volt. (58)

Die Resultate fiir H; und H, in erster und zweiter Naherung unterscheiden
sich von denen der dritten N&herung nur ganz minimal.

Y
S

Gom|- \

Einheiten
—

i
K]
y

q010

2, PR
iy

.§

S

0,006
400¢

g002

R
P— aytinheiten

Pig, 1. wf und vy als Funktion von r fiir das metallische Kalinm.
————— i erste Naherung,
————— wi zweite Niherung 2),
——————— v erste Naherung,
—-.—++ — y2 zweite Nahernng,
y§ dritte Nsherung.

Den Verlauf von 4? und 97 in den ersten drei Niherungen zeigt die
Fig. 1.

5. Diskussion. Wie ein Vergleich der Energien E; in den ersten drei
Néherungen zeigt, ist die Konvergenz gut, so daf man die Werte von H,, H,

1) Wie man sieht, ist |#,| bedeutend gréBer als |4, ], der Betrag der ge-
samten Korrektionsenergie, |4, — #,| betrigt aber nur rund /; B. — 2) In
der dritten Niaherung zeigt w»? praktisch denselben Verlauf wie in der
zweiten. Im Innern des Atomrumpfes ist »? in dritter Naherung etwas

kleiner und dementsprechend auBerhalb des Atomrumpfes etwas gréBer als
in der zweiten Naherung.
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und B in dritter Naherung schon als eine gute Approximation betrachten
kann. Wie man sieht, konvergiert E; bedeutend besser als E,, was eine
Folge davon ist, daB die Randbedingung (1) den Verlauf der Eigenfunktion
in den suBeren Gebieten der Elementarkugel besser determiniert als die
Randbedingung (2). Aus der Fig. 1 sieht man, da auch die Eigenfunktionen
ziemlich gut konvergieren!). Besonders gut ist die Konvergenz fiir den
unteren Rand des Bandes, wo 4. in zweiter und dritter Naherung praktisch
denselben Verlauf zeigt. Die Eigenfunktionen kdnnen natiirlich nur auBer-
halb des Atomrumpfes eine gute Approximation geben.

Die Energien H, und H, sind durchweg etwas zu hoch, denn wir haben
bei ihrer Berechnung negative Energien, welche von hoherer Ordnung klein
sind, vernachlassigt. Und zwar vernachlissigten wir die Austauschwechsel-
wirkung des Valenzelektrons mit den Elektronen des Atomrumpfes und die
Polarisation des Atomrumpfes durch das Valenzelektron, welche beide
zu H, einen kleinen negativen Betrag geben.

Uber die GroBe der vernachlissigten Energie konnen wir uns orientieren,
indem wir die hier entwickelte Methode auf das freie Kaliumatom anwenden
und die Ionisierungsenergie berechnen?). Man erhilt einen guten Naherungs-
wert und zwar ergibt sich mit dem einfachen Ansatz g = D73 ¢ *" fir die
Tonisierungsenergie®) 8,78 e-Volt, wihrend der empirische Wert 4,32 e-Volt
betrigt. Der theoretische Wert ist also um 0,59 e-Volt zu hoch, was ebenfalls
auf die Vernachlissigung der Polarisation und der Austauschwechselwirkung
des Valenzelektrons mit den Rumpfelektronen zuriickzufithren ist. Die
durch diese Effekte bedingte zusitzliche Energie ist beim metallischen
Kalium von gleicher GroBenordnung und hat das gleiche Vorzeichen.
Mit Beriicksichtigung dieser Energie erhélt man also fiir H; tiefere Werte.
Und zwar ist, wie man leicht einsieht, der Betrag dieser zusitzlichen Energie
fiir den oberen Rand groBer als fir den unteren, so daB sich die Bandbreite
bei Hinzunahme dieser Energie etwas verkleinern wird, was sehr befriedigend
ist, denn der experimentelle Wert ist etwas kleiner als der hier berechnete.
Dies folgt daraus, daB die Bandbreite der Valenzelektronen in Alkali-
metallen etwas kleiner ist als fiir freie Elektronen, fiir welche man beim
Kalium 5,88 e-Volt erhilt. Die Beriicksichtigung der Austausehwechsel-

1) In der ersten Niherung ist 9 im Innern des Atomrumpfes wesentlich
grofer als in der zweiten und dritten Ndherung. Dies folgt daraus, da8 man in
der ersten Néherung in w, nur einen Parameter hat, welcher aus der Randbedin-
gung (26) bestimmt wird, man kann also fiir g, in der ersten Néherung keine
bessere Approximation erwarten. — %) Die ausfithrlichen Berechnungen er-
scheinen demnichst. — 3) || ist hier in Verhiltnis zur ganzen Ionisierungs-
energie sehr klein.
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wirkung der Valenzelektronen mit den Rumpfelektronen und der Polari-
sation verbessern also unsere Resultatel).

Man kann die hier gegebene Methode auch zur Berechnung der Energie-
bandbreite als Funktion des Atomabstandes anwenden. Man wird dann
statt (21) fir yp,; folgenden Ansatz machen

n
pi= D0 (1 3 20), 4

k=1

(=1, 9

welcher den Vorteil hat, dal man zufolge des exponentiellen Faktors
die Lage und Breite des Energiebandes auch fir solche B berechnen kann,
welche wesentlich grofer sind als der Gleichgewichtsabstand und man fur
B =« die Eigenfunktion des Valenzelektrons im freien Atom bzw. die
Tonisierungsenergie des freien Atoms erhdlt. Man kann also mit diesem
Ansatz H,; und B als Funktionen von R berechnen, was in vielen Fallen von
Interesse ist.

Herrn Prof. Dr. R.Ortvay moehte ich fur die Férderung meiner
Arbeit meinen Dank aussprechen. Herrn Gy.Péter danke ich fir die
Durchfithrung der numerischen Rechnungen.

Budapest, Institut fir theoretische Physik der Universitat, September
1988.

1) Wir méchten noch bemerken, daf man mit der Wigner-Seitzschen
Methode bei dem metallischen Na fiir die Bandbreite der Valenzelektronen rund
11 e-Volt erhilt, wahrend sich fiir freie Elektronen rund 8e-Volt ergeben
(vgl. Handb. d. Phys. XXIV/2, 2. Aufl., 8. 406). DaB sich die Bandbreite auch
hier zu grofl ergibt, hat teilweise andere Ursachen wie in unserem Falle,




