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E i n i g e  d ie  Q u a n t e n m e c h a n i k  b e t r e f f e n d e  
E r k u n d i g u n g s f r a g e n .  

Von P. Ehrenfest in Leiden (Holland). 

(Eingegangen am 16. August 1932.) 

Einige Fragen trod Bemerkungen be~reffs: A. Die imagin~e Einheit in der 
SehrSdingergleichung und tier Transforma~ionstheorie: - -  B. Die mangelnde 
Analogie zwischen Photon und Elektron. - -  C. Das Zug~nglichermaehen der 

Spinorrechnung. 

Es sei gestattet, im folgenden einige Fragen zusammenzustellen, die 
sich in ~hnlicher Weise fast jedem Dozenten ~ufgedrangt haben miissen, 
der einem interessierten und zur Kritik erzogenen Zuh6rerkreis die Quanten- 
mechanik einfflhrend darzulegen hatte. Wohl kSnnen diese Fragen, besonders 
in der ~orliegenden Fassung, als ,,sinnlos" zur Seite geschoben werden, 
wenn man es sich bequem machen will. Der gute Ton verlangt das sogar. 
Nun, dann mul3 eben irgendwer das Odium auf sich nehmen, sie dennoch 
zu stellen. Im festen Vertrauen daralff, d~l~ es noch immer einzelne Forseher 
gibt, die die Kunst verstehen, ,,sinnlose" Fragen sinnvoll zu beantworten, 
und zwar in kla~'er, einfacher Weise. 

A. Die imaginiire Einheit in der SchrSdingergle,ichung und den Ver- 
tauschungsrelationen yon Heisenberg-Born. Es ist ein grol3er, klar ~ber- 

bliekbarer Komplex experimenteller Entdeekungen, der dazu fiihrt, das 
elektromagnetische Feld dm'ch zwei reelle Vektoren E, H darzustellen 
oder, wenn man will, dm'eh den einen komplexen Vektor M ~-- H ~ iE, 
der dann den niehtreellen Differentialgleichungen geniigt: 

1 0 M  
- -  rot M, (1) 

ic Ot 
div M : i e. (2) 

In Analogie dazu m5chte man gut, d.h. einigermal3en axiomatiseh 
gekl~trt, iiberblieken, warum die de Broglie-Schr5dinger-Wellen mindestens 
rLcei reelle Skalare erfordern oder deren bequeme Zusammenfassung in 
einen ko.mt)lexen Skalar ~/,. Die a'eitere Verdopplung bei der wellenmechani- 
schen Behandlung des Spins hat P a u l i  ja vSllig klar begiindet. 

Bemerkungen. 1. De Brog l i e s  und S c h r S d i n g e r s  erste Arbeiten 
lassen noch ganz klar die Beschreibbarkeit dm'ch einen reellen Skalar 
erwartenl). Wenn da schon gelegentlich ,,zur Bequemlichkeit" ein kom- 

1) L. de Broglie,  Wellenmechanik, S. 64, 65. Leipzig 1929. E. SchrS- 
dinger,  Abhandlungen zur Wellenmechanik, S. 25. Leipzig, Barth, 1927. 
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plexer Zeitfaktor eingefiihrt wird, um eine Sinuswelle zu behandeln, so 
wird doch ausdrilckli.ch betont, dal3 am Schlul~ der Rechnung der ~ealteil 
genommen werden sell1). Sparer ist das natm'lich nicht mehr mOglich, 
sobald die linke Seite der SchrSdingergleichung endgi~ltig ihren imagin~,ren 
Koeffizienten bekommen hate). Das b]achsuchen, wie verschiedene Autoren 
sparer in mehr lehrbuchm'~l~igen Darstellungen diesen PLmkt behandelt 

haben, bringt keine Hilfe3). 
o~. Im Hinbliek auf die Rolle der imaginaren Einheit in den Ver- 

tauschungsrelationen und in der ganzen Transformationstheorie w:~'e 
erfreulich, klar iiberblicken zu kSnnen, inwieweit schon in der alten Bohr -  
sehen Formulierung des Korrespondenzprinzips tier Ubergang yon reellen 
Fourierreihen zu den komplexen Exponentialreihen mehr bedeutete als 

eine blol~e Vereinfachung des Schreibens. 
B. G renzen der AnalogUe z wischen Photonen und Elektrone~. Im Falle 

streng monocln'omatischer Lichtwellen liefert das E, H-Feld fro" die ver- 
schiedenen 8tellen eines Interferenzfeldes direkt die relativen Wahrschein-. 
lichkeiten flit die Anwesenheit eines Photons, denn die ,,AnzaM" der 
Photonen unterscheidet sich yon der dutch sie getragenen Energie nta" um 
den bier festliegenden Faktor h v. $obald es sigh aber mn ein niehtmono- 
chromatisches Strahlungsfeld handelt, geht dieser eindeutige Zusammenhang 
zwischen den lokalen E, H-Werten trod der lokcden Wahrscheinlichkeit 
fro" die Anwesenheit eines Photons verloren. Es ist dann erst noch er- 
g~nzend eine Fom'ieranalyse des E, H-Feldes nOtig, also eine wesentlich 
nichtlokale Integrationsoperation. Es ist das ein Beispiel ffir eine schon 
unangenehme, abet immerhin noch bescheidene AnalogiestSrung: 

Fiir eine ~aterielle Partikel bestimmen die den Differentialgleichungen 
geni~g~nden w-Werte direkt die lokalen Wahrseheinlichkeitsdichten fi:a" die 
Anwesenheit der Partikel. Hingegen ist dies ~z,icht der Fall fttr die den 
h[axwellschen Gleichungen geniigenden H ~ - i E - F e l d e r  beziiglich des 

Photon, s. 
Die AnalogiestSrung ist aber im Orunde natfirlich eine viel tiefere: 

Die klassischen ~'Iaxwellgleichungen repr~sentieren ja eine echte Feldtheorie 
innerhalb des vierdimensionalen x, y, z, t-Kontinuums. Tn der urspri~ng- 
lichen Konzeption yon de Brog l i e  sehienen sich auch die ,,~,[ateriewellen" 

~) E. SchrSdinger ,  1. c. S. 57, FuSnote 1. 
~) E. SchrSdinger ,  1. c. S. 141, 142 und 169. 
8) Z . B . A .  Sommerfe ld ,  Wellenmechanischer Erg~nzungsband S. 8 und 

46. It. Weyl, S. 44, J. Frenkel ,  S. 60. - -  Ja selbst W. Paul i  (Mtiller- 
Pouillet, Bd. II. S. 1820, 1821) soheint es hier vermeiden zu wollen, ,,schlafende 
I-Iunde wach zu machen"! 
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in eine vierdimensionale Feldtheorie ftigen zu wollen, ffir die d~nn auch die 

einfachen Typen yon Interferenzexperimenten als klo, re Bestiitigungen 
h~tten gelten kSnnen. Der Glaube an die ~fSglichkeit einer solchen Feld- 

theorie ist tins aber (vorl~iufig ?!) ger~ubt, seit S ehr5  d i n g e r  bei der Wechsel- 
wirkung zwisehen n Elektronen sehon die Ausbreitung einer ~p-Funktion 
in einem 3 n-dimensionalen ,,Konfigurationsramn" zu Hilfe nehmen muf~te 
und al]e bisherigen Versuehe, irgendwie zum vierdimensionalen I~ontinuttm 

heimzukehren, geseheitert sindl). 
Es ergibt sieh so die Frage: Wie soll man bei der E,in:/~hrung in die 

Quantenmechanik die ,,Analogien zwisehen Photon und Elektron" be- 

handeln, da man sieh bei dem gegenw'~rtigen Zustand der Quantenmeehanik 

doeh keinesfalls den Luxus erlauben kann, diese hem'istiseh so enorm ver- 
dienstlichen Vergleiche ganz einfach zu ignorieren? 

Bemerkungen. 1. Der aus dem Laplace-0perator s abgeleitete line,re 

Operator ~/A, den L a n d a u  und P e i e r l s  2) als Hilfsmittel f~" ihre Behand- 
lung der Photonen eingefiihrt haben, ist na~iirlich kein Differentialoperator, 
sondern ein Integralopera~or, also wesentlich n~vhtlokal~). Wenn diese 

hutoren also dem S e h r S d i n g e r s c h e n  F, F* nicht mehr H q- ~E, H -- ,iE, 
sondern ihr / ; ,  F* gegeniiberstellen, so tu~ man gut, sorgf~Itlg im Auge zu 
behalten, d~13 die S e h r S d i n g e r s e h e  GrS~e seiner Differe~tialgleichung 

gentigt, das L a n d a u- P e i e r 1 sehe F dagegen der (vefffihrerisch eleganten !) 

I~Ttegrcdgleichung : 1 F = __ ~/-~F. (8) 

c 

Und nun das P e i e r l s - L ~ n d a u s e h e  Selbstbekenntnis: ,,~'[an kann 
1 

jedoeh nicht etwa F* ~ F  als Wahrscheinlichkeitsdichte definieren, 

1) 5Ian gewStmt sich, den tiefen Konflikt zu vergessen, der hier mit einer 
unserer fundamentalsten physikalischen Uberzeugungen vorliegt; n~mlich mit 
der Uberzeugung. daf~ die Weltmaschine ein direktes, prim~ires Zusammenspiel 
nut zwischen solchen ZustandsgrSl~en herstellt, die infinitesimal benachbarten 
t x yz-Punkten zugeh6ren. Die SchrSdingersche Differentialgleichung for 
zwei Elektronen ver]angt dagegen ein Zusan~menspiel der ~p-Wert~e in einem 
infinitesimalen Oebiet des t x 1 Yl z~ x~_ y_~ z.,-Kontinuums, in we]them 

I:(x2 - -  xl)2~ - ly2 - -  yl) 2 -]- (z2 - -  zl) 2 
beliebig viele Kilometer lang sein kann. Wir sollten uns immer wieder darn'an 
erinnern, eine wie unheimliche Fernwirkungstheorie also die SchrSdingersehe 
~ellentheorie ist, urn uuser Heimweh nach einer vierdimensionalen ~Tah- 
wirkungstheorie wach zu halten! Gewisse, dutch E i n s t e i n  ersonnene, aber 
nie im Druck publizierte Gedankenexperimen~e sind hierffir sehr geeigne~. 

2) L. L a n d a u  und It. P e i e r l s ,  ZS. f. PhFs. 62, 188, 1930. 
3) Siehe 1. c. Gleiehung (4). 
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denn diese GrSlte ist nicht positiv definit." Ms ob yon ihr nichts Ubleres 
zu erzi~hlen wi~re! Falls ich recht verstehe, habenspiitere daran anschliel3ende 
Arbeiten in der hier angedeuteten Frage keine Veri~nderungen gebrachtl). 

2. Man mSchte klar iiberblicken, "was es bedeutet, dal3 man nur ~ ~o* 
messen karm und nicht ~ selber, ~v~hrend man ira elektromagnetischen 
Feld aul3er 1/2 ( E ~  H 2) auch E und H selber messen kann. Handelt 

e~ sich bier um eine Asymmetrie, vonde r  man zu erwarten hat~, dal3 sie 
auch dann noch bestehen bleiben wird, ~venn man die reziproke Weehsel- 

wirkung zwischen ,,Materie" und ,,elektromagnetischem Feld" besser als 
derzeit in der Theorie wh'd darstellen kSnnen? 

3. All die vir~uosen Abhandlungen fiber die Analogien zwischen den 
~axwe l l s chen  Gleichungen einerseits un4 speziell den Diracgleiehungen 
andererseits haben, wenn ich richtig sehe, absolut nichts ergeben. 

C. Bequemeres Z~egSnglichmachen der ,,Spinorenrechnung". Der reiche 
Vorrat yon Analogien z~ischen anschaulich sehr verschiedenen Vektoren 
und Vektorfeldern hat der Entwicklung der 1~echanik und Physik immer 
~'ieder seth" geholfen. Der relativ viel geringere Vorrat Yon Analogien 
im Gebiet der Tensoren vom zweiten oder gar hSheren Rang bedeutete 
in den Jahren z~vischen 1900 und 1905 eine grol~e /-Iennnung bei physi- 
kalischen Uberlegungen. ~lan wird bei der Durchsicht yon A b r a h a m s  
,~rtikel in der mathematischen Encyklop'~die IV, 14, 1900 lebendig 
daran erinnert! Ja selbst in M i n k o w s k i s  bertihmter Behandlung tier 
speziellen Relativitfitstheorie (1908) 1.~13t die Bezeictmung des antisym- 
metrischen Feldtensors zweiten ~anges als ,,Raum-Ze, it-Vektor zweiter Ar ~.'' 
noch et~Tas davon fiihlen. ~m" erst Vo ig t s  ,,Lehrbuch der Kristallphysik" 
(1910) und besonders E ins~eins Darstellung des absoluten Tensorkalkiils 
in ,,Formalen Grundlagen der allgemeinen l~elativiti~tstheorie" (1914) 
markieren so ungefi~hr das AufhSren dieser Hemmung fiir die Physiker, 
was die Tensoren befrifft. 

Aber nun die Sp~wren?! Die Physiker, die die Skizze kennen, die 
v a n  der W a e r d e n  2) haupts~chl.ich im Anschlul3 a n W e y l  (Gruppentheorie 
uric[ Quantenmechanik) gab 3), werden fin" diese Skizze sicher sehr aufrichtig 
dankbar sein. Aber noch immer fehlt ein d~nnes B~hlei~, aus dem man 
gem,~ttlich die Spinorrechnung mit der Tensorrechnung vereini~ lernen kSnnte. 

~) Siehe z . B . J .  Solomon, Ann. de phys. 16, 411, 1931. 
~) GStt. Nachr. 1929, S. 100. 
a) Siehe auch B. van  der Waerden, Gruppentheoretische Methode in 

der Quantenmechanik, S. 82. Berlin, Julius Springer, 1932. O. L a p o r t e  
u. C. Uhlenbeck,  Phys. Rev. 37, 1380, 1931. 
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Be,merkungen. 1. Es bleibt doch komisch, dal3 den Physikern nach 
20 Jahren spezieller und 10 Jaln'en allgemeiner ~elat, ivita~stheorie nor erst 
aus Pau l i s  Arbeit iiber die Wellenmechanik des Spinelektrons und der 
daran ~nschliel3enden Arbeit von Di rac  die unheimliche Xunde kam, dal3 
der isotrope Raum und die Einstein-Minkowski-Welt auf~er dorch Ten~oren 
auch noch dm'eh das mysteriSse Oeschlecht tier Spinoren bevSlker~ werden 
kann. Nicht nor all das Gesehreibe iiber die angebliehe ,,}Iaxwellisierbarkeit" 
der Diraegleichungen wurde dorch den ersten Schreck dariiber ausgelSst, 
sondern auch die Mlzu tiefsinnige Verwendung des Spinelektrons als 
,,Kreiselkompat~ fttr E ins te  inschen t~ernparallelismus", mit der dann erst 
F oc k  ~) aufrgttmte, indem er mit der nStigen Sorgfalt den Rechenapparat 
tier Pa~'a.lleliibertragung yon den Tensoren richtig auf die Spinoren aus- 
breitete. 

~. KSnnte sich nich~ jemand, der diese ~'Iaterie wirldich beherrscht, 
herablassen, in einer ~,uch uns glteren Physikern lesbaxen Form darzustellen, 
was fiir die ~ruppe der reeZIsn Drehu.ngen in beliebig vieldimensionalen 
~.~umen beka~mt ist~): bezi/glich der [Popologie der Gruppe, ihren zwei- 
deutigen irreduziblen Darstellungen nnd den zu ihnen gehSrigen spinet- 
~ihnlichen GrSl3en, insbesondere natiirlich im" die reelle Drehgruppe des 
tqerdimensionalen ~aumes? (Zusammenhang zwisehen Tensoren und 
Quasispinoren in diesem FsLlle.) Eine klare, ungelehr~e Ubersicht iiber die 
t~.esultate ware sehon sehr erwiinsohf, selbst wenn yon den ]3eweismethoden 
nm" eine Andeutung gegeben wiirdei 

8. KS~mte nieht dorch eine kompetenfe Diskussion gekl~rt werden, 
inwiewei~ Weyls  Vermutung (Oruppentheorie und Quantenmechanik, 
S. 142) richtig ist, dal] in der Physik nur solche Tensoren eine fundamentMe 
Rolle spielen, deren Xomponenten sich gem~tf~ irreduz~blen Darstellungen 
der Dreh- bzw. Lorentzgruppe transformieren ?. (Der Energie-Spannungs- 
tensor eines Diracelektrons liefert, wie ich yon U h l e n b e c k  hi)re, ein P~egen- 
beispiel.) Akzep~iert man Weyls  Vermutung, so wird man wimsohen, 
dab jenes ,,dimne Biichlein iiber Spinor- und Tensorrechnung" sich danach 
richter,. 

4. Wgre es mSglieh, daf~ bei der t41assifikation yon linear-homogenen 
Erseheinungszusa~mnenh~ingen in Kristallen neben den Tensoren (siehe 
Vo igt s oben zitier~es Buch) aueh noeh Spinoren eine Rolle spielen kSnnten ? 

~) ZS. f. Phys. ~7, 261, 1929. 
'~) Sieh~ tt. Weyl, Math. ZS. 23, 270, 1925; 2~l, 328, 377, 789, 1926. 


