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O b e r  d i e  S t r e u u n g  y o n  N e u t r o n e n  a n  P r o t o n e n .  

Von E. Wigner, zur Zeit in Budapest. 

(Eingegangen am 17. M~irz 1933.) 

Die Streuung yon Neutronen an Protonen wird unter der Annahme berechnet, 
dal~ sich ihre Wechselwirkung dureh ein Potential beschreiben l~l~t, das sich 
auf nur sehr kleine Entfernungen erstreckt. Dieses P(~tential wird mit dem 

Massendefekt des Ureyschen Wasserstoffs in Zusammenhang gebraeht. 

1. Die Streuung yon Neutronen an Atomkernen wurde schon von 
Massey 1) behandelt. Wenn diese Frage im folgenden emeu~ angegriffen 

wird, so sei dies damit entschuldigt, dat~ sich die Masseysehen Unter- 
suchungen in erster Reihe mit der S~reuung an schweren Kernen beschaftigen, 

w~hrend im folgenden die Streuung an Protonen besproehen und mit dem 
Massendefekt des H 2 in Zusammenhang gebraeht werden soll. Aui~erdem 

soll die Riehtungsabh~ngigkeit der Streuintensit~t genauer besproehen 

werden. 
Man kann die Streuung naeh dem Verfahren yon F a x 6 n  and Ho l t s -  

m a r k  e) folgendermalilen berechnen: Man zerlegt zun~ehst die einfallende 

ebene, monoehromatisehe Welle in Wellen, bei denen der Gesamtdreh- 
impuls feste, schaffe Werte hat. Zu diesem Zweek benutzt man das Ko- 

ordinatensystem, in dem der Sehwerpunkt des ganzen Systems ruht, dann 

h~ngt die Wellenfunktion nur yon den Differenzen x, y, z der Koordinaten 
des Protons und Neutrons ab. Die einfallende Welle sei e in z/h; die Wellen- 

funktion eines Zustandes mit dem 'GesamMrehimpuls l und einer Kom- 

ponente des Drehimpulses parallel Z gleich Null, sei Y~t. Dann schreib~ 

man zun~chst 

e ipz/h : aoy~ o -~ a l ~  1 ~ a2~ 2 -~-- .  (1) 
Dabei ist 

~~ = r - l  s in  p r / h ;  ~fl -~ OFo/Oz;  

~2 = 9 , ~  0x ~ 5 %; usw. 

Die Koeffizienten az erhi~lt man am einfaehsten durch Vergleieh des Wertes 

und der verschiedenen Differentialkoeffizienten nach z auf beiden Seiten 

1) H. S. W. Massey, Proc. Roy. Soc. London (A) 138, 460, 1932. 
2) H. Fax6n u. J. Hol t smark ,  ZS. f. Phys. 45, 307, 1927. 
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von (1) im Anfangspunkt des Koordinatensystems; die ersten 1 -  1 Diffe- 
rentialkoeffizienten yon YJz versehwinden in diesem Punkt. Man erh~lt so 

eipz/h sin pr/h 3ih 0 sinpr/h 
----pr/h p cosy  ~ 0 r  pr/h ~-"" ( la)  

Dabei ist 0 der Winkel zwischen der Z-Achse und der Richtung nach x, y, z. 
Die einzelnen Glieder in (1) sind LSsungen der potentialfreien SchrSdinger- 
gleichung - -  h ~ zJ yJ~ ~ p~ yJ~, sie miissen ersetzt werden dutch L5sungen y~ 
der wirkliehen SehrSdingergleichung (h ist die P laneksehe  Kon.stante 
dividiert dutch 2 g) 

= (r)) (2) 

wo M die Protonenmasse ist und p den Impuls der Teilchen im Schwer- 
punktsystem bedeu~et, so dal] die Relativgesehwindigkeit ~, p/M ist. Das 
Ersetzen der Y~z durch die qh geschieht dutch Addition von Funktionen [z 
zu den ~f~, die denselben Drehimpuls wie die entsprechenden y~ haben und 
deren Benehmen im Unendliehen die einer auslaufenden Welle ist, die also 
im Unendlichen proportional den Ausdrticken 

V-leiPr/h' ~z V-!eiPr/h' 2-~-~ O~ ~-~ r- le  ipr/h usw. 

sind. Die gestreute Welle ist dann /o-~-/1 + [2 §  
Schon die Streuversuche yon I. Curie  und J o l i o t  1) lassen erkennen, 

dal~ die Streuung im wesentlichen kugelsymmetrisch ist and jedenfalls die 
Vorw~rtsstreuung nieht so ausgesproehen.bevorzugt ist, wie etwa bei der 
Streuung yon ~-Teilchen. Dieser allgemeine Charakter der Streuung wird 
auch dutch die neueren Versuche von D u n n i n g  und P e g r a m  u) best~tigt. 
Daher liegt es nahe, anzunehmen, dal~ die gestreute Welle im wesent- 
lichen aus dem kugelsymmetrisehen /o allein besteht. Dem wiirde ent- 
sprechen, dal3 YJ1, YJ~,.-. sehon be'inahe LSsungen der SchrSdinger-~ 
gleichung (2) mit Potential sind, d.h.  das Glied M Vq~ in (2) far 1:r 0 
klein ist. Das ist sicher der Fall, sobald der Abstand a, in dem V sehr 
klein wird, wesentlieh kleiner als die Wellenl~nge h/p ist. Dies fiihrt dazu, 
die ttalbwertsbreite des Potentials kleiner als e~/mc ~ anzunehmen3), 

2. Nun sei die l~echnung durchgefiihrt, zuniiehst mit einem ,,kasten- 
fiirmigen" Potential,  das fiir r ~ a gleich - - v ,  ftir r ~ a gleieh Null ist. 

1) I. Curie u. F. Jo l io t ,  La projection des noyaux atomiques par un 
rayonnement tr~s p~nStrant. Paris 1932. J .L.  Des touches ,  Etat actuel de 
la th6orie du neutron. Paris 1932. 

~) J. R. Dunn ing  u. G. B. Pegram,  Phys. Rev. 43, 497, 1933. 
3) Vgl. auch E. Wigner,  ebenda 43, 252, 1933. 



Uber die Streuung von :Neutronen an Protonen. 255 

Die Wellenfunktion des diskreten station~ren Zustandes ist fiir r ~  a 

gleich r -1 sin pot~h, for r > a gleich cr-le ip~(~- a)/h, wO Pl positiv i m a g i s t ,  
- - p ~ / M = s  die Bindungsenergie [nach B a i n b r i d g e  I) ungef~hr das 

Dreifache der Ruheenergie des Elektrons] und p2 = M ( v -  e) ist. Die 
Forderung der Ste~igkeit der Wellenfunktion und ihres Differential- 
quotienten ergibt in bekannter  Weise (es ist a/h - -a ' ) :  

d .h .  es mull, damit fiberhaupt ein stationiirer Zustand existiere, 

g~ 

sein. Dutch Reihenentwicklung erhi~lt man (man setze poa' ~ ~/2 ~ x 
and entwickle nach x): 

7e 2 ~ / ~ s  8 M e a '  (Sa) ~M (v--  ~) = ~-~, + ~ ~ . . .  

Diese Reihe konvergiert um so besser, je kleiner a' ist, fi~r alle wirklich 
in Frage kommenden a'  geniigen die ersten zwei bis drei Glieder. 

Nun berechnen wir fo, den kugelsymmetrischen Tell der gestreuten 
Welle. Fiir r ~ a i s t  wiederum ~o =- cr-1 sin p~r/h, ffir r > a jedoch 

sin p~,r/h 
~ o - -  p~r/h ~-br--leiPa(r--a)/h' (4) 

wo Pa diesmal reell ist. Es ergibt sich 

b _-- _ _  _h Pi ctg Pi a '  sin Pa a ' - -  Pa cos Pa a' (4 a) 

Pi ctg Pi a' - -  i Pa P~ 

oder mit  Hilfe von p~ = p] -~ M y  und (3 a) die Reihe 

h ha' 
b . . . .  (4b) 

 po+f -i + "  
Die erste N~therung der B o r n s c h e n  Stol3theorie wtirde far  b ergeben~) : 

h M v  eiPaa, ( a ' - -  1 ) 
b - -  2 pa ~ \ ~ sin 2 Pa a '  �9 

Sie ist also im vorliegenden Falle nich~ ausreichend. 

1) K. T. B a i n b r i d g e ,  Phys. Rev. 42, 1, 1932; J .D. H a r d y ,  E. F. B a r k e r  
u. D. U. D e n n i s o n ,  Phys. Rev. 42, 279, 1932. 

2) Vgl. L. B r i l l ou in ,  Die Quantenstatistik, S. 262. Berlin 1931. 
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Es sei nun /1 berechnet. Far  r < a gilt 

~1 ~ C COS ?~ 
0 sinp:/h 

Or pir/h ' 
flit r > a dagegen 

3ih 0 sin p~r/h 0 e tpa(r-a)/h 
- -  - -  cos v~ + b cos (5) 

q)l = Pa 0 r par/h  O -~r ~ Pa r/h 

Die Stetigkeitsbedingungen fiir r = a ergeben 

12 b = ( ~ - -  ihp~a '~. (5 a) 

Die Streuung der Neutronen mit dem Drehimpuls 1 fgllt daher schon in 
die GrSitenordnung, die wit bei (4 b) vernaehliissigt haben. Wir fiihren (5) 
trotzdem weiter mit, um die Bedeutung einer Vorwgrtsstreuung beurteilen 
zu kSnnen. 

Die gesamte gestreute Welle ergibt sich mithin for r ~ o~ 

( h a O,21ip.a 2 ) 
/o ~- /1-~- . . . .  r--leiPa(r--a)/h ~ _ ~ _ i p  a 2 ~ h eosv~ �9 (6) 

Die Intensitgt der Streuung ira Schwerpunktssystem in der Richtung v ~ 
ist daher 

( h]/Mee + a + (~pah  0,21 pea2 ~a. 
Ja + + + / (6~) 

Eine wesentliche Vorwgrtsstreuung ist also dann zu erwarten, wenn erstens 

i0~ nieht viel kleiner als ~/Mss ist (diese Bedingung ist bei den meisten Ver- 
suehen erftillt), aul]erdem muB aber 0,21 a S (P~a ~- Ms)/h~ nieht viel kleiner 
als 1 sein. Die Asymmetrie der Streuung im Sehwerpunktssystem ist daher 
naeh (6a) direkt sin Mal~ flit die Ausbrdtung des Weehselwirkungspotentials 
zwisehen Neutron und Proton. Eine bevorzugte Riiekwiirtsstreuung is~ 
nur zu erwarten, wenn dieses Potential auch abstol]ende Gebiete hat. 

Um die absolute Gr51~e des Wirkungsquerschnitts q yon Proton und 
Neutron zu berechnen, miissen wit beaehten, dab die Dichte beider Teilehen- 
arten flit die Wellenfunktion (1) gleich ] i s t ,  die Anzahl der Zusammen- 
stSBe pro Kubikzentimeter und Sekunde daher 2 qpa/M (de die Relativ- 
gesehwindigkeit 2 y~/M ist). Die Anzahl der aneinandergestreuten Paare 
mit dem Sehwerpunkt im betrachteten Kubikzentimeter und dem gegen- 
seitigen Abstand zwisehen r und r + 1 ist daher gerade q. Dutch Quadrieren 
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von (6) and Integrieren in diesem Gebie~ erh/ilt man ftir diese GrS$e bis 
auf Glieder mit a 2. 

8 ~ h 2 1 -4- a ~ / ~ / h  
q - =  M E + 2 e  ' (7) 

wo E die kinetische Energie 2 p~a/M des Neutrons bei ruhendem Proton ist. 

Bei dem E e k a r t s e h e n  Potential 1) V (r) = - - 4  vD/(1 ~- e r/e) (1 + e-~/e) 

tritt an Stelle des Faktors 1-[-a ~ / ~ / h  der Ausdruek 1 + 4@ ~/-~e/h. 
Das E e ka r t sche  schmiegt sich an das hier benutzte Kastenpotentiat mit 

a = 2,5 @ und v ~ 0,61 v o am besten an. Die beiden Ausdriicke ftir die 

Streuung sind daher nicht allzu verschieden. 

Die Messungen van M e i t n e r  und P h i l i p p  2) ergeben bei Energien 
yon 0 ,5 .10  s bis 2- 10 e Elektronenvolt ftir die Neutronen einen Wirkungs- 

radius, der grS~er als 8 . 1 0  -la em ist. Fiir a ---- 0 gibt (7) bei diesen Energien 

die Werte 8 . 1 0  -la bzw. 10- 10 -la em, bei grSBeren a noeh grSl~ere. Die 

Werte, die man aus den Messungen van I. Cur i e  und J o l i o t  a) ableiten 

kann, sind vie1 kleiner und stehen im Widersprueh zu (7). Die Messungen 
yon D u n n i n g  und P e g r a m  entsprechen dagegen den M e i t n e r -  

Phi l ippsehef l .  

8. Am einfachs~en wird das Bild, wenn man a = 0 annimmt, d .h .  

ein in einem unendlieh sehmalen Gebiet unendlieh groBes Potential. Dann 
wird der Stol3quersehnitt uaabh~ngig davon, wie das Potential im einzelnen 

aussieh~. Aus diesem Grtmde und da die M e i t n e r - P h i l i p p s e h e n  Versuehe 

dieser Vorstellung vorl~ufig nieht widerspreehen, seien ihre Konsequenzen 
etwas ausfiihrlicher erSrtert. 

Die Wellenfunktion wird ft~r jeden endliehen Abstand der Teilehen 
voneinander der Gleichung - - h 2 A  ~ = ihMO ~/Ot geniigen, and die Exi- 

stenz des Potentials wird sieh nut in einem singul~ren Benehmen der Wellen- 

funktion iiul3ern, wenn man die Teflehen einander n~herta). Entwickel~ 

1) C. E c k a r t ,  Phys. Rev. 35, 1303, 1930. 
3) L. Mei tne r  u. K. Ph i l i pp ,  Naturwissenseh. 20, 929, 1932. 
~) 1. c. 
4) Die MSglichkeit, gewisse Singulariti~ten in tier Wellenfunktion zuzulassen 

und insbesondere die Notwendigkeit, bei gewissen singul/~ren Potentialen (1/rn 
bei n > 2) solche SingularitKten anzunehmen, wurde in einer bisher nicht 
publizierten Arbeit von J .v .  N e u m a n n  untersucht. Ffir die MSglichkeit, 
seine unpublizierte Arbeit zu studieren, sowie fiir andere mannigfache An- 
regungen sei Herrn v. N e u m a n n  auch an dieser Stelle bestens gedankt. 
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man die Wellenfunktion nach Kugelfunktionen der Richtung v ~, ~ der 
Verbindungslinie der Teilchen 

ao l 

v, - ~ ~ ~,,. (~, v, ~, r) P~,~ (~, ~) (s) 
l ~ O m ~ - - I  

(4, ~1, ~ sind die Schwerpunktskoordinaten, r der Abstand der Teilchen 
voneinander), so werden die ~z~ mit  1 =r 0 aueh ffir r ~ 0 regular sein 
(sogar verschwinden): je kleiner der Radius des Potentialberges ist, um so 
weniger wird er sieh bei den ~ mit  l ~ 0 bemerkbar  machen. Dies geht 
fiir ~1o aueh aus  (5 a) hervor:  b verschwindet, wenn a zu Null geht. 

In  q~o tri t t  dagegen bei r --~ 0 eine Singularitiit auf. In  (4) haben wir 
die stationiiren Zust~nde bestimmt, sie haben ffir r > a, also im vorliegenden 
Falle fiberall, die Form 

s i n  p r / h  _ be ip , /h_~  c (sin p rib b' cos p rlh + ). (9) 
~o - -  pr/h + r \ pr/h r 

Dabei ergibt sieh b' aus (4b) zu 

b h 
1 + ~ b ~/h 1/-ff i '  (9 a) 

so dal] der Koeffizient des Gliedes 1/r zum Koeffizienten des konstanten 
Gliedes in einem vom Energieparameter unabh~ngigen Verhiiltnis steht. 
Da sieh jede Wellenfunktion als eine Linearkombination stationi~rer Zusti~nde 
schreiben l~13t, gilt dies tfir alle Wellenfunktionen. Man kann das Potential  
ganz weglassen und an seine Stelle diese Grenzbedingung einfiihren, - -  e ist 
dabei der einzige diskrete Eigenwert. 

Ob diese Annahme fiber das Potential  zur Besehreibung der Streu- 
versuehe geeignet ist (und ob man die u fiberhaupt dutch ein 
Potential beschreiben kann), kann wohl nut  an Hand  weiterer Versuche 
entschieden werden. Es ist ja  bekanntl) ,  dal3 man dieses Potential ffir 
das D i r a e s e h e  Elektron nieht  mehr verallgemeinern kann. 

1) Vgl. J. L. D e s t o u c h e s ,  1. c. 


