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Bemerkungen zur Quantenmechanik
des anharmonischen Oszillators.
Von &.Posehl und E.Teller in Gottingen.

Mit 5 Abbildungen. (Eingegangen am 19. April 1933.)

Es wird untersucht, inwieweit man bei einem anharmonischen Oszillator nach

der klassischen Theorie und nach der Quantenmechanik aus dem Spektrum auf

den Potentialverlauf schlieBen kann. Als Beispiele werden Potentialansitze

angegeben, tir die die Schrodingergleichung exakt integrierbar ist. Bei Scharen

wesentlich verschiedener Potentialkurven, die man aus einem Ansatz erhilt,

sind die Energieniveans und damit auch die in dem Spektrum auftretenden
Frequenzen dieselben.

Es soll ein Beitrag zu der Frage gegeben werden, inwieweit aus dem
Spektrum eines eindimensionalen, anharmonischen Oszillators auf den
Potentialverlauf Riickschliisse gezogen werden konnen. (Das bekannteste
Beispiel fiur dieses Problem ist die Schwingung eines zweiatomigen Molekils.)
Aus dem Spektrum kann man zundchst die Energieniveaus und die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten entnehmen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind aber zur Bestimmung des Potentialverlaufs praktisch nicht verwertbar.
Man konnte zwar zunéichst versuchen, aus der Intensitdt der Obertone die
Anharmonizitit zu berechnen; dies ist aber im allgemeinen nicht zuldssig.
In den meisten praktischen Fillen (Molekiilschwingungen, Gitterschwin-
gungen) hingt namlich das elektrische Moment nicht streng linear von der
Verrtickung des Oszillators ab, und es konnen folglich Oberténe schon bei
rein harmonischer Schwingung auftreten.

Aus der Lage der Terme, d.h. den Werten der Frequenzen, gewinnt
man zwar Aussagen itber den Potentialverlauf, aber er wird durch sie noch
nicht eindeutig festgelegt.

Schon bei der klassischen Beschreibung eines anharmonischen Oszillators
ist es unmdglich, aus den Frequenzen allein das Potential vollstandig zu
berechnen. Es ist ndmlich die Schwingungsdauer als Funktion der Schwin-
gungsenergie schon dann eindeutig bestimmt, wenn man nur die Amplitude,
d.h. den Abstand der beiden Umkehrpunkte als Funktion der Energie
kennt. Folglich muf man zur klassischen Berechnung der Schwingungs-
frequenz nicht den Verlauf der beiden Aste der Potentialkurve fiir sich
kennen, sondern nur die Breite (Abstand der beiden Aste) als Funktion
der Hohe (potentielle Energie). Es wird also etwa bei beiden in Fig. 1
gezeichneten Potentialkurven die Schwingungsdauer in derselben Weise
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von der Dinergie abhdngen, da in beiden der Abstand von je zwel
Punkten mit gleiechem Potentialwert (s. die horizontalen Linien in der Figur)
dieselbe Funktion des Potentials ist. Diese Funktion wollen wir im
folgenden mit Ar (V) bezeichnen.

In einem Verfahren, das O.Kleinl) zur Bestimmung des Potential-
verlaufs vorschlug, spielte nun diese Funktion auch eine ausschlaggebende
Rolle. Er bestimmt sie ndmlich naherungsweise aus der Bedingung der
alteren Quantentheorie (oder, was hier praktisch dasselbe ist, des Kramers-
Wentzel-Brillonin-Verfahrens), daf fiix die gequantelten Fnergiewerte
das Integral

§pdq=(\n+-12—)h 1)

sein muf}; dieses hangt aber nur von Ar (V) ab?).
s ist daber allerdings zu bemerken, dall, wenn man ein Potential
mit nur endlich vielen Energieniveaus sucht, Gl. (1) nur endlich viele
Bedingungen fir den ganzen
\ /| /  Kurvenverlauf lLiefert. Selbst
T \é__drﬂ/}ﬁ/ \%Arﬂd—%/ von der Funktion Ar (V) sind
S

nur einzelne Punkte festge-

legt; wenn man von vorn-
herein annehmen kann, daf sie

Tt

Fig. 1. eine glatte Funktion ist (was

bei allen praktischen An-
wendungen der Fall sein wird), so wird man die itbrigen Punkte durch
Interpolation gewinnen kénnen. Es ist aber zu betonen, dal (1) im Prinzip
nicht einmal zur vollstindigen Bestimmung von Ar (V) ausreicht. Um-
gekehrt ist, wie schon erwahnt wurde, die Lage der Terme in der Klein-
schen Naherung durch Angabe der Funktion A+ (V) eindeutig festgelegt.
Im folgenden mochten wir an Hand einiger einfacher (glatter) Potential-
kurven untersuchen, inwieweit bei exakt wellenmechanischer Rechnung
noch ein dhnlicher Zusammenhang zwischen den Frequenzen und Ar (V)
besteht wie in der klassischen Theorie oder bei O. Klein. Es wird sich
zeigen, daf im allgemeinen dieser Zusammenhang nur iehr naherungs-
weise vorhanden ist.

1) 0. Klein, ZS.f. Phys. 76, 226, 1932.

2) Zur miglichst vollstindigen Bestimmung des Potentialverlaufs bei
zweiatomigen Molekiilen verwendet Klein auBerdem die Wechselwirkung
zwischen Schwingung und Rotation, die eine Abschitzung der Asymmetrie der
Potentialkurve gestattet.
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Als einfachstes Beispiel sei die Kurvenscharl) V :% + br? mit kon-

stantem b, aber variablem a erwihnt. Bel allen diesen Kurven ist Ar (V)
dieselbe Funktion, und auch nach der Quantenmechanik bekommt man
von @ unabbéngige, dquidistante Energiewerte mit dem Abstand %V;;ﬁ

Wir wollen hier zwei weitere Potentialansétze ausfihrlicher diskutieren.
In beiden kann man durch Variation eines gewissen Parameters die Form
der Kurven verindern, ohne dal sich die Energieniveaus verschieben,
wohl aber wird die Funktion A7 (V) ein wenig abgeéndert. Bei dem einen
Potentialansatz gibt es nur ein diskretes Energiespektrum, wahrend bei
dem anderen sich an endlich viele diskrete Energieterme ein Kontinuum
anschliefit.

Das Potential, das wir zunichst behandeln wollen, lautet

v, hgocz[ v (v —1) + u(p—1) ]’ <0<05(T—-’I‘0):<zt2->; (2a)

=3 I : 2
8a*mlsin*a(r —ry) = cos®a(r—r,)

dabel ist m die Masse des Oszillators, o eine reziproke Liange, y und » schlieflich
zwel (nieht notwendig ganze) Zahlen groBer alg Eins. Wir zeigen, daB mit
der Randbedingung == 0 in den singuldren Punkten o« (r —1ry) =0 und
o (r—ry) = 7/2 fur dieses Potential die Schrodingergleichung
dy* 8a’m
ar h?

in geschlossener Form integrierbar ist. Man schreibt die Eigenfunktionen

B—V)p=0 ‘ ®)

zweckmaBig in der Form
p =80 o (r—1g) - cost & (r—ry) - 2, (4a)

wobei 2z, wie man zeigen kann, in den Randpunkten endlich bieibt und von
Null verschieden ist. Wir fithren ferner als unabhéngige Variable

Yy = sino (r —7p) (5)

ein und setzen z in der Form

7 = %akyk (6)

an. Aus (3), (4a), (5), (6) erhalt man fir die Koeffizienten die zweigliedrige
Rekursionsformel

8 2
ap o[+ v+2)(k+ v+1)—v(v—l)]+ak[—(,u+ v+ k)%;g e

E|=0. (1)

W
1) Sie wurde in #hnlichemn Zusammenhang schon von P. M. Davidson.
Proc. Roy. Soc. London (A) 133, 439, 1932 besprochen.
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Da z fiir y == 0 von Null verschieden sein soll, ist ay 5= 0. Man kann daher
fiir z nur dann polynomiale Losungen erhalten, wenn fiir eine ganze, nicht
negative Zahl n (die wir als Quantenzahl bezeichnen kénnen) der Energie-
parameter I die Bedingung

0(.2 h2

B = 5

(@4 v+ 2n)? (8a)

erfullt. s ist sofort ersichtlich, daB fur diese Energiewerte der Ansatz (4a),
(6), (7) eine Losung der Differentialgleichung (2} liefert, die den Rand-

760 ~ bedingungen geniigt!). Das eben

) e ' behandelte Potential enthilt
oy auBer den Konstanten r, und «,
. die im wesentlichen nur Anfangs-
punkt und MaBstab von r fest-
G legen, die Parameter u und .
v 2= Far r—ry =0 und r—ry=n/2a
/f 2 wird das Potential unendlich,
& dazwischen hat es ein um so
%i X7 et flacheres Minimum, je kleiner
60 o+ v ist.  Die Energieniveaus
50 hingen nicht von u und w»
w0 . einzeln, sondern nur von u +»
2 - ab. Im Falle y+ » —2 geht
. \ \\\ / / / das Potential gegen ein Kasten-
=0 b potential, und die Energieniveaus
7 M werden proportional zu (n + 1)2.
7% Fll ;; !f z Fur groBes y -+ v und kleines n
a(r-n)—s-

bekommt man annéhernd &qui-

Fig. 2. Potentialkuiven nach Ansatz (2a) in distante Energieniveaus Die
. h2 a2 . )
Einheiten als Funktion von « (r — rg)

82 m Unterschiede zwischen diesen
I n=2, r=2, . . . . .
J IT u—15 r—95 nehmen hier, dhnlich wie bei dem
firut+r=4 ! v T . .
l T =29, r=11, Kastenpotential, mit wachsender
IV p=1, r=3.

Energie zu, was zu erwarten war,
da das Potential stirker ansteigt als 72 und deshalb die Frequenz mit der
Energie zunimmt. Vertauschen von g und » entspricht eine Spiegelung der

1) Da (6) eine gerade Funktion 2 n-ten Grades (n=0, 1, 2, . . .)ist, die in dem
fiir unsern Fall in Frage kommenden Bereich (y = 0) hochstens n Nullstellen
haben kann, so folgt, weil zwei Eigenfunktionen nicht dieselbe Anzahl von
Knoten haben diirfen, daB (6) genau n Nullstellen hat, und daf es keine weiteren
Losungen der Differentialgleichung (3) gibt.
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Potentialkurve an der Geraden r—ry=m/4a. Ist g = », so wird sie
zu dieser Geraden symmetrisch. Andert man p und vy bei konstant ge-
haltenem y -+ v, so werden die Kurven asymmetrisch, aber die Energie-
niveaus bleiben unverdndert. In Fig. 2 sind Kurven fiir

ntr=4

gezeichnet.
Bei diesen Kurven bleibt aber im Gegensatz zu der Schar V = % +br?

die Funktion Ar (V) nicht ungeéndert; allerdings variiert sie nur wenig,
wie aus der Fig.8 hervorgeht, in der Ar (V) als Funktion von ¥V auf-
getragen ist.

Das eben behandelte Potential kénnte vielleicht bei Rechnungen tber
hoher angeregte Normalschwingungen mehratomiger Molekiile verwendbar
gein (z. B. bei der anti-
symmetrischen Schwingung
des €Oy <« —> <)1),

0 ¢ 0

Das zweite Potential,
das hier betrachtet werden
soll, ist (2a) analog gebaut
und kann auch analog be-
“handelt werden. Der wesent-
liche Unterschied ist, dal Y S —e
darin statt Kreisfunktionen
hyperbolische Funktionen
vorkommen, und daf da-
durch eine Kurvenschar zustande kommt, die zur Beschreibung des Poten-
tialverlaufs bei zweiatomigen Molekillen geeignet erscheint. Sie wird ge-
geben durch

y, — B2 o2 [ v (y—1) plu+1) ] @b)

T 8am | Binta(r—r,) Costa(r—ry)l’

Ar(l)—=

I r=2, u==2,

Fig. 3. 4r(Vy) fiir {IV r=3, pu=1
, =1

wobei wir wieder v > 1, u > 1 voraussetzen wollen. s gilt diesmal
o (r—ry) > 0; in diesem Bereich missen die Eigenfunktionen endlich
bleiben. Wenn man

p=Cinta{r—r) -Cos—Falr—ry)- 2 (4b)

1) Allerdings kann man im al]gememen in derselben Nédherung, in der man
die Abweichung der Energieniveaus einer Normalschwingung von der Aqui-
distanz beriicksichtigt, auch die Kopplung mit den iibrigen Normalschwingungen
nicht vernachléssigen.
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setzt und z nach Potenzen von Sine (r —r,) entwickelt, so wird die Be-
dingung dafiir, dall diese Potenzrethe abbricht,

E,=—o(—u-+v+2n (8b)
—pt+ v+ 2n0<0 (9)

nimmt E, mit wachsendem # zu. Nur die E,, fir die die Ungleichung (9)
erfilllt ist, sind diskrete Energiewerte im Potential (2b). Ist (9) nicht mehr
erfiillt, so hat man zwar noch polynomiale Losungen, die aber mit wachsendem
7 — 7, unendlich werden?).

Das Potential wird fiir r = r, wieder unendlich, fiir r —ry — o0 geht
es gegen Null. Die Kurve besitzt dazwischen ein Minimum, falls g —v» >—1
ist. Die Anzahl der diskreten Energieniveaus ist die grofite ganze Zahl, die

Fuar

kleiner als # —; 4 41 ist. Fuar v = u gibt es iiberhaupt kein diskretes

Energieniveau.

Die Niveaus hingen wieder nicht von gy und » einzeln ab, sondern
nur von g — v. Pir grofe g — v und kleines 7 werden die Terme nahezu
aquidistant. Die Termdifferenzen nehmen aber hier mit wachsender
Energie ab.

Wenn man bei konstantem y—» u und ¥ gegen unendlich (und gleich-
zeitig 7, gegen minus unendlich) gehen 1a8t, erhdlt man den Morseschen?)
Potentialansatz V = D (e-200—1 _2¢—altr—m); (10)
(dabei ist @ = 2«, D die Dissoziationsarbeit und r* der Gleichgewichts-
abstand).

Bei r -1 geht die Kurve (2b) fir r > 7, in

«  ulp+l

Vs = 872 m Cos*a (r — 1) (1)

tiber, wihrend sie fir r =7, unendlich wird. Die zugehorigen Higen-
funktionen werden dieselben sein wie die antisymmetrischen Eigenfunktionen
in einem Potential, das @berall, d. h. auch fir r —r, < 0 durch (11) dar-

1) Der Beweis, daB in diesem Fall durch (8b) und (9) simtliche diskreten
Energieniveaus gegeben sind, ist hier deshalb ein wenig komplizierter, weil man
noch getrennt beweisen muB, da8 iiber demn hochsten Energieniveau (8b) kein
weiterer Bigenwert liegt. Der Beweis ist unschwer zu erbringen, soll aber hier
unterbleiben.

2) P. M. Morse, Phys. Rev. 84, b7, 1929; um den Potentialansatz in der

on Morse gegebenen Form zu erhalten, mu8 man nur S und €os durch die
e-Potenzen ausdriicken, nach e 26— ontwickeln und dann den Grenz-

iibergang durchfithren.
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gestellt wird.  Dieses letate Potential bildet einen Spezialfall einer von
Rosen und Morsel) behandelten Kurvenschar.

In der Fig.4 geben wir eine Kurvenschar mit y—» = 15, die Energie-
niveaus sind wieder fiir alle Kurven dieselben. In Fig. 5 ist A v (V) fur
diese Funktionen eingetragen.

Da unser Potentialansatz (2 b) einen Parameter mehr enthalt als
der Morsesche, konnte man daran denken, ihn zur genaueren Dar-
stellung des Potentialverlaufs bei zweiatomigen Molekillen zu verwenden.
Man erhilt zwar dieselben Energieniveaus wie bei Morse, aber es ergibt

J-HW
-{+40 T
n=7, .
72=6 7
fo= = “‘is
=4 /A
;‘\I
ns /) - l
2 Y
n=2 -0
et/
\ n/// T
E:/
/ —~2%
; ‘ L ’ -8
-7 7 77 g ) 7

< (P-r¥

242
Fig. 4. Potentialkurven nach Ansatz (2b) in Einheiten ;72% als Fanktion von e (r — r¥)
j I Morsescher Grenzfall,
II u=16,1, r=1,1,
Urrr w==16, r=1.

(r* ist der Gleichgewichtsabstand) fiir 1 —r =15
sich ein Unterschied bel der Berechnung der Wechselwirkung zwischen
Schwingung und Rotation. Nun zeigt sich, dab man fast bei allen
Molekiiltermen nach Morse fiir diese Wechselwirkung einen zu groBen
Wert bekommt?), was daher rithrt, dal die dritte Ableitung der Potential-

1) N. Rosen u. Ph. M. Morse, Phys. Rev. 42, 210, 1932.

2) Es sei bemerkt, dafl der von Morse, 1. c., angegebene Ausdruck fiir die
Wechselwirkung zwischen Schwingung und Rotation unrichtig ist. FEr berechnet
ihn niimlich, indem er in seinem Potentialansatz (9) D und r* so variiert,
daB die dadurch hervorgerufene Anderung des Potentialverlaufs in der Nihe
der (leichgewichtslage dem durch die Rotation verursachten Zentrifugalglied
W35G 41

8 72 . r2
unberechtigt erscheint.

Fir nicht zu groBe Rotationsgeschwindigkeit kann man die Wechsel-
wirkung zwischen Schwingung und Rotation berechnen, indem man das

moglichst genau gleich wird. Dabei variiert er aber o nicht mit, was
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kurve in der Nihe der Gleichgewichtslage im Potentialansatz groBer ist als
bei den empirischen Kurven. Dieser Ubelstand wird in wnserer Kurven-
schar nur noch vergréBert, d.h., der mit
der Morseschen Potentialkurve iberein-
stimmende Grenzfall gibt den wahren
Potentialverlauf bei zweiatomigen Mole-
kitlen noch am besten wieder.

Wie die Fig.3 und 5 zeigen, ist bei
unseren Beispielen A r (V) fir die verschie-
denen Kurven einer Kurvenschar mit
gleichen Energieniveaus verschieden; aller-

Arfly) —

dings sind die Differenzen nicht groB,
trotzdem in den Fig.8 und 5 die Funk-
o tionen Ar (V) fir die Grenzkurven ge-
zeichnet sind, fiir die die Unterschiede die
groBten Werte exreichen. Man wird also im
allgemeinen erwarten konnen, dall bel

&
%.u e —

Fig. 5. einem glatten Kurvenverlauf man far
I Morsescher . .
A (Vo) fiir { Grenziall, Ar (V) nach dem Kleinschen Verfahren

Ol p=16,r=1 petriedigende Werte erhilt.

Zentrifugalglied iiber die ungestérte Bewegung mittelt. Hierbei kann man
BRi(G+1 iG+1)

8% mr? 8 w2 g y¥2

bei kleinen Amplituden noch

WG+
—20— 8 m2 m r¥s
die in (r —r*) quadratischen und kubischen Glieder berticksichtigt, so er-
halt man fiir den Faktor von §(j 4+ 1) im Oszillationszustand », den wir
mit B, bezeichnen wollen, den Ausdruck

angenéhert durch

ersetzen. Wenn man auBlerdem im Potential nur

"

B, = 30(1_nV2 B, W) (12)

wobet V* und V*/ die zweite und dritte Ableitung des Potentials im Punkte r*
sind. Im Falle des Morseschen Potentials wird

B, = B, (1 —38n V%), (12a)

wihrend man die vor Morse (L. c.) angegebene Formel in der Form

B, = B0(1~nT> (12b)
schreiben kann, wobei w, die Frequenz des Oszillators fiir unendlich kleine
Amplituden bedeutet.. Die Abhéngigkeit B, von n ist aber bei den allermeisten
zweiatomigen Molekiilen kleiner als sich nach (12) ergibt.
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Zum Schluli soll noch erwidhnt werden, daB in der Quantenmechanik
nicht nur bei gleichen Energieniveaus A r (V) verschieden sein kann, sondern
auch zu Potentialen mit gleichem A r (V) verschiedene Energieniveaus
gehdren kénnen. Bei den beiden Potentialansitzen

V=cfirr<<—1lundr>1, V=01fir —1<r<—1% I<r<li,

1
3
and V=—1fur —$<r<i (10a)

V=ow firr<—1lundr>1, V=0 fir —1<<r<0,
V=—I1fro<r<l1 (10b)

ist Ar (V) gleich; man rechnet aber leicht nach, dal die Energieniveaus
verschieden sind.

Man sieht also, dafi nach der Wellenmechanik bei strenger Behandlung
keine so einfachen Zusammenhinge zwischen Potentialverlauf und Spektrum
bestehen wie etwa bel dem Kleinschen Verfahren; bei glattem Potential-
verlauf kann man aber trotzdem aus dem ‘Spektrum in guter Naherung
auf das Potential schliefen.

Gittingen, im April 1938, Institut fir Theoretische Physik und Institut
fur Physikalische Chemie.




