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B e m e r k u n g e n  zur Q u a n t e n m e c h a n i k  
des  a n h a r m o n i s c h e n  Osziltators.  

V0n G. Pi~sehl und E. Teller in GSt~ingen. 

Mit 5 Abbi]dungen. (Eingegangen am 19. April 1933.) 

Es wird untersucht, inwieweit man bei einem anharmonischen Oszillator nach 
der klassischen Theorie und nach der Quantenmechanik afis dem Spektrum auf 
den Potentialverlauf sch]iel3en kann. Als Beispiele werden Potentialans~tze 
angegeben, ftir die die Sehr6dingerg]eichung exakt integrierbar ist. Bei Scharen 
wesentlich verschiedener Potentialkurven, die man aus einem Ansatz erhalt, 
sind die Energieniveaus und damit aueh die in dem Spektrum auftretenden 

Frequenzen dieselben. 

Es soll ein Beitrag zu der Frage gegeben werden, inwieweit aus dem 
Spektrum eines eindimensionalen, anharmonisehen Oszillators auf den 
Potentialverlauf Rgeksehlfisse gezogen werden kSnnen. (Das bekann~este 
Beispiel ft~r dieses Problem ist die Sehwingung eines zweiatomigen Molekfils.) 
Aus dem Spektrum kann man zun~ehst die Energieniveans und die l~'ber- 
gangswahrseheinliehkeiten entnehmen. Die 13bergangswahrseheinliehkeiten 
sind abet zur Bestimmung des Potentialverlaufs praktiseh nieht verwertbar. 
Man k5nnte zwar zunachst versuehen, aus der Intensit~t der Obert5ne die 
Anharmonizitgt zu berechnen; dies ist aber im allgemeinen night zul~ssig. 
In den meisten praktisehen Fgllen (Molekglsehwingungen, Gittersehwin- 
gungen) hgngt n~mlieh alas elektrisehe Moment nieht streng linear yon der 
Verri~ekung des Oszillators ab, und es kSnnen folglieh Ober~Sne sehon bei 

rein harmonischer Sehwingung auftreten. 
Aus der Lage der Terme, d.h.  den Werten der Frequenzen, gewinnt 

man zwar Aussagen aber den Potentialverlauf, aber er wird dutch sic noch 
nieht eindeutig festgelegt. 

Sehon bei der klassischen Beschreibung eines anharmonisehen Oszillators 
ist es unmSglieh, aus den Frequenzen allein das Potential vollst~ndig zu 
bereehnen. Es ist ngmlich die Sehwingungsdauer als Funktion tier Sehwin- 
gungsenergie sehon dann eindeutig bestimmt, wenn man nur die Amplitude, 
d.h.  den Abstand der beiden Umkehrpunkte als Funktion der Energie 
kennt. Folglieh mu[~ man zur klassisehen Bereehnung der Sehwingungs- 
frequenz nich~ den Verlauf der beiden _~ste der Potentialkurve fiir sich 
kennen, sondern nur die Breite (Abstand der beiden s als Funktion 
der HShe (potentielle Energie). Es wird also etwa bei beiden in Fig. 1 
gezeichneten Potentialkurven die Schwingungsdauer in derselben Weise 
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yon der Energie abhAngen, da in beiden der Abstand yon je zwei 
Punkten mit gleiehem Potentialwert (s. die horizontalen Linien in der Figur) 
dieselbe Funktion des Potentials ist. Diese Funktion wollen wir im 
folgenden mit zlr (V) bezeiehnen. 

In einem Verfahren, das O. K l e i n  1) zur Bestimmung des Potential- 
verlaufs vorsehlug, spielte nun diese Funktion aueh eine aussehlaggebende 
l~olle. Er bestimmt sie namlieh naherungsweise aus der Bedingnng der 
Nteren Quantentheorie (oder, was hier praktiseh dasselbe ist, des Kramers- 
Wentzel-Brillouin-Verfahrens), dag far die geqnantelten Energiewerte 
das Integral 

pdq =: (n + 1)h (1) 

sein mug; dieses h~ngt aber nur von A r (V) ab ~). 
Es ist dabei allerdings zu bemerken, daB, wenn man ein Potential 

mit nur endlieh vielen Energieniveaus sueht, Ol. (1) nur endlieh viele 

Bedingungen ft~r den ganzen  l>J  rvuirt e 
. yon tier Funktion A r (V) sind 

nut  einzelne Punkte festge- 
legt; wenn man yon vorn- 
herein annehmen kann, dab sie 

r ~ eine glatte Funktion ist (was 
Fig. 1. 

bei allen praktisehen An- 
wendungen der Fall sein wird), so wird man die ~lbrigen Punkte dureh 
Interpolation gewinnen k6nnen. Es ist abet zu betonen, dag (1) im Prinzip 
nieht einmal zur vollst~ndigen Bestimmung yon A r (V) ausreieht. Um- 
gekehrt ist, wie sehon erw~hnt wurde, die Lage der Terme in der K l e i n -  
sehen N~herung dutch Angabe der Funktion A r (V) eindentig festgelegt. 

Im folgenden mSehten wit an Hand einiger einfaeher (glatter) Potential- 
kurven untersuehen, inwieweit bei exakt wellenmeehaniseher tleehnung 
noeh ein ~hnlieher Zusammenhang zwisehen den Frequenzen und A r (V) 
besteht wie in  der ldassisehen Theorie ~ oder bei O. Kle in .  Es wird sieh 
zeigen, dab im allgemeinen dieser Zusammenhang nut mehr naherungs- 
weise vorhanden ist. 

1) O. Klein,  ZS.f. Phys. 76, 226, 1932. 
~) Zur mSgliehst, vollstiindigen Bestimmung des Potentialverlaufs bei 

zweiatomigen Molekglen verwendet Klein auBerdem die Wechselwirkung 
zwisehen Schwingung und Rotation, die eine Absch~ttzung der Asyrnmetrie der 
Potentialkurve gestattet. 
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a 
Als einfaehstes Beispiel sei die Kurvensehar 1) V = ~ + br 2 mit kon- 

s tantem b, abet variablem a erw~hnt. Bei allen diesen Kurven ist A r (V) 

dieselbe Funktion, und aueh naeh der Quantenmeehanik bek0mmt man 

yon a unabhangige, fiquidistante Energiewerte mit  dem Abstand ~ ~-~. 

Wit wollen hier zwei weitere Potentialansgtze ausftihrlieher diskutieren. 
In beiden kann man dureh Variation eines gewissen Parameters die Form 
der Kurven ver~tndern, ohne dal3 sieh die Energieniveaus versehieben, 
wohl abet wird die Funktion A r (V) ein wenig abge~ndert. Bei dem einen 
Potentialansatz gibt es nut  ein diskretes Energiespektrum, wghrend bei 
dem anderen sieh an endlieh vide diskrete Energieterme ein Kont inumn 
ansehliel3t. 

Das Potential,  das wit zungehst behandeln wollen, lautet 

t~ ,~ [ v ( v - - 1 )  + # ( # - - 1 )  ] (O<a(r__ro)jT~ . 
g l  (~a) 

8 ~-----~t _sin-7 c~ (r - -  %) eo~ ~--(7"-~ro)]' :'-" 2 / '  

dabei ist m die Masse des Oszillators, ~ eine reziproke Lgnge,# und v sehliel31ieh 
zwei (nieht notwendig ganze) Zahlen grN3er als Eins. Wir zeigen, dal3 mit  
der t tandbedingung ~ = 0 in den singulgren Punkten ~ (r - -  to) = 0 und 

(r - -  ro) = ~/2 far dieses Potential die SehrSdingergleiehung 

0 ~o 2 8 ~ m (E - -  V) 0 (3) 
Or 2 + ~ V j =  

in gesehlossener Form integrierbar ist. Man sehreibt die Eigenfunktionen 
zweekmgBig in der Form 

~f = sin" ~ (r - -  to). cos" e (r - -  to)- z, (4a) 

wobei z, wie man zeigen kann, in den Randpunkten  endlieh bieibt und yon 
Null versehieden ist. Wit fiihren ferner als unabhgngige Variable 

y = sin ~ (r - -  to) (5) 

ein und setzen z in der Form 

z = ~ a~ yk (6) 
k 

an. Aus (3), (4a), (5), (6) erh~lt man fiir die Koeffizienten die zweigliedrige 

tlekursionsformel 

8:n2mE" 
a k + 2 [ ( k + v +  0 , ) ( k J r v + l ) - v ( v - 1 ) ~ + a 1 :  - ( t t + v + k ) ~ + ~ 5 -  ] = 0 .  (7) 

1) Sie wurde in ghnlichem Zusammenhang schon von P. M. Dav idson .  
Proc. Roy. Soc. London (A) 133, 439, 1932 besprocben. 
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Da z far y = 0 yon Null versehieden sein soll, ist a o :r 0. Man kann daher 

far z nur dann polynomiale L6sungen erhalten, wenn far eine ganze, nieht 
negative Zahl n (die wir als Quantenzahl bezeichnen kSnnen) der Energie- 

parameter E die Bedingung 

sr ~ h s 
E~ = 8 ~2 n~ (# + v + 9. n)~ (8 a) 

erfiillt. Es ist sofort ersichtlich, da13 far diese Energiewerte der Ansatz (4a), 

(6), (7) eine LSsung der Differentialgleichung (2) liefert, die den Rand- 
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bedingungen gent~gtl). Das eben 

behandelte Potential enth~lt 

auBer den Konstanten r o und ~, 
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Fig .  2. P o t e n t i a l k u l v e n  nach  A n s a t z  (2a) in 
h 2 a2 

E i n h e i t e n  8 - - ~  a ls  F u n k t i o n  yon  a ( r -  to) 

J I t t ~ 2 ,  r ~ 2 ,  
I I  ,u = 1,5, r = 2,5, 

f i i r  ,u + r = 4 1 I I  u = 2,9, r ~ 1,1, 

I V  t i l l ,  r ~ 3 .  

die im wesentlichen nur Anfangs- 

punkt und Mal~stab yon r fest- 

legen, die Parameter # und v. 

Ftir r - - r  o ----0 und r - - r  o ----~12~ 
wird das Potential unendlich, 

dazwischen hat  es ein um so 

flacheres Minimum, je kleiner 

tt + v ist. Die Energieniveaus 

h~ngen nicht von # und 
einzeln, sondern nur yon (t + 

ab. Im Falle # + v - ~ 2  geht 

das Potential gegen ein Kasten- 
potential, und di~ Energieniveaus 
werden proportional zu (n + 1) 2. 

Fiir grol~es tt + v und kleines n 
bekommt man anns ~qui- 

distante Energieniveaus. Die 
Unterschiede zwischen diesen 

nehmen bier, ~hnlich wie bei dem 
Kastenpotential, mit waehsender 

Energie zu, was zu erwarten war, 
da das Potential st~trker ansteigt als r 2 und deshalb die Frequenz mit der 
Energie zunimmt. Vertausehen yon # und v entspricht eine Spiegehmg der 

1) Da (6)eine gerade Funktion 2 n-ten Grades (n= 0, 1, 2 . . . .  ) ist, die in dem 
ftir unsern Fall in l~rage kommenden Bereich (y > 0) hSchstens n Nullstellen 
haben kann, so folgt, weil zwei Eigenfunktionen nicht dieselbe Anzahl yon 
Xnoten haben dtirfen, dal] (6) genau n Nullstellen hat, und dal] es keine weiteren 
L6sungen der Differentialg]eichung (3) gibt. 
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Potentialkurve an der Geraden r - - r  e = z/4 ~. Ist ~u = v, so wird sie 

zu dieser Geraden symmetriseh. )~ndert man # und v bei konstant ge- 

haltenem # + ~, so werden die Kurven asymmetrisch, aber die Energie- 

niveaus bleiben unver~ndert. In Fig. 2 sind Kurven ffir 

gezeichnet. # + ~ ---- 4 
a 

Bei diesen Kurven bleibt abet im Gegensatz zu der Sehar V = ~ ~- b r e 

die Funktion A r (V) nieht unge~ndert; allerdings variiert sie nur wenig, 

wie aus der Fig. 3 hervorgeht, in der A r (V) als Funktion von V auf- 

getragen ist. 

Das eben behandelte Potential k6nnte vielleicht bei Reehnungen fiber 
hSher angeregte Normalsehwingungen mehratomiger Molekiile verwendbar 

sein (z. B. bei der anti- 

symmetrisehen Schwingung 

des C O~ 7- - ~  7-) 1). 
Das zweite Potential, 

das hier betraehtet werden 
soll, ist (2a) analog gebaut 

und kann auch analog be- 

handelt werden. Der wesent- 
liehe Unterschied ist, dab 

darin statt Kreisfunktionen 

hyperbolische Funktionen 
vorkommen, und dab da- 

I r : 2 ,  ~a~2,  
Fig. 3. zfr (V1)fiir 

IV r ~ 3 ,  / ~ 1 .  

durch eine Kurvenschar zustande kommt, die zur Beschreibung des Poten- 

tialverlaufs bei zweiatomigen Molekfilen geeignet erseheint. Sie wird ge- 
geben durch 

wobei wir wieder v > 1, # > 1  voraussetzen wollen. Es gilt diesmal 

o~ (r- -r  o ) ~  0; in diesem Bereieh mfissen die Eigenfunktionen endlieh 

bleiben. Wenn man 

1) Allerdings kann man im allgemeinen in derselben N~herung, in der man 
die Abweichung der Energieniveaus einer Normalschwingung yon tier Aqui- 
distanz berficksichtigt, auch die Kopplung mit den iibrigen Normalschwingungen 
nicht vernachls 
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setzt und z nach Potenzen yon ~ i u  ~ ( r - - r e )  entwiekelt,  so wird die Be- 

dingung daftir, dab diese Potenzreihe abbricht,  

E~ = _ _ ~ 2  ( _ _ #  + v + 2n)2.  (8b) 

Fttr - - # +  v + 2 n ~ 0  (9) 

n immt E~ mit  wachsendem n zu. Nur die E~, ftir die die Ungleiehung (9) 

erftillt ist, sind diskrete Energiewerte im Potent ia l  (2b). Is t  (9) nicht mehr 

erfiillt, so ha t  man zwar noch polynomiale L6sungen, die aber mit  wachsendem 

r - - r  o unendlich werdenl) .  

Das Potent ial  wird for r = r o wieder unendlich, f~r r - -  r o ---> r geht. 

es gegen Null. Die Kurve besitzt  dazwischen ein Minimum, falls # - -  r > - - 1  

ist. Die Anzahl der diskreten Energieniveaus ist  die grN~te ganze Zahl, die 

/ t - - v  
Meiner als ~ + 1 ist. FOr v ~ # gibt es i iberhaupt kein diskretes 

Energieniveau. 

Die Niveaus h~ngen wieder nicht yon # und v einzeln ab, sondern 

nut  yon u - -  v. Ftir  grebe # - -  v und kleines n werden die Terme nahezu 

~quidistant.  Die Termdifferenzen nehmen aber hier mit  waehsender 

Energie ab. 
Wenn man bei konstantem r e - - v  tt und v gegen unendlieh (und gleieh- 

zeitig r o gegen minus unendlieh) gehen l~Bt, erhiilt man den Morseschen  e) 

Potentialansatz V ----- D (e-  ~ a ( r - - r * )  ~ ~ e - -  a ( r - -  r* ) ) ;  (10) 

(dabei ist a = 2 ~, D die Dissoziationsarbeit und r* der Gleichgewichts- 

abstand).  

Bei r -+ 1 geht die Kurve (2b) ffir r > r o in 

~ /t (# + 1) (11) 
V2 - -  8 ~r 2 m ~ o s  ~ ~ (r - -  to) 

tiber, w~hrend sie fiir r = r o unendlieh wird. Die zugehSrigen Eigen- 

funktionen werden dieselben sein wie die antisymmetrisehen Eigenfunktionen 

in einem Potential ,  das iiberM1, d .h .  aueh fiir r - -  r o < 0 dureh (11) dar- 

~) Der Beweis, dab in diesem Fall d~reh (Sb) und (9) siimtliehe diskreten 
Energieniveaus gegeben sind, ist hier deshalb ein wenig komplizierter, well man 
noeh getrennt beweisen muB, dab fiber dem h6ehsten Energieniveau (8b) kein 
wei~erer Eigenwert liegt. Der Beweis ist unschwer zu erbringen, sell aber hier 
unterbleiben. 

2) p. M. Morse ,  Phys. Rev. 34, 57, 1929; um den Potentialansatz in der 
on Morse  gegebenen Form zu erhalten, muB man nur ~ilt und ~0~ durch die 

e-Potenzen ausdrficken, nach e - 2 a ( r - r * )  entwickeln und dann den Grenz- 
iibergang durchftihren. 
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gesh~llt wird. Dieses letzte Potential bildet einen Spezialfall einer yon 

l~osen und Morse 1) behandelten Kurvensehar. 
In der Fig. 4 geben wir eine Kurvensehar 1nit # - - v  = 15, die Energie- 

niveaus sind wieder far alle Kurven dieselben. In Fig. 5 ist A r (V) fiir 
diese Funktionen eingetragen. 

Da unser Potentialansatz (~ b)e inen  Parameter mehr enth'Xlt als 
der Morsesehe, kSnnte man daran denken, ihn zur genaueren Dar- 
stellung des Potentialverlaufs bei zweiatomigen Molekillen zu verwenden. 
Man erh/ilt zwar dieselben Energieniveaus wie bei Morse ,  aber es ergibt 

I 
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Fig.  4. Po t en t i a lku rven  nach  Ansa tz  (2b) in E inhe i ten  8 ~ m  als Funkt ion  yon c~ ( r - - r * )  

(r* ist  de r  Gle ichgewich t sabs tand)  fiir u - -  r ~ 15 ! k ~i o r s e s c h e r  Grenzfal l ,  , u~16~1 ,  r ~ l , 1 ,  
[ I]-I ,u ~ 1 6 ~  r ~ l .  ' 

sich ein Untersehied bei der ]3erechnung der Wechselwirkung zwischen 
Schwingung und l~otation. R~un zeigt sich, da~ man fast bei allen 
Moleki]ltermen nach Morse fiir diese Weehselwirkung einen zu grol~en 
Weft bekommt2), was daher riihrt, dab die dritte Abloitnng der Potential- 

i) N. Rosen u. Ph. M. Morse, Phys. Rev. 42, 210, 1932. 
2) Es sei bemerkt, dal] der yon Morse, I. c., angegebene Ausdruck fiir die 

\Vechselwirkung zwisehen Schwingung und Rotation unriehtig ist. Er bereehnet 
ihn nSmlich, indem er in seinem Potentialansatz (9) D und r* so variiert, 
daI3 die dadureh hervorgerufene -A_nderung des Potentialver]aufs in der N~he 
der G]eichgewichtslage dem durch die Rotation verursaehten Zentrifugalglied 
h2 i (j + I) 
8 ~ m r ~ mSgliehst genau g|eich wird. Dabei variiert er aber a nicht mit, was 

unberechtigt erscheint. 
Ffir nicht zu grol~e Rotationsgeschwindigkeit kann man die \Vechsel- 

wirkung zwischen Schwingung und Rotation bere~.hnen, indem man das 
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kurve in der Nahe der Gleichgewichtslage im Potent ialansatz  grSger ist als 

bei den empirischen Kurven. Dieser Ubelstand wird in unserer Xnrven- 

t r h  

F ig .  5. 

I M o r s e  s e h e r  
.~r (V2) fiir { Grenz fa l l ,  

[ I I I  ,~ ~ 16, r =  1. 

schar nur noch vergrSgert,  d .h . ,  der mit  

der Morsesehen  Potent ialkurve t'tberein- 

st immende Grenzfall gibt den wahren 

Potentialverlauf bei zweiatolnigen Mole- 

kiilen noeh am besten wieder. 

Wie die Fig. 3 und 5 zeigen, ist bei 

unseren Beispielen A r (V) fiir die verschie- 

denen Kurven einer Kurvenschar  mit  

gleiehen Energieniveaus versehieden; aller- 

dings sind die Differenzen nieht grog, 

tro~zdem in den Fig. 3 und 5 die Funk-  

tionen /J r (V) for die Grenzkurven ge: 

zeiehnet sind, fiir die die Unterschiede die 

~Sl] ten  Werte  erreichen. 3fan wird also ira 

allgemeinen erwarten kSnnen, dag bei 

einem glat ten Kurvenverlauf  man far  

A r (V)  nach dem K l e i n s e h e n  Verfahren 

befriedigende Werte  erhs 

Zentrifuga]glied fiber die ungest6rte Bewegung mittelt .  Hierbei kann man 
h2j ( j  + 1) ha ]" (i - -  1) 

bei kleinen Amplituden noch angeni~hert durch 8~r2 m r  2 8 z 2 m r  .2 
h 2 j ( j  + 1) 

- -  2 (r - -  r*) 8 ~r2 m r *s ersetzen. Wenn man aul]erdem im Potential nur 

die in ( r - - r* )  quadratischen und kubisehen Glieder berficksichtigt, so er- 
halt man fiir den Faktor yon ] (?" + 1) im Oszillationszustand n, den wir 
mit  Bn bezeichnen wo]len, den Ausdruek 

y tH 

. .  : -0(1- V o (,2) 

wobei V" und V "  die zweite und dritte Ableitung des Potentials im Punkte r* 
sind. Irn Falle des Morsesehen Potentials wird 

Bn = Be(1 ~ 3 n ~ / ~ ) ,  (I2a) 

w~hrend man die von Morse  (1. c.) angegebene Formel in der Form 

/ h s ~ 
B n : B o ( 1 - -  n 2DJ  \ 

(12b) 

schreiben kann, wobei co o die Frequenz des Oszillators ftir unendlieh kleine 
Amplituden bedeutet.  Die Abh~gigkei t  B n von n ist aber bei den allermeisten 
zweiatomigen Molekiilen'kleiner als sich naeh (12) ergibt. 
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Zmn SchluB soll noch erw~hnt werden, dal3 in der Quantenmeehanik 

nieht nur bei gleichen Energieniveaus A r (V) versehieden sein kann, sondern 

auch zu Potentialen mit gleichem zJ r (V) versehiedene Energieniveaus 
gehSren kSnnen. Bei den beiden Potentialans~tzen 

I / =  cc fiir r % - - i  und r > 1 ,  V = 0  fttr - - l ~ r % - - � 8 9  � 8 9  1, 

und V = - -  1 fnr - -  �89 < r < �89 (10a) 

V = o o  f f i r r < - - l u n d r > l ,  V = 0  f f i r - - l < r % 0 ,  

V = - -  1 far 0 <  r <  1 (10b) 

ist A r (V) gleieh; man reehnet abet leieht naeh, dab die Energieniveaus 

versehieden sind. 

Man sieht also, dab na.eh der Wellenmeehanik bei strenger Behandlung 
keine so einfaehen Zusammenh~nge zwisehen Potentialverlauf und Spektrum 

bestehen wie etwa bei dem Kleinsehen Verfahren; bei glattem Potential- 
verlauf kann man abet trotzdem aus dem *Spektrum in guter N/~herung 

auf das Potential sehlieBen. 

GSttingen, im April 1933, Institut fiir Theoretisehe Physik und Institut 

far Physikalisehe Chemie. 


