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Uber eine Frage der Eigenwerttheorie.
Von V. Ambarzumian in Pulkowo.

Mit 1 Abbildung. (FEingegangen am 27. Dezember 1928.)

Es wird fiir einen Spexzialfall (schwingende Saite, natiirliche Randbedingungen) gezeigt,
dafi das Eigenwertspektrum die Differentialgleichung (in der Schrodingerschen
Theorie ,Amplitndengleichung®) eindeutig bestimmt.

Fiir einige Gebiete der theoretischen Physik (Wellenmechanik,
Schwingungstheorie), welche zum Eigenwertproblem fiihren, ist die Frage
nach der eindeutigen Bestimmung des mechanischen Systems (d. h. der
Hamiltonschen Funktion) durch das Eigenwertsspektrum der zugehorigen
linearen Differentialgleichung von Wichtigkeit. Wenn das Spektrum die
Differentialgleichung wirklich vollstindig definiert, so wire es moglich,
z. B. den Aufbau irgend eines Atomsystems praktisch aus dem Spektrum
zu bestimmen, d. h. die Aufgabe zu losen, welche sozusagen reziprok zum
Schrodingerschen Problem steht® Aber die allgemeine Behandlung '
des Problems fiihrt zu manchen Schwierigkeiten.

Wir wollen hier nur einen Spezialfall betrachten. Wir wollen be-
weisen, dafl unter allen Gleichungen

2

e
by — 4@y +ap =0,

wo o der Eigenwertparameter, g(x) eine stetige Funktion und p eine
Konstante sind, bei ,natiirlichen Randbedingungen“: ¢’ (0) = ¢’ (x) =0,
nur die Gleichung: 7

@
*is Tee=0

der schwingenden Saite mit freien Réndern die Eigenwerte:
oy, = xn?
hat.
§ 1. Zunichst wollen wir die Differentialgleichung :

Py —9y—dry+ay =10 O
betrachten, wo Ary das ,Storungsglied®, r, p, p’ stetige Funktionen von »
sind und p > 0 ist. Die Differentialgleichung (1) hat fiir die gegebenen
Randbedingungen y'(0) = ¢'(x) = O eine abzshlbare Menge von Eigen-
werten, welche wir nach wachsender Grofe ordnen konnen:

Oy Oy, Ogy - .. (2)

* Diese Bemerkung verdanke ich Herrn D. Ivanenko.
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Diese Eigenwerte sind Funktionen von i. Es wird gezeigt, daf diese
Funktionen keine reellen Singularitétspunkte haben. Es ist leicht zu
sehen, dal es geniigh zu beweisen, dal die e;(A) regulire analytische
Funktionen von 4 in der Umgebung von A =— 0 sind, denn damit beweisen
wir unsere Behauptung fiir die Gleichung:

Py) +@—4ny—G—A)ry +ay =20 ®)
in der Umgebung von 1 == 1,, wo 1, eine beliebige reelle Zahl ist. Die
Gleichung (3) ist aber ‘mit (1) identisch. Zun#chst setzen wir voraus,
daB ¢ =— 0 kein Eigenwert der Gleichung:

(vy) —gy—oay =10 ()
ist. Dann hat der Differentialausdruck:
Lyl == (py) — 9y
die tireensche Funktion G (z, §).
Die Potenzreihe
S(‘T’g}”):G(xvg)ﬂ“lng(x:g)+12G3(x1§)+; (4‘)
in welcher
G, ) = [ oo [ G @@ t) P (1) G b b)) 7 (bns) G (nony B) Ay Aty ooy

ist, konvergiert innerhalb eines Kreises |4 | < ¢, denn die Funktionen
(2, &) und r (%) sind beschrinkt. Die Summe dieser Reihe, welche gleich

K(x & 1)

r@®

ist, wo K (x,£; 1) den losenden Kern (die Resolvente) des Kernes G (%, £) 7 (§)
bedeutet, stellt fiir || < ¢ die Greensche Funktion des Differential-
ausdruckes

S & 4) =

Ly —Ary = (py") —gy —4ry
dar.

Die Eigenwerte der Gleichung (1) sind die Nullstellen des Fred-
holmschen Nenners fiir den Kern S (2, £; 4), d. h. wir konnen fiir [2{ < o
diese Eigenwerte durch die Gleichung:

D2y = 1 — =D (A) + 5;D,(We® — =D (Aya? 4 - = 0 (B)
definieren. Wo g ei2), Sy agid) - 8 (@05 d)
Sy 4), S(my, 295 4) .. S5y, s &)

Dy (d) = (“ .................... da, -+ dity

....................
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Die Reihe (5) konvergiert fiir [A| << ¢ — & Wo & eine beliebige positive
Zahl ist, und fiir alle endlichen « gleichmiBig*. Folglich stellt sie eine
analytische Funktion beider Variablen dar, und die gemeinsamen Kon-
vergenzkreise sind die ganze w-Ebene und der Kreis |1] < .

Entwickeln wir D (o, 1) nach Potenzen von o — o;(0) und 4, so be-
merken wir unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB o;(0) eine einfache
Wurzel von D (o, 0) =— O ist, daB das konstante Glied der Entwicklung
verschwindet, aber der Koeffizient bei [& — o;(0)] von Null verschieden
ist. Nach dem Satz tiber die impliziten Funktionen kionnen wir nun be-
haupten, daf in einem Konvergenzkreis die Funktion o;(4), d. h. die Null-
stelle von D (e, 4) =— 0, welche in ¢, (0) iibergeht, bei 4 = 0, in eine
Reihe nach Potenzen von A entwickelbar ist. Also, die Eigenwerte sind
analytische Funktionen des Stirungsparameters 1 in der Umgebung von
A =0, wenn nur g = O kein Eigenwert der Gleichung (1) ist. Die
letzte Voraussetzung ist jedoch ganz unwesentlich. In der Tat, es
sei, wenn ¢ — O ein Eigenwert der Gleichung (1') ist, k¥ der absoluten
Grio8e nach der nichstiolgende Eigenwert. Dann konnen wir die
Gleichung :

(ry) — <9 + g)y +By=20 (6)

betrachten, fiir welche § — O kein Eigenwert ist. Wir kénnen nun
sagen, daf die Eigenwerte der Gleichung:

(py’)'—(y+g->y—lry+ﬂy=0 (M

analytische Funktionen von A (in der Umgebung der A — 0) sind. Aber
die Eigenwerte der Gleichungen (7) und (1) unterscheiden sich von-

einander nur durch die konstante Grole é Daber sind auch letztere

analytische Funktionen von A.

Wir kénnen jetzt behaupten, daB fiir jedes reelle 4 die Eigenwerte
der Gleichung (1) analytische Funktionen von 4 sind**.

§ 2. Dasselbe Verfahren wie im vorigen Paragraphen zeigt uns,
daf auch D (x,&; «,A) (Fredholm scher Zahler) eine analytische Funktion

beider Variablen o und 4 in der ganzen w-Ebene und in Kreise |A] <o ist.

* Vgl. R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik
1924, 8.126.

#% Man kann diese Behauptung auf anderem Wege etwas kiirzer beweisen, .
aber unser Beweis schlieBt vielleicht die Mioglichkeit der Erweiterung anf das
Gebiet von mehreren unabhingigen Variablen ein. In diesem Falle treten jedoch
Schwierigkeiten auf, welche mit mehrfachen Eigenwerten verkniipft sind.
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Bezeichnen wir die normierten Eigenfunktionen der Differential-
gleichung (1% durch:
9,z 1), @,(x k), ... (8)
so ist bekannt, daB die Produkte g;(x, A) ¢;(§ 1) die Residuen der Re-
solvente

) . D@ & el
(& o d) = D (@ )
an den Stellen o — o, (1) bilden. Wir haben:
1
P gieD) = 5o | T g ud)do )
¢

wo die Kurve C in der a-Ebene die Stelle o; (1) umschliebt, aber keine
andere o; (1) (j 3= i) mehr enthdlt. Bei Anderung der 4 im Gebiet
M] < a < g, W0 ¢ eine positive

Zahl ist, welche wir spiter withlen m
wollen, indert sich jeder Eigen- L\ /\ /\ree//e/c/ue
wert in einem Gebiet B;. Es ist By @ \5})

leicht zu sehen, daB fir hinreichend

) . cc Ebene
kleine ¢ keines aus den Gebieten Fig. 1.

B;(j == 4) mit B, gemeinsame

Punkte hat. Denn einerseits sind wegen der Maximum-Minimum-
Eigenschaften der Eigenwerte bei beschriinkten Anderungen von A alle
Anderungen von Eigenwerten gleichmafig beschrankt. Andererseits,
es seien ¢, (), ..., wy(4) die ersten N-Eigenwerte, welche analytische
Funktion von A sind, so konnen wir N so groff wahlen, daf die
oy 11 (4), ... fiir jedes |A] < o gréBer sind als die a;(4) fir dasselbe 2
Da kein Paar von e, (0) miteinander zusammenfillt, konnen wir a so klein
annehmen, daf fir (4| < @ alle &;(4) (6 = I, ... N) regulir sind und
kein Paar der Gebiete B; gemeinsame Punkte hat. Wir wiblen nun C so,
daBl es das Gebiet B;, aber keinen Punkt der B;(j =& 4) einschlieBt
(vgl. Fig. 1), Die Formel (9) zeigt dann, daB fiir hinreichend kleine &
die Funktion @;(z, 4) @;(§, 4) von 4 analytisch abhingt. Duraus konnen
wir schliefen, daf auch ¢, (x,3) eine analytische Funktion von 1 ist.

Fiir weitere Uberlegungen ist es wichtig, die Ausdriicke fiir gestorte
Eigenwerte einzufithren. Wir wollen hier nur die ersten Glieder der

Entwicklung hinschreiben:
36' . l)

(M) == o (hg) + (A — Ag) £55 (Ag) + (A —A,)° & (ko) + -, (10

B = o)+ = sl + A= 2 TR e (10)
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wo der Strich bei Summationszeichen andeutet, daf die Summation auf
alle j, auBerhalb 5 = 4 zu erstrecken ist und auferdem die Bezeichnung:

&5 (Ay) = j 7 (@) @i (@ Ao) @ (%, o) dir (11)
eingefiihrt ist. 0

§ 3. Wir setzen jetzt voraus, daf die Gleichung:

d?
M%Z?~r(x)q>+mp:o (12)
dasselbe System von Eigenwerten hat, wie die Gleichung:
)
°9 = 0,
* g T e9 =0

tiir das System der Randbedingungen: ¢'(0) == ¢'(z) = 0.
Hieraus folgt unmittelbar, dab y — % ist. In der Tat lauten die
asymptotischen Ausdriicke fiir die Eigenwerte der Gleichungen (11)

d (12
un ( ) o :n2u+ 0(1)
bzw.
e oy, = n?x -+ 0 (1Y,
woraus folgt: g — ».

Schreiben wir jetzt die Gleichungen:
*® d2 (pi (1‘7 O)
dax?

@ @;(x, 1)
* ém“

+ ag;(@0) = 0,

—r (@) @i (5 1)+ wo(x1) =0,

multiplizieren die erste Gleichung mit g, (x, 1) und die zweite mit g;(z, ),
subtrahieren dann die zweite von der ersten und integrieren, so er-
halten wir wegen der Greenschen Formel:

[ 7@ @i 0) i, 1) dz = 0. (13)

Nun haben wir folgende asymptotischen Ausdriicke fiir die Figen-

1
cosiw 4 0 (7>

@i, 1) = ,; cos iy 0(~%_>.

?

funktionen:

90 =

| tii1$|

Folglich haben wir fir @;(z,0) @;(x, 1) den asymptotischen Ausdruck:

2 1 1 .- 1
@:(x,0) @ (z, 1) = = costia -l 0 (——> [~ cos2ix) - O(—]—)
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Aus: - "
' A 1
lim \ r(x)cos2iwdyr = 0 uand Lim s r (%) ()(—,)dm =0
L oo i > e | 1
0 1}

und (13) schliefen wir

. i
lim ”iﬁ v (%) @; (2, 0) @, (,1:,11) dx — - j r{rydr = 0.

i—> 3¢
1
Da aber ¢, (x, 0) == V: 1st, so konnen wir nach (10) die Entwick-
7
lung von «, (&) fiir 4; — 0 in die Form bringen:
o (A) = — 1% i 2 F (14)
! ey (0) ' '

d.h. fiir hinreichend kleine 3 ist «, (1) negativ. Ebenso ist auch oy (1), wie
man durch Differentiation von (14) leicht bestitigt, fiir hinreichend kleine
positive 4 negativ. Wir haben aber vorausgesetzt, da8 o, (0) = o, (1)= 0,
woraus man erkennt, daB o' (1) an irgend einer Stelle zwischen O und 1
auch positiv ist und folglich irgendwo seine Zeichen #ndert. ¥s sei
A == 0 der Punkt, in welchem ¢ (§) == 0 wird. Da wir ¢, (0) = O
haben, so miissen wir erwarten, daf in einem Punkte §, die zweite Ab-
leitung o' (4) verschwindet:

oder nach (10):

o' (0,) = 0

S @00
% 0, 0) —oy(8)

Da alle Summanden negativ sind, so erhalten wir:

512j (61) == 07 Slj(al) = O (.9 ;l: 1) (15)
Nach (11) sind jedoch die ¢,; die Entwicklungskoeffizienten der Funktion
4(2) p{(x,0,) nach dem System von Orthogonalfunktionen ¢;(,0,) (j==1,2,...).
Aus der Vollstindigkeit des Systems und aus (15) folgt, daf

oder r(x) —= C. ()91 (@0,) = O, (7 0,)

Andererseits ist
T

jrdw = 0; woraus C — U
[}

folgt. Also ist r(x) = 0.

Herrn Prof. Smirnow sage ich fiir seine wertvollen Bemerkungen
zu dieser Arbeit auch an dieser Stelle meinen besten Dank.

Pulkowo, Sternwarte, 21. Dezember 1928,




