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rJ-ber e i n e  F r a g e  d e r  E i g e n w e r t t h e o r i e .  

Von V. Anlbarzumian  in Pulkowo. 

Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 27. Dezember 1928.) 

Es wird fiir einen Spezialfall (schwingende Saite, natiirliche Randbedingungen) gezeigt, 
dab das Eigenwertspektrum die Differentialgleichung (in der SchrSdingerschen 

Theorie ,,Amplitudengleichung") eindeutig bestimmt. 

Fiir einige Gebiete der theoretischen Physik (Wellenmechanik, 

Schwingungstheorie), welche zum Eigenwertproblem fiihren, ist die Frage 
nach der eindeutigen Bestimmung des meehanischen Systems (d. h. der 

H a m il t o n sehen Funk~ion) d ureh das Eigenwertsspektrum d er zugeh~rigen 

linearen Differentialgleiehung von Wiehtigkeit. Wenn das Spektrum die 

Differentialgleichung wirklieh vollst~ndlg deflniert, so w~re es m~glieh, 
z. B. den Aufbau irgend eines Atomsystems praktisch aus dem Spektrum 
zu bestimmen, d. h. die Aufgabe zu 15sen, welehe sozusagen reziprok zum 
S c h r s d i n g e r s c h e n  Problem steht*. Abet die allgemeine Behandlung 

des Problems ffihrt zu manehen Sehwierigkeiten. 
Wir  woUen hier nur einen Spezialfall betrachten. Wir wollen be- 

weisen, dal] unter allen Gleiehungen 

d ~ r 
tt ~-~x, ~ - -  q ( x ) ~  § ~q~ ~ 0, 

wo t~ der Eigenwertparameter, q(x) eine stetige Funktion und ~t eine 

Konstante slnd, bei ,,natiirlichen Randbedingungen" : q '  (0) ~ r (~) = 0, 

nur die Gleichung: 
d%p 

der schwingenden Saite mit freien Randern die Eigenwerte: 

~n ~ ~ n2 

hat. 
w 1. Zun~ehst wollen wir die Differen~ialgleiehung: 

( p y ' ) ' - -  g y - -  ~,ry + ay  ~ 0 (1) 

betraehten, w o ~,ry das , Stiirungsglied", r, p, p '  stetige Funktionen yon x 
sind und lo > 0 ist. Die Differentialgleiehung (1) hat fiir die gegebenen 
Randbedingungen y'(0) ~ q0' (~) ----- 0 eine abzahlbare Menge yon Eigen- 

werten, welehe wit naeh waehsender Griifle ordnen kiinnen: 

a~, a~, ~8, -'" (2) 

* Diese Bemerkung verdanke ich Herrn D. I v a n e n k o .  
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Diese Eigenwerte sind Funktionen von s Es wird gezeigt, dal] diese 
Funktionen kelne reellen Singularit~tspunkte haben. Es is~ leleht zu 
sehen, dat~ es geniigt zu beweisen, dab die ai (s regul~re anulytis6he 
Funktb)nen yon s in tier Umgebung yon 4 ~ 0 sind, denn damit beweisen 
wir unsere Behauptung ~iir die Gleiehung: 

(~y') '  .4- (g - - -  s r) y - -  (~ - -  40) ry  -~ ~y -~- 0 (3) 

in tier Umgebung yon 4 --= s wo ~0 eine beliebige reelle Zahl ist. Die 
Gleichung (3) ist abet .mlt (1) identiseh. Zunachst setzen wir voraus, 
dal3 a ~ -  0 kein Eigenwert  der Gleichung: 

( p 6 ) '  - -  g y  - -  ~ y  ~ o (1') 

ist. Dann hat der Differenti,~lausdruck: 

L M  = ( P , ' ) ' - - . q Y  

die (; t e e n  sche Funktion G (x 1 ~). 
Die Potenzreihe 

s (x, ~ ; z) = (; (x, ~) + z (G (x, ~) + z ~ (;3 (x, ~) § . . . ,  (4)  

in welcher 

(:,,~) 

Jst: konvergiert  innerhalb eines Kreises 14] ~ 0, denn  die Funktionen 
(~(x. _~) und r (x) sind besehri~nkt. Die Summe dieser Reihe, welehe gleich 

K (x, ~; 4) 
S(x ,~ ;  z) - -  

ist, wo K(x,  ~; 4) den 10senden Kern (die Resolvente) des Kernes G(x,~)r(~) 

bedeutet, stellt fiir t41 ~ @ die G r e e n s c h e  Funktion des Differential- 
ausdruekes 

L [ y ] - - 4 r y  ~ ( p y ' ) ' - - g y - - X r y  
dar. 

Die Eigenwerte der Gleichung (l)  sind die Nullstellen des F r e d -  
ho imschen  Nenners ~iir den Kern S (x, ~; 4), d. h. wir kOnnen fiir 14t ~ @ 
diese Eigenwerte durch die Gleichung: 

D(a ,  4) ~ -  1 - - ~ D 1 ( 4 )  ~- z D  - -  �9 ~ 2, ~ (x )r  •247 . . . .  0 (5)  

definieren, wo 
S(x~,x~;Z),  S(x~,x~;4)  . . .  Z (x~ ,xn ;4 )  

5 (x~, ~, ; 4), S (x~, x~; 4) . . .  S (x  2, x~; 4) 

y,,, (14) = .I.. ..i / : : : : : : : : : : : : : : : : : : :  . . .  d , , , , .  

,~(,',,, ,'~ :).), :~(~,,,.~._~:4) . . .  ,~(x,,,x~,;)O 
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D i e  Reihe (5) konvergiert  fiir lit I ~ ~) - -  e, wo s eine beliebige positive 
Zahl ist, und far  alle endlichen a gleichmal]ig*. Folglieh stellt  sie eine 
analytische Funktion beider Variablen dar, und die gemeinsamen Kon- 
vergenzkreise sind die ganze ~-Ebene und der Kreis  141 ~ q. 

Entwiekeln wir D (~, 4) nach Potenzen von c~- -u / (0 )  und 4, so be- 
merken wir unter Berficksiehtigung der Tatsache, dal~ ~i(0) elne einfache 

Wurzel  yon / ) (u ,  0) ~ 0 ist, da~ das konstante Glied der E n t w i e k h n g  
versehwindet, aber der Koeffizient bei [~ - -  ~ (0)] yon Null versehieden 
ist. Naeh dem Satz fiber die impliziten Funktionen kiinnen wir nun be- 

haupten, da~ in einem Konvergenzkreis  die Funktion u~(it), d. h. die Null- 
stelle yon D(u,  4) ~ O, welehe in ~t(0) iibergeht, bei it ~ 0, in eine 

Reihe naeh Potenzen yon 4 entwiekelbar  ist. Also, die Eigenwerte  slnd 
analytisehe Funktionen des Stiirungsparameters 4 i n  der Umgebung yon 

4 ~ 0, wenn nut  ~ ~ 0 kein Eigenwert  der Gleichung (1') ist. Die 
letzte Vorausse~zung isb iedoch ganz unwesen~lieh. In  der Tat ,  es 

sei, wenn ~ ~ 0 ein Eigenwert  der Gleichung (1') ist, k tier absoluten 
Gr(i~e naeh der naehstfolgende Eigenwert.  Dann kiinnen wir  die 

Gleichung : 
/ + 

betraehten, fiir welche /~ ~ 0 kein Eigenwert  ist. Wir  k(innen nun 

sagen, daft die Eigenwerte der Gleichung: 

( p y ' ) ' - -  (g + ~ )  V - - i t r y  + f l y  = 0 (7) 

analytische Funktionen yon it (in der Umgebung der ~ ~ 0) sind. Aber 

die Eigenwerte der Gleichungen (7) und (1) unterschelden sich von- 
k 

einander nur durch die konstante GrS~e -~ .  Daher  sind auch letztere 

analytische Funktionen yon 4. 
W i t  klinnen ie~z~ behaupten, dal] fiir jedes reelle s die Eigenwerte 

der Gleiehung (1) analytisehe Funktionen yon 4 sind**. 
w 2. Dasselbe Verfahren wie im vorigen Paragraphen zeig~ uns, 

daiS auch D (x, ~; a, 4) ( F r e d h o l m  scher Zahler) eine analytlsche Flmktion 
beider Variablen cr und 4 in der ganzen a-Ebene und in Kreise ]~1 ~ 0 ist. 

* VgL R. Couran t  und D. H i lbe r t ,  Methoden der mathematischeu Physik 
1924, S. 126. 

** Man kann diese Behauptung auf anderem Wege etwas ktirzer beweisen, 
aber unser Beweis schlieflt vielleicht die MSglichkeit der Erweiterung auf das 
Gebiet yon mehreren unal*hangigen Variablen ein. In diesem Falle treten jedoch 
Schwierigkeiten auf, welche mit mehrfachen Eigenwerten verkniipft sind. 
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Bezeiehnen wit  die normierten Eigen[unktionen der Differential- 

gleiehung (1') dureh: 
~ ( x , k ) ,  ~ ( ~ , k ) ,  . . . ,  (S)  

so ist bekannt, dal~ die Produkte ~pi(x, ~,)~pi(~, ;~) die Residuen der Re- 
solvente 

D(x,~.; a, Z) 

an den Stellen a ~ cq(k) bilden. Wi t  haben: 

r e p i ( ~ , k ) - -  2~il i F(x,~; a,k)d~z ' (9) 
o 

wo die Kurve C in der a-Ebene die Stelle at (k) umsehliel~t, abet keine 
andere cg-(k ) (j  =]= i) mehr enthMt. Bei Anderung der k im Gebiet 
1s ~ a ~ (}, wo a eine positive 
Zahl ist, welehe wir sparer w~hlen 
wollen, ~ndert sieh jeder Eigen- 
weft  in einem Gebiet Bi. Es ist 
leicht zu sehen, dal~ ~iir hinreichend 
kleine a keines aus den Gebieten 
Bj(j ~ i) mit Bi gemeinsame 
Punkte hat. Denn einerseits 

•• ~ r e e / l e  ,4ck, re 

Ebene 
Fig. 1. 

sind wegen der Maximum-Minimum- 
Eigensehaften der Eigenwerte bei beschrankten Anderungen yon ;. alle 
"k_nderungen yon Eigenwerten gleichm~fiig beschr~nkt. Andererseits, 
es seien cq(;~), . . . ,  ~N(;~) die ersten N-Eigenwerte, we]che analytische 
Funktion yon JL sind, so kSnnen wit  N so gro~ w~hlen, dag die 
~5T+1(s . . .  ftir ~edes I;~1 ~ 0 grSBer sinfl als die ai(;~) ~tir dasselbe k 
Da kein Paar yon ai (0) miteinander zusammen[~llt, kSnnen wir a so klein 
annehmen, dal3 fiir I;~1 ~ a alle ai(Z)( i  ~--- I, . . .  N) regular sind und 
kein Paar der Gebiete Bi gemeinsame Punkte hat. Wir wghlen nun C so, 
dab es das Gebiet Bi, abet keinen Punkt  der Bi(J ~ i) einsehliel3t 
(vgl. Fig. 1). Die Formel (9) zeigt dann, dal] fiir hinreichend kleine k 
die Funktion 9)i(x, k)(Pi(~, k) yon k analytisch abhgngt. Duraus kSnnen 
wir schliegen, da]] aueh 9,. (x, k) eine analytische Funktion von k ist. 

Ftir weitere lJberlegungen ist es wichtig, die Ausdrtieke ~t~r gestSrte 
Eigenwerte einzufiihren. Wir  wollen hier nur die ersten @lieder der 
Entw]eklung hinschreiben : 

. , .  (Z) ~ ~/.~ (Zo) _L (Z - -  Z o) ~ .  (Zo) + (k - -  ;~o., ~ ~ ~ ~ '  . ~i j  (ko) . ,  �9 ,, ( 1 0 )  
j = ~ , ;  (~0) - -  a / ( k o )  
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wo der Strich bei Summationszeichen andeutet, dal] die Summation auf 
alle j, aul]erhalb j ~ i zu erstrecken ist und aul]erdem die Bezeichnung: 

7L 

~i~" (~o) ---- ~ r (x) r (x, ~to) r (x, s dx (11) 

eingefiihrt ist. 0 

w 3. Wir  setzen ietzt voraus, da~ die Gleichung: 

d29) - -  r(x)  ~- 0 (12) 

dasselbe System yon Eigenwerten hat, w i e  die Gleichung: 

d ~ 

~iir das System der Randbedingungen: ~ ' ( 0 )  - =  ~ ' (~ )  ~ O. 
Hieraus folg~ unmittelbar, dal] te __-- u ist. In der Ta~ tauten die 

asymptotischen Ausdrficke 

und (12) 

bzw. 

woraus ~olgt: ~ ~ u. 

ftir die Eigenwerte der Gleiehungen (11) 

o:,, = n  ~ +  0(1)  

c~,, = 'n 2 x + 0 (1'), 

Schreiben wir  ~etzt die G leichungen: 

d ~ ~i(x,  O) 
d~.~ + ~ ~ i (x  O) ~ O, 

d2efl~(x, 1) r(x)epi(x, 1) ~- aleph(x, 1) --- 0. 
d x '2 

multiplizieren die ersfe Gleichung mit ~i  (x, l) und die zweite mit 9~t(x, 0), 
subtrahieren dann die zweite yon der ersten und integrieren, so er- 

halten wir wegen der G r e e n s e h e n  Formel :  

~ r (x )  r 0) 9~i(x, 1) dx = 0. (13) 

Nun haben wir  ~olgende asymptotischen Ausdriieke [iir die Eig'en- 

funktionen: (1) 
cos i.~' --! 0 

Folglieh haben wit  ftir r (x, 0) r (x, 1) den asymptotisehen Ausdruek : 

~ ( x ,  0 ) ~ i ( x , l )  ~ - - c o s 2 i ~  '--j. 0 ~ 1 ~ c o s 2 i : c i ~  0 . 
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Aus: ~ 

0 n 
und (13) seMieflen wir 

lira l t ' r ( x ) ~ ( x ,  0) ~,  (x, l) dx =--1 ir@)d:r = 0 .  

1 
Da aber Cpl(X, O) = ~ ist, so kSnnen wir naeh (10) die Entwick- 

luna" yon a 1 (4) far ~.0 ~-- 0 in die Form bringen: 
oo 2 

_ ~2 %-~ e l R  , ( 1 4 )  . . . .  ' 

d.h. fiir hinreichend kleine s ist rq (4) negatlv. Ebenso ist aueh c~'1 (s wie 

man dureh Differentiation yon (14) leicht best~tigt, ftir hinreiehend kleine 

positive 5~ negativ. Wir  haben abet vorausgesetzt,  dal~ ~1 (0) ~ a 1(1) ~ 0, 
woraus man erkennt, daft a ' ( s  an irgend einer Stelle zwisehen 0 und 1 

~meh positiv ist und folglieh irgendwo seine Zeichen ~ndert. Es sei 
)~ ~ ~ der Punkt,  in welehem cr ~--- 0 wird. Da wit  ~'1(0) ~ 0 
haben, so mtissen wir erwarten, dal3 in einem Punkte (~1 die zweite Ab- 
leitung a"(it) versehwindet:  

~" (a~) = 0; 
oder naeh (10):  

Da al]e Summanden negativ sind, so erhalten wir :  

~12j(~l) = 0, ~Xj({~l) = 0 ( j  ~ [). (15)  

Naeh (11)s ind iedoeh die E~j die Entwieklungskoeffizienten der Funktion 

q (x) r 51) nach d em System yon Orthogonalfunktionen ~j (,, 1~I) (J =- 1,2, . . . ) .  

Aus tier Vollstgndigkeit des Systems und aus (15) folgt, da[~ 

oder r (x) : =  C. r (x) 9h (x, 61) ~ C qh (x, ~l) 

Andererseits ist 

~ r  dx 0; C o woraus 
0 

folgt. Also ist r(x) ~ 0. 

Herrn Prof. S m i r n o w  sage ieh f~r seine wertvollen Bemerkungen 
zu dieser Arbei t  aueh an dieser Stelle meinen besten Dank. 

P u l k o w o ,  Sternwarte,  21. Dezember 1928. 


