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Die Formulierung der Erhaltungssiitze 
der Energie und dr Impulses 

in der allgemeinen Relativit~tstheorie. !I.  
Von 

MAX KOHLER. 

(Ei~cgegange~ c~m ~. Oktobev 1957.) 

Es wird eine auf 2 MaBbestimmungen aufgebaute allgemein relativistische Schwer- 
kra{ttheorie entwickelt. An deren Spitze steht ein HA~IILTONsches Prinzip mit einer 
gegen/iber EINSTEIN abge~tnderten HA•ILTON-Funktion. Aus diesem HA~alLTON- 
Prinzip fliel3en 14 Differentialgleichungen. Davon sind t0 die Feldgleichungen, 
die ein bestimmtes, quasilineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung bilden. 
Die restlichen 4 Differentialbeziehungen sprechen die Divergenzfreiheit des Materie- 
tensors aus, sind aber nicht wie in EInSTEIn'S Theorie eine Folge der Feldgleichungen. 
Damit entf/illt die Notwendigkeit yon Koordinatenbedingungen. Im materie{reien 
Falle spielen diese 4 Bedingungen keinerlei Rolle. Im schwachen Felde erh/ilt 
man die in der EINSTEI~sChen Integrationstheorie benutzten Gleichungen und Er- 
gebnisse. Das Prinzip der geod/~tischen Linie bleibt unver/s erhalten, ebenso 
alle an der Erfahrung priifbaren Ergebnisse der EINSTEIIVschen Theorie einschlieB- 
lich der Perihelbewegung. Ein aus den t. Ableitungen aufgebauter Energie- 
Impulstensor des Schwerefeldes wird angegeben, der zu differentiellen und inte- 
gralen Erhaltungss/~tzen ffihrt und aul3erdem symmetrisch ist. Er sfimmt im 
sehwachen Felde mit  dem in Teil I angegebenen Tensor fiberein. Damit ist eine 
tensorielle Formulierung des Energie-Impulssatzes gefunden, die nun eine grol3e 

fi~hnlichkeit mit derjenigen in der MAXWELLschen Theorie aufweist. 

Ei~cleifu~g. 

In Teil i 1 wurde die Darstelhmg eines Schwerefeldes durch 2 MaB- 
bestimmungen g~ und gi~ in der Raum-Zeit-Welt besehrieben. Es zeigte 
sich, dab die I)ifferenz der CHRISTOF~EL-Symbole beider Mai3bestim- 
mungen Tensorcharakter hat, w/ihrend dies j a bekanntlich ftir die 
CHRISTOFFEL-Symbole eines MaBtensors nicht der Fall ist. Der t. MaB- 
tensor gik s61I die Metrik der Raum-Zeit-Welt angeben, wie sie dutch 
die Materie in der Welt erzeugt wird. Die Deutung des 2. MaBtensors 
kann in verschiedener Weise erfolgen. Entweder als MaStensor eines 
auf das gleiche Koordinatensystem bezogenen ungekrtimmten Ver- 
gleichsraumes, als metrischer Untergrund bei Wegnahme der Massen 
oder als Tensorpotentiale der S cheinkr/ifte. 

Leider war mir entgangen, dab schon w/ihrend des Krieges diese 
Konzeption der Beschreibung eines Schwerefeldes durch 2 MaBtensoren 
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yon N. RosEN 1 in analoger Weise entwickelt wurde. Derselbe Autor 
gibt in einer weiteren Arbeit 2 eine auf dem Boden der speziellen Rela- 
tivit~itstheorie stehende Gravitationstheorie, bei der die gik Kompo- 
nenten eines physikalischen Tensors sind und die gik diejenigen des MaB- 
tensors der ungekriimmten Raum-Zeit-Welt bedeuten. Auf diese Deu- 
tungsm6glichkeit des mathematischen Formalismus jeder mit 2 MaB- 
bestimmungen operierenden Relativit{itstheorie, mit der sich noch an- 
dere Autoren 3 besch~iftigt haben und die auch loei der in der vorliegenden 
Abhandlung entwickelten Theorie gegeben ist, soll jedoch nicht weiter 
eingegangen werden. 

In der frtiheren Arbeit wurde eine Relativit~itstheorie mit 2 MaB- 
bestJmmungen fiir den Fall des schwachen Feldes entwickelt, bei der 
die EINSTEINschen Koordinatenbedingungen: 

- 0 (i = t ,  2,  3 ,  4) ( t )  0xk 

eine wichtige Rolle spielen. Aus den Feldgleichungen, den Koordinaten- 
bedingungen und geeignet gew~ih!ten Rand- oder Anfangsbedingungen 
lassen sich dann beide Mal3tensoren gi~ und gi~, bei bekannter Materie- 
verteilung eindeutig linden. In dieser Theorie l~il3t sich ein Energie- 
Impulstensor t~ Itir  das Gravitationsfeld linden, der dem einfachen, 
kovarianten differentiellen Erhaltungsgesetz: 

geniigt, wo die D,~ die kovariante Ableitung nach der Koordinate x,,~ 
in der Mal3bestimmung der gi~ ist. Es existieren auch einfache integrale 
Erhaltungss~ttze. 

Der Tensor t~ hatte dieselbe Symmetriestruktur wie der Materie- 
tensor, d.h. es ist ~,, = f,,~. Die Komponenten l~ sind homogene Funk- 
tionen 2. Ordnung der Tensorkomponenten ~z des eigentlichen Gra- 
vitationsfeldes. Unter Normalkoordinatensystemen werden solche ver- 
standen, in denen die g~k konstant sind, in denen also die Scheinkr~ifte 
versehwinden. 

Es entstand nun die Frage der Verallgemeinerung dieser Betrach- 
tungen auf den Fall starken Feldes. Will man die EINSTEINschen Feld- 
gleichungen unver~indert in diese Theorie tibernehmen, so hS, ngt alles 
an dem Auffinden geeigneter Zusatzbedingungen, die bei gegebener 
Materieverteilung und mit Hilfe der Randbedingungen im Unendlichen 

1 ROSEN, N.: Phys. Rev. 57, 147 (1940). 
2 RosEN, N.: Phys. Rev. 51, 150 (t940). 

BAh'D, W.: Phys. Rev. 61, 698 (1942). --PAP.~.PETROU, A.: Proc. Roy. Irish 
Acad. 52, I1 (t948). 
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beide Mal3tensoren eindeutig festlegen. Als M6glichkeit bieten sich bier 
zun~ichst die LaNczosschen 1 Zusatzbedingungen (in einem Normal- 
koordinatensystem formuliert) : 

(V<Jeh~)  - 0 (z - t ,  2, 3, 4) .  (3) 
ax k 

Wie von LAvczos 2 gezeigt wurde, leisten diese Zusatzbedingungen zu- 
sammen mit den Feldgleichungen lind Randbedingungen im Unendlichen 
eine eindeutige Festlegung der gik aus der Materieverteilung, oder in der 
Sprache der Theorie mit 2 Mal3bestimmungen, eine eindeutige Fest- 
legung beider MaBbestimmungen aus der Materieverteilung. Beide MaB- 
bestimmungen liegen natfirlich nur fest bis auf eine willktirliche Wahl 
des gemeinsamen Koordinatensystems. Man k6nnte also daran denken, 
diese Beziehungen (3) in kovarianter Formulierung: 

b~ (V g g@ = 0  (l---1,2, 3, 4) (3 a) 

als die richtige u der ElXSTEINschen Koordinaten- 
bedingungen (t) fiir den Fall des starken Feldes ansehen. 

Unbefriedigend an dieser Theorie ist jedoch der Umstand, dab diese 
Zusatzbedingungen insofern in gewissem Umfange willktirlich erseheinen, 
weil sie aus der alleinigen Forderung ermittelt sind, dal3 sie zusammen 
mit den Feldgleichungen nnd den Randbedingungen im Unendlichen 
zu einer eindeutigen Festlegung der beiden Mafltensoren im obigen Sinne 
bei bekannter Materieverteilung fiihren sollen. Diese Forderung allein 
wird nicht ausreichen, um die Zusatzbedingungen zu bestimmen. Liegen 
aber die Zusatzbedingungen niche lest, so gelingt keine eindeutige 
Berechnung beider MaBbestimmungen (d.h. des Gravitationsfeldes) aus 
der Materieverteilung. Damit ist aber auch die Definition des Energie- 
Impulstensors des Schwerefeldes in Frage gestellt. 

Bietet sich eine M6glichkeit diese Schwierigkeit zu fiberwinden ? 
Im folgenden soil gezeigt werden, dal3 durch ein geeignet gew/ihltes 
Variationsprinzip an der Spitze der Theorie sich ein System von Feld- 
gleichungen finden l~iBt, das sich zur Berechnung beider gal3tensoren 
aus der Materieverteilung eignet. Die HamLTO~Csche Funktion dieses 
Variationsprinzips enthfilt beide MaBtensoren. Variiert werden hierbei 
niche nur die gik, sondern auch die gi~- Als Richtlinie ftir die richtige 
Wahl der HA~alLTON-Funktion sehen wir folgende Forderungen an: 

1. Sie mul3 zu einem Gleichungssystem fiihren, das beide Mal3- 
bestimmungen bei gegebener Materieverteilung festlegt. 

2. Alle an der Erfahrung prfifbaren Effekte der EiNsT~iIvschen 
Schwerkrafftheorie (Lichtablenkung am Sonnenrand, Rotverschiebung 

1 La?cczos, C.: Phys. Z. 23, 537 (1922). 
LA>~czos, C.: Z. Physik 13, 7 (1923). 
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der Spektrallinien, Perihelverschiebung des Merkur) sollen aus ihr richtig 
folgen. 

3. Sie soil zu einer Formulierung des Energie-Impulssatzes in der 
Form (2) fiihren, wo t~ ein symmetriseher Tensor ist, dessert Kompo- 
nenten homogene, quadratische Funktionen der Feldst~irken (der t .  Ab- 
leitungen der gi~ und g~k) sind. 

4. Die HAMILTON-Funktion soll eine homogene, quadratische Funk- 
tion der tensoriellen Feldstiirken ~z sein. Sie ist eine Invariante. 

Die unter 2. und 3. erwiihnten Forderungen erweisen sich als ent- 
scheidend, mn zu einer genfigend starken Einschrfinkung der zur Kon- 
kurrenz zugelassenen HaMILTo~-Funktionen zu kommen. Ein groBer 
Teil der Forderungen ist in Analogie zur elektromagnetischen Theorie 
M_aXWEI~L~ gestellt. 

w 1. HaMII-TONsches Prim@ und A bleitung der Feldgleichungen. 
In Teil I wurde gezeigt (auch von ROSEN schon benutzt), dab fol- 

gendes invariantes Variationsprinzip als Grundlage der frtiheren Theorie 
angesehen werden kann: 

f ~ d X  + ~ f  %~jdg~JdX= O, (4a) 
wo 

= ] / 7 "  gkl (Q~z ~,~ "~ -- 0r, ~z~).o " (4b) 

�9 _ ~ i  " --" Hierbei ist wig in Tei i I :  ~z=F~z - k~, wo die ~'z und F,2z dig CHRI- 
STOFrEL-Symbole der beiden MaBtensoren gi~ und gik sind. Die Variation 
der gik ffihrt zu den bekannten EINSTEINschGn Feldgleichungen: 

R ~ - - ~  R "g~k = - - ~  T,~, (5) 

w~ihrend die Variation der g ik Identit~iten ergibt. Diese Formulierung 
des HaMILTONschen Prinzips gestattet also keine Festlegung beider Mal3- 
tensoren aus der Materieverteilung, denn die EINSTEINschen Feldglei- 
chungen sind dazu allein nieht ausreichend. Um dies zu leisten, muB 
man in dieser Theorie noch Zusatzbedingungen einftihren, die in ge- 
wissem Umfange willktirlich sind, und da sie aus dem HAMILTONschen 
Prinzip nicJat folgen, Gin fremdes Element in die Theorie hineinbringen. 

Der tiefere Grund fiir das obige Verhalten des mit der HAMILTON- 
Funktion (4b) gebildeten Variationsprinzips wird bei den sp~teren Uilter- 
suchungen dieses Paragraphen Mar zutage treten: Die Variation tier gi~ 
f/ihrt n~mlictl zu 4 Beziehungen, welche die Divergenzfreiheit des Ma- 
terietensors ausdrticken. Dieselben Beziehungen folgen aber noch ein 
zweites Mal aus den Feldgleiclmngen (5), die durch Variation der g,~ 
gewonnen sind. Diese Koinzidenz beraubt uns der M6gliehkeit, die ge- 
ntigende Anzahl yon Gleichungen zu bekommen, die notwendig ist, urn 
beide Mal3tensoren aus tier Materieverteilung berechnen zu k6nnen. 
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Der auf der Hand liegende Ausweg aus dieser Schwierigkeit ist eine 
geeignete Ab{*nderung der HA~alLTO~'-Funktion (4b). Dann wird im 
allgemeinen oben erw~thnte Koinzidenz nicht mehr auftreten. 

Folgende HAMII, TOx-Funktion wird sich als die zweckm~tBige Ver- 
allgemeinerung der Funktion (4b) erweisen: 

c ~ = , ~ k z ~  o,~ ~g,~,~g ~i ~ - o J  ~'~) (61 t ~ k n ~ l m  i '1 ~ k m ~ l n  ~k~ " 

Hierbei ist : 

~k, _ V _ ~  gk, (6a) 
Der Unterschied dieser Funktion | gegentiber der durch (4b) deft- 
nierten Funktion ~ trit t  klarer zutage in der Formulierung in einem 
Normalkoordinatensystem: 

(~J* 9*  k l  ( F ' i n  F * m  F * m  F * n ~  t g~I 

(V-~) 
Darin ist g* km eine Abkiirzung fiir a.~,~/ex,,. 

Die Identit~it dieser Darstellung yon | in einem Normalkoordinaten- 
system mit der dutch (6) gegebenen Definition yon | lggt sich dutch 
einfache Rechnung nachweisen, wenn man in (6c) die ~-*k*" nach der 
bekannten Formel: 

1 Og TM l~m r,i k] r~m mi k 
e.~ =g ~ai--g *ni--g -f'[*i (7) 

durch die / '*-Symbole ersetzt. 
Das HaMiLWOxsche Prinzip soll also lauten: 

f | dX + ~ f  gij ~g~J dX  = 0. (8) 

Um die Differentialgleichungen aus diesem Prinzip abzuleiten, ist es 
vorteilhaft, ein Normalkoordinatensystem zugrunde zu legen, in dem 
der MaBtensor ~ die pseudoeuklidischen Werte hat, was keine Be- 
schr~nkung der Allgemeinheit darstellt. In einem solchen Koordinaten- 
system sired alle/~a = 0. Die ~z sind daher mit den ~i  I identisch. Ffir 
| erMlt man dann die Darstellung (6@ Welter ist es zweckm~iBig, 
start der Gr6gen g*~ die fl*r als Variable zu benutzen. Nun ist: 

oder: 

Nach bekannten Formeln ffir d (log V--g): 
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Dies setzen wir in das 2. Integral von (8) ein. Vorher sei noch gesagt, 
dab indizierte Gr6Ben im benutzten Normalkoordinatensystem immer, 
wie schon in (6c) und (6d), gesternt sind. 

Es folgt nun: 

• * 1 (8a) 6J" @ * d X  , y , f  (T~j--~ T g * ) d g * ~ J d X = 0 .  

Die Variation der g*~ liefert folgende Gleichungen: 

2' ) , ~ 1~3,a (ri* ~ -  | - ~'7 ~ ik J = - - ~ ,  T" g*k , (9) q 

wobei : 
] 

- [ag*~ - > ~ ] ;  - W L ~  = 7g*kCJ" 
Nun ist bekanntlich: 

a ,~,~, R* (10) ~ * k -  a*7*,/.>~k / = ik, 
mit : 

/ a.#* ag~* ~ ~ t (  a.~* + a.#* '1 

wo die R*k die Komponenten des verjtingten RIEMaxxschen Krtim- 
mungstensors sind im zugrunde gelegten Normalkoordinatensystem. 

Wir ftihren welter folgende Abkfirzung ein: 

| = ~ + ~1, (t0a) 
und schreiben : 

wobei : 

Damit kann man die Feldgleichungen (9) auf die Form bringen: 

Die Gr6Ben P~* in dieser Gleichung geben die Ab~nderung der Feld- 
gleichungen gegentiber den ElxsTEIXschen an, die man mit P*  = 0 er- 
halt. Nun kommen wir zur Variation des MaBtensors ~,~, bei fest- 
gehaltenem ge~. Diese Variation mug nach (8 a) verschwinden. Bezeich- 
nen wir diese Art yon Variation mit 3, so gilt also: 

8 f  | dX = o. (t3) 

Nun sol1 ~ ~ aucll nach Ausftihrung der Variation noch alas Linienelement 
eines ungekrtimmten Raumes sein. Die 6~e~ sind also nicht unabhangig 
voneinander. Die allgemeine Variation eines ungekriimmten Linien- 
elementes 1~i13t sich nun dutch eine infinitesimale Koordinatentransfor- 
mation herstellen. Diese laute: 

x ' i=  x i + r~ e*. (14) 
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Wenn wir allgemein das Integral: 

f ex 
der infinitesimalen Transformation (14) unterwerfen, so /indert dieses 
Integral seinen Wert hierbei nicht, well | eine skalare Dichte. Hierbei 
findern sich aber sowohl die g~ als auch die ~ .  Es ist also: 

8 ' f  |  + 6 f  |  (15) 

wo 8' die ~nderung des Integrals infolge der infinitesimalen Transfor- 
mation ist bei alleiniger Abanderung der gi~. Daher folgt arts (t3) und 
(t5): 

b ' f  ~ d X  -- O. (16) 

Es handelt sich nun um die Berechnung einer Variation des Integrals 
bei alleiniger Ab/inderung der gi~ infolge der infinitesimalen Transfor- 
mation (14). Diese Variation berechnen wir in einem Normalkoordi- 
natensystem, da ja der Tensor ~r in (t6) festzuhalten ist. 

Es ist : 

d q , i~=g,~k  g,ik 

, , Ox r axr . a x  r " 

Und : 

= ~ _ ( ~ g , i k )  : , 

O~: s G% s I 

(}g*~ ~*~ ~ ( ~ )  .q,~ a~(6~ ~) .q,~ ~(6~ ~) } 
= >-~rb'Vs @ "  6 q ~ C r a X s  b-Xr6q--~s I 

+ ~,i~ a(6~ ~) -,k~ a(~  ~) , . ,~?!~"} _ q , ~  ~(~)  I 

Nun setzen wir: 

- -  1/-:g G. 
Damit : 

- - G ~  (2g *r ~2(6; k) 9 , ~  
a2(~ r) 

+ 2 ~ , i  , a (~  ~) g .~e(~g)  g.ik a(~ ')]  

'(aG* eG*/ ~(~G* _QG* 

(t7) 

(t8) 

(19) 

(2oa) 

(20b) 
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Welter ist : 

~ 5  = 1/'- g* G 5  + t ~ *  g S .  (2J) 
Damit : 

+C~*/  2g *~' (~& .g,~k . . . .  + / (20c) 

4- 2a*~". ata;k)a.,. 9" ':~ a(a;')a.,. .q.ek. . a(a;')ta7 ! Jl 

Dieser Ausdruck l~tl3t sich auch so schreiben: 

] / - -g*~ 'G*  {2@i*~g ~(|  g I ~ i k  @ ] 

+2w,:efl.~ -- i~ U/~ j ax~ - v -  / (22) 

+ { ) ~ , , ,  , i  . . . .  , .  ,ii~ ~,,~ a(o~5 I 

Nun ist G eine Invariante. Bei allen Affintransformationen, die von 
einem Normalkoordinatensystem zu einem anderen fiihren, ist die Form 
(6c) yon G invariant. Daher muB flit eine solche spezielle Koordinaten- 
transformation 3 ' G * = 0  sein. Fiir alle solche Transformation sind die 
d~ ~ lineare Funktionen. Es verschwinden daher die 2. Ableitungen yon 

a 
6~ ~. Daher mul3 diejenige Klammer in (22), die den Faktor ~ ( ~ )  
tr/igt, verschwinden, d.h. : 

(23) 
- g s  # g o :  ~ # : ~  # i k  

Nun kehren wir zum Fall einer beliebigen infinitesimalen Transforma- 
tion (14) zuriick. Unter Befiicksichtigung yon (23) folgt jetzt: 

6' f C~* cl X - -  f g~gg* . D' G* d X 
�9 *~ , i ~  aa*~g*/~ ' a~(d~ I~) z v  

au, a . ,  

denn ]/~gg* d X ist eine Invariante gegentiber )~nderungen des Koor- 
dinatensystems. Fiihren wir nun die Anderung des Koordinatensystems 
so durch, dab die d~e und deren t. Ableitungen an der Oberfl/iche des 
Integrationsbereiches verschwinden, so folgt in bekannter Weise: 

~z~3x~ @i~ g -- 2 ~:~ g "O = 0 .  (24) 

Dies sind 4 Bezielmngen mit fl = 1, 2, 3, 4. Sie sind zusammen mit den 
Feldgleichungen (t2) Folgen des HAmLTONsehen Prinzips. Es wird sich 

Zeitsct]rift s Physik. Bd. 134. 20  
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sp/iter herausstellen, dab (24) das Verschwinden der Divergenz des 
Materietensors zur Folge hat. 

Wir gehen aus yon den Feldgleichungen: 

* * s  ~ f l* i~  , * O * s  

x s 

Daraus durch Uberschieben mit g*~:  

- ~  = u  ~ - ~ Z s  ~ ~ J j - - ~  / ~ - ~ Z x ,  ~)J. 

Durch Umformung: 

- -  ~x~  - - 2  i k , q  i l ~ . d  . 

Setzt man zur Abkfirzung: 

*o: . ,  g ,  io: *s *.ie I ~a tee,* ~ , i k  ~ ,*s  , i / ~ ,  

dann kann man obenstehende Gleichungen so schreiben' 

,~,~ ,~ O im*~ ,-ie "1 ~ * '  ]. (27) 

Aus diesen Gleichungen und (24) Iolgt sofort: 

O , ~ * a  * e  
o ~ / ~  + ~  ) = o .  (28) 

Diese Gleichungen mit fl = t, 2, 3, 4 betrachtert wir, in vollkommener 
Anal0gie zu EINSTEIN, als differentielle Formulierung des Er~ergie- 
Impulssatzes in einem Normalkoordinatensystem. 

Die dutch (26) definierten i~ ~ lassen sich mit Hilfe der Beziehungen 
(23) wesentlich vereinfachen. Man findet: 

*~ - ~  ~ ~'*~ *"~ (29) 

Dieser Ausdruck deckt sich mit dem EI~sTEINschen, wenn wir | = 5) 
setzen. Die Gln. (27) stellen die Feldgleichungen in einer Form dar, in 
der die Komp0nenten des Materietensors und diejenigen des Energie- 
Impulstensors des Schwerefeldes in gleicher Weise beide felderzeugend 
wirken. 

Die Gr6Ben tJ '~ sind nach (25) oder (28) homogene Funktionen 
2. Ordnung der t. Ableitungen der g*~, 

Wir gehen einmal mehr yon den Feldgleichungen: 
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aus. Diese Gleichungen muttiplizieren wir mit ~ i ~  und erhalten' 

�9 *ik *i~(\ * ~ ~ik*S')-- 

o,k *ikgOpq( * " ~ *s) 

Nun ist : 
�9 i~ , ik  g,i~ 0(l/2g*) 

V-g*g~ =g~ - ox B 
�9 i k @  ~ * i k  , "" ~l v =g~ ~_ .... g~v 'g '~  

Das setzen wir ein und bekommen: 

~ ,  , i k  o x 8 ,(~,s , ik  

X s 

oder nach (29): 
q,, , ik 2 8i*~t~ 
�9 i~ g~ 8X~ " 

Weiter nach (28): 

Diese Gleichung besagt aber nichts anderes als die Divergenzfreiheit 
der als Tensorkomponenten im benutzten Normalkoordinatensystem 
betrachteten Gr6Ben %~.  Man kann umgekehrt auch zeigen, dat3 aus 
(30) und den Feldgleichungen die Beziehungen (24) fotgen. Die Gln. (24) 
und (30) sind daher gleichwertig. 

Die Gr6Ben T~ sind nach (9) bisher nur in einem Normalkoordinaten- 
system definiert. Unterwerfen wir die Gr6gen aber den Transformations- 
Iormeln ffir Tensorkomponenten bei Anderungen des Koordinaten- 
systems, so verschwindet nach (30) die Divergenz des so definierten 
Tensors in allen Koordinatensystemen, da dies in Normalkoordinaten- 
systemen der Fall ist. 

Nun gehen wir zu expliziten Formulierung der Feldgleichungen und 
der Bedingungen (28) fiber. Bisher batten wir von der speziellen Wahl 
der HAMILTON-Funktion keinen Gebrauch gemacht. Man erh~ilt nach 
wohlbekannten Formeln : 

= *~  --'2 (3 tb) 
20*  
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Weiter erhS.lt man (6c): 

?t.k~= 1 ~., ,is , , ,~ ,  
21/_~, ~s.% ~ - g ~ i  ) (3tci 

(~ ~ e) 
_ _  1 * * A_  * o * #  m a *  v n  

Dm �9 2(1/_fi),  (g?"g"~ , g;~g*~) 

Beim I]bergang von den Formeln (3 t c) zu (31 d) ist Gebrauch gemacht 
yon den Formeln (7). Die Beziehungen (31 e) gewinnt man unter Be- 
nutzung der bekannten Formeln: 

dg~,, = --g~,s g,,, dg ~ (3 2a) 
und: 

Zun/ichst sollen die Feldgleichungen in einem Normalkoordinatensystem 
explizit hingeschrieben werden. Bekanntlich ist: 

a*i a,~ l/Z~g, a,~ 

g*rs a=gi*~ 1 a (a logg--gg Og~r t 
R*=-2 a,.a,~+T-/7~.~\ - ~ 8,. g*''l + 

Nun ist : 

1 a (~iogV-g~ ~g~ ) 
6x~ ~x k ~Xs g*rS 

_ _ ,  

1 1 

2 (g__~*) ~ 

Weiter: 

ag~* ) 

~ x  s ~ x k  ) ~ ~t i n  ~ k m  �9 

, 6 * + V-g 

- -  ~g*  r s t 

Dxi 

~*" v_~, ag*" ~ l / ~  
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Diese Gleichungen fiberschieben wir mit g~, und erhalten" 

ag*~ - -  ~g*y~ ~ | / ~ g *  

g~ aZ - 1/- g* a-77., g~, < a~ 

Die rechte $eite tritt  abet oben auf. Damit" 

DS / 

1 r rs) 

(1/-g,) = [ ~ Z - ~  ~ �9 g5 ~ a.~ 

oder: 

= 2 o ox~Oxs ' 2 l ~ _ g ,  exi (g* -~ 2V~y,g, e,•"~ , (33a) 

J q- Glieder 2. Grades in den 1, Ableitungen. 

Weiter folgt mit HiVe yon (31 c) und (3t e): 

* ~ *s  

1 

2(]/_~)= (g~g~k  § g,*kg*,) 0~ 

2 a* s \~/7g~ ~ -- V-~* g,,s , 

P~k 2V_-~, g;Tx~"' ' + (g*") -l- (33b) 

q- Glieder 2. Grades in den t. Ableitungen. 

Dutch Addition yon (33a) nnd (33b) folgt: 

, Pik = ~ r  ax~ax~ q- (34a) 
! q-Glieder 2. Grades in den t. Ableitungen. 

Die Feldgleichungen lauten dann: 

2- az~ax7 + Glieder 2. Grades in den Ableitungen (34b) 

J $ 1 = -  z ( T , i k - -  ~ rg*~)  . 

Bemerkenswert an diesen Feldgleichungen ist die Erscheinung, dab die 
2. Ableitungen nur auf g*k wirken. 
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Die kovarianten Feldgleichungen in einem beliebigen Koordinaten- 
system erh/ilt man aus (34b) durch Ersetzen der gew6hnlichen Ableitung 
dutch kovariante Ableitungen in der MaBbestimmung der g;k, Ersetzen 
der Fk *i dutch die entsprechenden tensoriellen Gr6gen ~z, naehdem 

1 .  l * k ~  
man zuvor me 1-Y-~ g~ naeh (7) durch die F*-Symbole ersetzte. Dort 

V-g 
wo I/--g* allein auftritt, wird ]/'~} geschrieben. 

w 2. Diskussion der Zusatzbedingungen (24). 

Die Zusatzbedingungen (24) sind /iquivalent mit der Divergenz- 
freiheit des Materietensors, wie im vorigen Paragraphen gezeigt. Die 
Rolle dieser Zusatzbedingungen ist verschieden bei den beiden m6glichen 
Auffassungen tiber den Zweck der Feldgleichungen. Sieht man den 
Zweck der Feldgleiehungen darin, bei bekannter Materieverteilung die 
Metrik zu bestimmen, so spielen die Zusatzbedingungen (24) ledigIich 
die Rolle yon Identit/iten, wenn nur der zugrunde gelegte Materietensor 
divergenzfrei ist. Die aus den Feldgleichungen resultierende LSsung 
erfiillt dann yon selbst die Bedingungen (24). 

Geht man abet umgekehrt vor und betrachtet die Metrik als das 
Prim/ire und die Materieverteilung als Folge des metrischen Feldes, so 
sind die Bedingungen (24) wesentliche Beziehungen, denen das metrische 
Feld gentigen mul3. Nur L6sungen, die sowohl den Feldgleichuntgen als 
such den Bedingungen (24) gehorchen, fiihren zu einem divergenzfreien 
Materietensor. In der EINSTEINSChen Theorie ist dies anders. Dort 
ftihrt j edes metrische Feld zu einem divergenzfreient Materietensor. 

Im materiefreien Felde spielen die Bedingungen (24) keine Rolle, 
da sie eine Folge der Feldgleichungen sind. Dies folgt daraus, dab ein 
Nulltensor stets divergenzfrei ist. 

Nun wenden wir uns der expliziten Formulierung der Bedingungent 
(24) zu. Ersetzt man in (24) die Funktion | durch go, so sind die so 
entstehentden Bedingungen sicher auch erftillt, da in der EINSTEI>aschen 
Theorie der Materietensor auch divergenzfrei ist. Es bleiben daher die 
4 Beziehungen: 

Setzt man die aus (31 c) Iolgenden Werte ftir 91i *~ ein, so folgt schlieBlich : 

02 (g,i~g, t ~ 
o,~ exs ~ ~ , ~ - ]  = 0. (36) 

Dies ist die explizite Form der aus dem HaMILTOXschen Prinzip folgenden 
Znsatzbedingungen in einem Normalkoordinatensystem. 

Interessantt ist der Fall des schwache,1 Feldes, wo man die Faktoren 
g*r und g~x als konstant betrachten und mit dem pseudoeuklidischen G r 
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bzw. Ga~ identifizieren kann. Diese G ~ oder G~t haben mit den gleich- 
bezeichneten Gr6/3en des w 1 nichts zu tun. Wir k6nnen (56) dann in 
der Form schreiben: 

Gp~C~ ~ c2~ (~,~s~ = 0 (37a) oder" G ~ a~ *~s _ 8xiSx~,~s , 8xiOx (~ s ) = 0 .  (37b) 

Der vor der Klammer in (37b) stehende Differentialausdruck ist nichts 
anderes als der gew6hnliche Wellenoperator der speziellen Relativit~its- 
theorie. Aus der Theorie der retardierten Potentiale (bzw. der Poten- 
tialtheorie im statischen Falle) wei/3 man nun, dal3 dann die Klammer 
unter Hinzunahme geeigneter Annahmen fiber das Verhalten im Un- 
endlichen nnd Voraussetzung der Regularit~t verschwinden mul3. Dann 
ist also : 

ag,~, _ o .  (38)  
Ox s 

Dies ist abet genau die LANczossehe Nebenbedingung (3), die sich in 
dem hier betrachteten Falle des schwaehen Feldes auf die EINSTEINSChe 
Koordinatenbedingung (t) reduziert. Damit haben wir ein Argument 
ffir d~e EINSTEINsche Koordinatenbedingung zur Ausmerzung yon 
Seheinfeldern im Falle schwacher Felder gewonnen. Sie ergibt sieh in 
der vorliegenden Theorie als Folge des HAa~ILTONschen Prinzips. 

Im Falle starken Feldes deeken sich die Gin. (36) abet nicht mit 
den LANczosschen Bedingungen (3), da man dann die Faktoren g,i~ 
und g~t in (36) nicht mehr als konstant ansehen darf wie oben. 

Die kovariante Form der Zusatzbedingungen (36) erhfilt man, indem 
die Ableitungen durch kovariante in der Mal3bestimmung der g~t~ er- 

setzt werden und auBerdem g*t~ dutch gt~. Sie lautet also: 

- -  g t s  

Es sei darauf hingewiesen, dab die Differentiationsfolge bei h6heren 
kovarianten Ableitungen bier beliebig vertauscht werden kann, da die 
g~l~ einem ungekrfimmten Raum entsprechen. 

w 3. Das Bewegungsgesetz der geod~tische~, Li1r 

Da in der vorliegenden Theorie die Feldgleichungen andere sind als 
bei ElXSTEI.N, ist die Sicherstellung des Bewegungsgesetzes der geo- 
dtitischen Linie ftir einen freien Massenpunkt im Schwerefeld notwendig. 

Dieser Naehweis l~iBt sich hier in vollkommener Analogie zur EIN- 
STEiNsehen Theorie ffihren, denn die grundlegende Bedingung: 

Aiv T =- 0 (40) 

ist auch hier erffillt. Man geSA aus yon dem Ansatz: 
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T~k = c~# y i .  yk, (4t) 

wo # die natfirlich gemessene Ruhdichte und die y i  die Komponenten 
der Vierergeschwindigkeit sind. Aus (40) und (4t) folgt dann das Be- 
wegungsgeseiz. 

w 4. Die Feldgleichungen im schwachen Felde. 

Um diese zu formulieren, ist es zweckm~iBig, yon der Form (34b) 
der Feldgleichungen in einem Normalkoordinatensystem auszugehen. In 

d iesem Falle k6nnen wir die Glieder 2. Grades weglassen. Aul3erdem 
k6nnen wir die Faktoren g* ~ der 2. Ableitung der g*k dutch das pseudo- 
euklidische G ~s ersetzen. Dann ergibt sich ans (34b): 

1 Gr  s ~ g4k __ t 
-2 ex~ex~ ~ , - - ~  Tg , . (42) 

Nun setzen wir: 

g*~- Gik +Yik (43a); ~['%--7*k--~Y*G,~, (43 b) 

Y* = 7" l (43 c) 
und erhalten aus (42): 

G~. ~ k  - -  ~Z W*k = -- 2~ T~. (44a) 

Dies sind aber genau die EINSTEINschen Gleichungen 1. N~iherung, die 
man bei EINSTEIN erh~ilt unter Hinzunahme der Koordinatenbedingung 
(t). Hier haben wir den Nebenbedingungen (24) bisher noch nicht Rech- 
nung getragen. Man kommt aber sofort zu den Beziehungen (37b), 
wenn man die Divergenzfreiheit des Materietensors: 

- -  0 ( 4 [ )  
a x  s 

zum Ausdruck bringt. 

Dam# ] $ i h r t  die vorliegende Theorie in 1. Ngherung au/ die EINSTEIN- 
sche Theorie zuriick. Es kdnnen also alle aus diesen N~herungsgleichungen 
zu ziehenden physikalischen Folgerungen der EINSTEINschen Theorie so/ort 
~ibernommen werden (LicMablenkung am Sonnenrand, Ro~verschiebung der 
Spektrallinien, Gravitationswellen). 

w 5. Die Struktur des Energie-Impulstensors des Schwere]eldes. 

In der Einleitung war im Programln der vorliegenden Theorie ver- 
langt worden, dal3 der Energie-Impulstensor des Schwerefeldes t,,~ 
Symmetrieeigenschaften haben soll wie der Materietensor. Der Nachweis 
dieser Symmetrie des durch (29) in einem Normalkoordinatensystem 
definierten Tensors soll nun erbracht werden. Es genfigt, diesen Nachweis 
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in einem speziellen Koordinatensystem zu erbringen, da die Symmetrie-  
verMltnisse eines Tensors yore Bezugssystem unabMngig  ist. 

Setzt man  in den Formeln (29) | = ~, so erMlt  man die Kompo-  
nenten des EINST~INschen Affintensors _t}. Es geniigt, die Kompo- 
nenten mit  ~ =~fl zu betrachten.  Nach bekannten Formeln ist: 

.q*g~ = �89 ~,*~'~ (/'~*~ - -  {3~ F ' i )  (46)  g = -~ ~ ; ~ ,  ~ ~ 

Allgemein zerlegen wir: 

WO" 

Nach (3~ c) finder man:  

t~ =_t.~ q - r r  , (47) 

~. ~*~ = �89 ~ ~*~ . (48) 

= :{ " f * : ' )  * g * , ~ * ~ J r * ~ g ~ / ~  

Damit  wird : 
. * x  *r 

zt e =~(_t~ ~ - ~ )  = - ~ . * . * ~ v * ~  *,:~ 

Benutzt  man nun die Definition der CURISTOF~EL-SymboIe: 

so folgt: 

"*~ .... s g i v . ;  + 
agj~ ~g~ 

9~ Ck . ~x~ Ox~ ) 

Wegen der Symmetr ie  von g~ i1~ in den beiden oberen Indizes folgt dann:  

~ t ~  ~ g,~l ~&*~ , i~ 4 a x ~ g  ~ . (50b) 

Nun bilden wir die kovar ianten Komponenten :  

Dieser Darstellung sieht man die Symmetr ie  von t* a noch nicht ohne 
weiteres an. Nun ist aber:  

~. ik = ]/A g,  (g,~ *t, + g* i~ a ( i~  ~) ' ]  
P ~x~ / 

und:  
~log]/~ g* _ g*ik vg*k 

Somit : 

|/--g~* (Og~l~ ag *'il~ alog]/--g* a ( logV-g*) )  
~ t ~ * ~ =  - -  --4 \axx a* 3 q- 2- ~ - . (50d) oxc~ ax~ 
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Das 2. Glied der Klammer ist symmetrisch. Das I. Glied l~iBt sich um- 
formen vermittels der bekannten Beziehung: 

~ g.* i l~ __ ~ g i  q 
a~ g*~ g*~q ~ (5t) 

in" 

_ I 2  , 
4 ~ x 8  

(52) 
ax~ ax~ ~ 

In dieser Darstdlung ist die Symmetrie t ~ =  ~j'~ offensichtlich wegen 
der Vertauschbarkeit der beiden Indexpaare pq und ih. 

Die Formel (~2) bezieht sich auf den Fall ~:~/5. Im allgemeinen 
Falle wird : 

, _ _  t , / 

- - (  * l / ~  2~(logg~/;g *) ~(l~ ~) g,i~e,~ ~g~q 0g~k/ (~3) 

Dies ist der vollst~ndige Energie-Impulstensor des Schwerdetdes in 
dnem Normalkoordinatensystem. Seine allgemeine kovariante Formu- 
lierung lautet : 

I G.g~,r T 2D~ log /)~ log -- y . l . f l  - -  2 1 

(5 3 a) 
7 

Im Falle schwachen Feldes geht dieser Tensor in denjenigen fiber, der 
in der frfiheren Arbeit zur Diskussion gestellt wurde. Es l~gt sich nEm- 
lich verhaltnism~tgig einfach zeigen, dab die Tensordichte z~ * Edefiniert 
durch (48)1 mit gleichbenannten Gr6gen der 1. Arbeit EG1. (62)J im 
schwachen Felde identisch wird. 

Wir erhalten aus (48) vermittels der Beziehungen (31 c) statt  (49) 
auch Iolgenden Ausdruck: 

~'c'~ ~= -- r 21/--7,~g*tgi" 9ff (54) 

Nun spielt im schwachen Felde die Abweichung des V - g *  yon I keine 
Rolle in (54). Unter Benutzung der Definitionsgleichung (6c) iflr 
~.1" = | --.~* folgt: 

C :# kin *Z~t ~ glr :gilt 
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Hier sind die Gkl die durch (43 a) definierten Gr6Ben. Nun kann man 
leicht zeigen, dab itir die dutch (43 b) definierten Gr6gen die Beziehungen 
gelten: 

~ x  s 

Mit deren Hilfe kann man die g,i~ in (55) dutch die Ableitungen der ~o *ik 
ersetzen. Der dann aus (55) entstehende Ausdruck ftir ~z~ ~ ist dann 
genau identisch mit dem durch Formel (62) meiner frfiheren Arbeit 
gegebenen. 

In der frtiheren Arbeit wurde auch gezeigt, dab sich im schwachen 
statisehen Felde f~r die Komponenten des Energie-Impulstensors t*r 
~iuBerst einfache Formeln ergeben. Es besteht eine groBe Nhnlichkeit 
mit dem MAXWELLschen Spannungstensor und die Energiedichte des 
Gravitationsfeldes ist stets positiv. 

w 6. Theorie der Pla~r in der muer~ Theorie. 

Soll die vorliegende Theorie nicht im Widerspruch zur Erfahrung 
stehen, so muB sie aueh die Perihelbewegung des Merkur richtig liefern. 
Dies ist ein sehr empfindliches Kriterium ffir die Zul~issigkeit der Wahl 
der HAMILTo~,T-Funktion. Da die exakte zentralsymmetrische Punkt- 
16sung in der neuen Theorie noch nicht bekannt ist, soll dieses Problem 
mit N~iherungsmethoden behandelt werden. 

Das Bewegungsgesetz eines Planeten ist wie bei EINSTEIN durch eine 
geod~itische Linie gegeben. Um die Planetenbewegung mit hinreichender 
Genauigkeit behandeln zu k6nnen, geniigt es nach LEvI-CIVlTA 1 yon 
den g~ (i, k ~  t, 2, 3) die l.N~therung zu kennen und von g44 die 2.N~i- 
herung. Da die geod~itischen Linien vom Bezugssystem nnabMngige 
Gebilde sind, gentigt es, die Uberlegungen in einem Normalkoordinaten- 
system durchzuffihren. 

Die Zusatzbedingungen spielen im materiefreien Falle keine Rolle. 
Auf die Bedingungen (36) brauchen wir daher keine Riicksicht zu 
nehmen. 

Das aus der EINST~I.~schen Theorie sich ergebende Linienelement 
dieser N~herung lautet 2: 

( + -  
�9 c ~ /  

wo q~ das NzwTo~sche Potential. Dieses Linienelement liefert die 
Perihelbewegung des Merkur in richtiger Gr613e. 

Wir wissen schon, dab die vorliegende Theorie in 1. N~herung mit 
der EINSTErNschen fibereinstimmt. Es handelt sich nun noeh darum 

LEw-CIVlrA: Absoluter Differentialkalkfil, S. 265f. Berlin 1928. 
,2 LEVI-CIVITA: 1. c. 



zu zeigen, dab auch die 2. N/therung von g*4 sich wie bei EINSTEIN er- 
gibt. Wit  benutzen die Feldgleichung (9) mit  den Indizes i = k  = 4. 
Diese lautet  im materiefreien Fall: 

at  *~* a,= \~ss *m~-) = 0. 

N u n  ist | - -  9I* + g0* und: 

R~** = a)%-- g~7*~ (~gg) 

Daher k6nnen wir ffir (57) auch schreiben: 

, 9 R*~ + 9 1 ~ -  ~ (91.*g) = o. 

Nun gilt exakt ~ : 

(57) 

(57a) 

v R~ = - - T A  V, (57b) 

wo --g*4 = V2/c~ gesetzt ist. Der A-Operator ist der LM~LACEsehe Ope- 
rator  des Streckenraumes. In der EINSTmNschen Theorie setzt man 
R*~----0. Aus dieser Gleichung folgt dann der in (56) enthaltene Wert  
von g*4 in 2. N~iherung, wenn man im LAPLACEschen Operator A den 
MaBtensor t. N~herung des Streckenraumes benutzt.  

Die Identi t~t  beider Theorien fiir unser Problem ist bewiesen, wenn 
der Nachweis gelingt, daB: 

8 91& ~ ,  (91.~) = o. (58) 

9~,  = 0 f{ir Zunfichst folgt aus der speziellen Form (6 e) yon %*, daB: * ~ 
jedes s, weft im statisehen Falle keine Gr6Ben g~*4 in 91" vorkommen. 
Es muB also bewiesen werden, daB: 

91.'4 = o. (58a) 

Der Nachweis der Richtigkeit dieser Beziehung erfordert einige Rech- 
nungen. Denn sowohl [ /~g*  als auch die g*l sind von 0 T M  abh~ngig. 
Nun ist" 

Weiter: 

dg*',t=V:-g* dg*~'+g*,'d(|/-~g*). 
Dies in (32a) eingesetzt ergibt: 

dg~ * o* ( _e~Z g , .  el/LT; I 
= -- gk, ~z, \ , [ / T F  V - ~  J: 

1 LAuE, M.v.: Die 1RelativitXtstheorie, 2. Aufl., S. t85. 1923. 
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Unter Benutzung von (325) folgt dann schliel31ich: 

s t  * s ~  I , * u v  

Daraus: 
Lr* * 
~ksgl~ d q , , ~ +  t g~l 

Nun laufen die Indizes k und l in der Summe (58b) nur fiber die Indizes 
von 1 bis 3. Daher ist das t. Glied der rechten Seite Null wegen des Ver- 
sehwindens yon gk4 ( i =  I, 2, 3) fiir ein statisches Linienelement. Es 
wird also : 

eg~1 i g~gL 
-- (59a) 

~ g . 4 4  2 V ~ - g *  

Unter Benutzung von (32b) folgt welter: 

~1/-~; ~ �9 ag*4~ -=~g~4 '  (59b) 

Mit (59a) und (59b) wird schlieBlieh: 

l l �9 * * * 
gkzg4~ gkzg4~ = O. 

2 ( 1 / - ~ * )  ~ 2 ( 1 / - ~ ; )  ~ 

Somit Beweis erbraeht. 

Beide Theorien lie/ern also hinsich~lich der Perihdbewegung dasselbe 
Ergebnis. 

Auf Grund des Ergebnisses (58) sind wit in der Lage, eine exakte 
Feldgleichung ffir statische Linienelemente in der neuen Theorie hinzu- 
schreiben. Sie lautet: 

R*~ * 1 = -- ~ (T,~ ---2 Tg**), (60) 

ist also identisch mit der entsprechenden EI~NSTEINschen Gleictmng. 

Herrn Prof. M. v. L a v e  danke ich far wertvolle Diskussionen und 
Anregungen. 

Braunsch~eig,  Lehrstuhl ffir Theoretische Physik der Technischen 
Hochschule. 


