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Die Formulierung der Erhaltungssiitze
der Energie und des Impulses
in der allgemeinen Relativitiitstheorie. Il.

Von
Max KOHLER.

(Eingegangen am 4. Oktober 1957.)

Es wird eine auf 2 MaBbestimmungen aufgebaute allgemein relativistische Schwer-
krafttheorie entwickelt. An deren Spitze steht ein HamiLTonsches Prinzip mit einer
gegeniiber EINSTEIN abgednderten HamiLTon-Funktion. Aus diesem HAMILTON-
Prinzip flieBen 14 Differentialgleichungen. Davon sind 10 die Feldgleichungen,
die ein bestimmtes, quasilineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung bilden.
Die restlichen 4 Differentialbezichungen sprechen die Divergenzireiheit des Materie-
tensors aus, sind aber nicht wie in EINsTEINs Theorie eine Folge der Feldgleichungen.
Damit entfsllt die Notwendigkeit von Koordinatenbedingungen. Im materiefreien
Falle spielen diese 4 Bedingungen keinerlei Rolle. Im schwachen Felde erhilt
man die in der EinsTeINschen Integrationstheorie benutzten Gleichungen und Er-
gebnisse. Das Prinzip der geoditischen Linie bleibt unveridndert erhalten, ebenso
alle an der Erfahrung priifbaren Ergebnisse der EinsTtEiNschen Theorie einschlie3-
lich der Perihelbewegung. Ein aus den 1. Ableitungen aufgebauter Energie-
Impulstensor des Schwerefeldes wird angegeben, der zu differentiellen und inte-
gralen Erhaltungssdtzen fithrt und auBerdem symmetrisch ist. Er stimmt im
schwachen Felde mit dem in Teil I angegebenen Tensor éiberein. Damit ist eine
tensorielle Formulierung des Energie-Impulssatzes gefunden, die nun eine grofe
Ahnlichkeit mit derjenigen in der MaxwEgLLschen Theorie aufweist.

Einleitung.

In Teil It wurde die Darstellung eines Schwerefeldes durch 2 MaB-
bestimmungen g;, und g;; in der Raum-Zeit-Welt beschrieben. Es zeigte
sich, daB die Differenz der CHRISTOFFEL-Symbole beider MaBbestim-
mungen Tensorcharakter hat, wihrend dies ja bekanntlich fir die
CHRISTOFFEL-Symbole eines MaBtensors nicht der Fall ist. Der 1. MaB-
tensor g;, soll die Metrik der Raum-Zeit-Welt angeben, wie sie durch
die Materie in der Welt erzeugt wird. Die Deutung des 2. MaBtensors
kann in verschiedener Weise erfolgen. Entweder als MaBtensor eines
auf das gleiche Koordinatensystem bezogenen ungekriimmten Ver-
gleichsraumes, als metrischer Untergrund bei Wegnahme der Massen
oder als Tensorpotentiale der Scheinkrifte.

Leider war mir entgangen, daB schon wihrend des Krieges diese
Konzeption der Beschreibung eines Schwerefeldes durch 2 Malitensoren

1 KoHLER, M.: Z. Physik 131, 571 (1952).
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von N. Rosen! in analoger Weise entwickelt wurde. Derselbe Autor
gibt in einer weiteren Arbeit? eine auf dem Boden der speziellen Rela-
tivititstheorie stehende Gravitationstheorie, bei der die g, Kompo-
nenten eines physikalischen Tensors sind und die g, diejenigen des MaB-
tensors der ungekriimmten Raum-Zeit-Welt bedeuten. Auf diese Deu-
tungsmoglichkeit des mathematischen Formalismus jeder mit 2 Mal-
bestimmungen operierenden Relativititstheorie, mit der sich noch an-
dere Autoren? beschiftigt haben und die auch bei der in der vorliegenden
Abhandlung entwickelten Theorie gegeben ist, soll jedoch nicht weiter
eingegangen werden.

In der fritheren Arbeit wurde eine Relativitidtstheorie mit 2 Mal-
bestimmungen fiir den Fall des schwachen Feldes entwickelt, bei der
die EixsteINschen Koordinatenbedingungen:

.
oy,

PR =0 (1=1,2,3,4) (1)
eine wichtige Rolle spielen. Aus den Feldgleichungen, den Koordinaten-
bedingungen und geeignet gewihlten Rand- oder Anfangsbedingungen
lassen sich dann beide MaBtensoren g;, und g,, bei bekannter Materie-
verteilung eindeutig finden. In dieser Theorie 148t sich ein Energie-
Impulstensor #; fir-das Gravitationsfeld finden, der dem einfachen,
kovarianten differentiellen Erhaltungsgesetz:

D ||/% ] =0 @)

geniigt, wo die D,, die kovariante Ableitung nach der Koordinate x,,
in der MaBbestimmung der g;, ist. Es existieren auch einfache integrale
Erhaltungssitze.

Der Tensor # hatte dieselbe Symmetriestruktur wie der Materie-
tensor, d.h. esist £,,=1,,. Die Komponenten ¢ sind homogene Funk-
tionen 2. Ordnung- der Tensorkomponenten gf, des eigentlichen Gra-
vitationsfeldes. Unter Normalkoordinatensystemen werden solche ver-
standen, in denen die g,, konstant sind, in denen also die Scheinkrifte
verschwinden.

Es entstand nun die Frage der Verallgemeinerung dieser Betrach-
tungen auf den Fall starken Feldes. Will man die EinsTEINschen Feld-
gleichungen unverdndert in diese Theorie {ibernehmen, so hingt alles
an dem Auffinden geeigneter Zusatzbedingungen, die bei gegebener
Materieverteilung und mit Hilfe der Randbedingungen im Unendlichen

1 RoseN, N.: Phys. Rev. 57, 147 (1940).

2 RoseN, N.: Phys. Rev. 57, 150 (1940).

3 Banp, W.: Phys. Rev. 61, 698 (1942). — PaPaPETROU, A.: Proc. Roy. Irish
Acad. 52, 11 (1948).
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beide MalBtensoren eindeutig festlegen. Als Moglichkeit bieten sich hier
zundchst die Lanczosschen! Zusatzbedingungen (in einem Normal-
koordinatensystem formuliert):

o (VT

iﬁiﬁl:o (=1,2,534). (3)
Wie von LaNczos? gezeigt wurde, leisten diese Zusatzbedingungen zu-
sammen mit den Feldgleichungen und Randbedingungen im Unendlichen
eine eindeutige Festlegung der g,, aus der Materieverteilung, oder in der
Sprache der Theorie mit 2 MaBbestimmungen, eine eindeutige Fest-
legung beider MaBbestimmungen aus der Materieverteilung. Beide MaB-
bestimmungen liegen natiirlich nur fest bis auf eine willkiirliche Wahl
des gemeinsamen Koordinatensystems. Man kénnte also daran denken,
diese Beziehungen (3) in kovarianter Formulierung:

EJV%yQ:o (=1,234) (3a)

als die richtige Verallgemeinerung der EiNsTEINschen Koordinaten-
bedingungen (1) fiir den Fall des starken Feldes ansehen.

Unbefriedigend an dieser Theorie ist jedoch der Umstand, dal diese
Zusatzbedingungen insofern in gewissem Umfange willkiirlich erscheinen,
weil sie aus der alleinigen Forderung ermittelt sind, daB sie zusammen
mit den Feldgleichungen und den Randbedingungen im Unendlichen
zu einer eindeutigen Festlegung der beiden MafBtensoren im obigen Sinne
_ bei bekannter Materieverteilung fithren sollen. Diese Forderung allein
wird nicht ausreichen, um die Zusatzbedingungen zu bestimmen. Liegen
aber die Zusatzbedingungen nicht fest, so gelingt keine eindeutige
Berechnung beider MaBibestimmungen (d.h. des Gravitationsieldes) aus
der Materieverteilung. Damit ist aber auch die Definition des Energie-
Impulstensors des Schwerefeldes in Frage gestellt.

Bietet sich eine Moglichkeit diese Schwierigkeit zu iiberwinden?
Im folgenden soll gezeigt werden, daB durch ein geeignet gewihltes
Variationsprinzip an der Spitze der Theorie sich ein System von Feld-
gleichungen finden 148t, das sich zur Berechnung beider MaBtensoren
aus der Materieverteilung eignet. Die Hamirtonsche Funktion dieses
Variationsprinzips enthélt beide MaBtensoren. Variiert werden hierbei
nicht nur die g;,, sondern auch die g,;. Als Richtlinie fiir die richtige
Wahl der Hamirron-Funktion sehen wir folgende Forderungen an:

1. Sie muBl zu einem Gleichungssystem fithren, das beide MaB-
bestimmungen bei gegebener Materieverteilung festlegt.

2. Alle an der Erfahrung priifbaren Effekte der EinsTRINschen
Schwerkrafttheorie (Lichtablenkung am Sonnenrand, Rotverschiebung

3 Lawnczos, C.: Phys. Z. 23, 537 (1922).
2 Lanczos, C.: Z. Physik 13, 7 (1923).
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der Spektrallinien, Perihelverschiebung des Merkur) sollen aus ihr richtig
folgen.

3. Sie soll zu einer Formulierung des Energie-Impulssatzes in der
Form (2) fithren, wo %, ein symmetrischer Tensor ist, dessen Kompo-
nenten homogene, quadratische Funktionen der Feldstarken (der 1. Ab-
leitungen der g;, und g,,) sind.

4. Die Hamirton-Funktion soll eine homogene, quadratische Funk-
tion der tensoriellen Feldstdrken g}, sein. Sie ist eine Invariante.

Die unter 2. und 3. erwdhnten Forderungen erweisen sich als ent-
scheidend, um zu einer gentigend starken Einschrinkung der zur Kon-
kurrenz zugelassenen HamirtoN-Funktionen zu kommen. Ein groBer
Teil der Forderungen ist in Analogie zur elektromagnetischen Theorie
MaxwEgLLs gestellt.

§ 1. HamiLToNsches Prinzip und Ableitung der Feldgleichungen.

In Teil I wurde gezeigt (auch von RoseN schon benutzt), daB fol-
gendes invariantes Variationsprinzip als Graundlage der friiheren Theorie
angeschen werden kann:

OfDAX +x[F,;0g7dX =0, (4a)
WO

Hierbei ist wie in Teil I: o, =I},— I}, wo die I}, und I}, die Curi-
STOFFEL-Symbole der beiden MaBtensoren g;, und g;, sind. Die Variation
der g;, fihrt zu den bekannten EinsteInschen Feldgleichungen:

Ripy—3R-gi=—nT,, (5)

wiahrend die Variation der g;, Identititen ergibt. Diese Formulierung
des Hamrrronschen Prinzips gestattet also keine Festlegung beider MaB-
tensoren aus der Materieverteilung, denn die EinstEINschen Feldglei-
chungen sind dazu allein nicht ausreichend. Um dies zu leisten, muf}
man in dieser Theorie noch Zusatzbedingungen einfithren, die in ge-
wissem Umfange willkiirlich sind, und da sie aus dem Hamrrtonschen
Prinzip nicht folgen, ein fremdes Element in die Theorie hineinbringen.
Der tiefere Grund fiir das obige Verhalten des mit der HAMILTON-
Funktion (4b) gebildeten Variationsprinzips wird bei den spiteren Unter-
suchungen dieses Paragraphen klar zutage treten: Die Variation der g;,
fithrt ndmlich zu 4 Beziehungen, welche die Divergenzfreiheit des Ma-
terietensors ausdrlicken. Dieselben Beziehungen folgen aber noch ein
zweites Mal aus den Feldgleichungen (5), die durch Variation der g,,
gewonnen sind. Diese Koinzidenz beraubt uns der Méglichkeit, die ge-
niigende Anzahl von Gleichungen zu bekommen, die notwendig ist, um
beide MaBtensoren aus der Materieverteilung berechnen zu kénnen.
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Der auf der Hand liegende Ausweg aus dieser Schwierigkeit ist eine
geeignete Abdnderung der Hamirton-Funktion (4b). Dann wird im
allgemeinen oben erwihnte Koinzidenz nicht mehr auftreten.

Folgende HamirToN-Funktion wird sich als die zweckmiBige Ver-
allgemeinerung der Funktion (4b) erweisen:

G =4 8" (oF, 0+ 877 815 Oh o O — 04 O12) - (6)
Hierbei ist:

g¥ = |—gg*. (6a)

Der Unterschied dieser Funktion & gegentiber der durch (4b) defi-
nierten Funktion § tritt klarer zutage in der Formulierung in einem
Normalkoordinatensystem:
#
O% = g*M (T3 Dhr — T T3 + e od37 g, (6D)
2 (J—¢*)

%
&* = *_&___ﬁji___ ;kkm ;kzlm_ 6¢
9 o (6¢)

Darin ist gjf *” eine Abkiirzung fiir 9¢*"/0x,,.

Die Identitat dieser Darstellung von & in einem Normalkoordinaten-
system mit der durch (6) gegebenen Definition von & 148t sich durch
einfache Rechnung nachweisen, wenn man in (6¢) die g¥*” nach der

bekannten Formel:

1 17 ko km ki pm mj ik
V=e b =g " D¢ D= ¢ I (7)
durch die /™-Symbole ersetzt.

Das Hamirtonsche Prinzip soll also lauten:

0f®dX +x[T;;0g"dX =0. (8)

Um die Differentialgleichungen aus diesem Prinzip abzuleiten, ist es
vorteilhaft, ein Normalkoordinatensystem zugrunde zu legen, in dem
der MafBtensor g;, die pseudoeuklidischen Werte hat, was keine Be-
schrinkung der Allgemeinheit darstellt. In einem solchen Koordinaten-
system sind alle I}, — 0. Die g}, sind daher mit den [}, identisch. Fiir
® erhdlt man dann die Darstellung (6¢). Weiter ist es zweckmiBig,
statt der GroBen gf, die g*** als Variable zu benutzen. Nun ist:

g =g 8()/—g) +)/—gog”

oder:
dgti = Vi: g —pH (log ]/ng> )

o
=]

Nach bekannten Formeln fiir 6 (log J/— g):

Sgii—= 1 6gif~~1—£’°l_ézégkl .

V—¢ 2 V—¢
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Dies setzen wir in das 2.Integral von (8) ein. Vorher sei noch gesagt,
daf indizierte GroBen im benutzten Normalkoordinatensystem immer,
wie schon in (6¢) und (6d), gesternt sind.

Es folgt nun:

5[ G*dX L f (T~} Tg) 6g*dX =0. (8a)
Die Variation der g*** liefert folgende Gleichungen:
a 1 |
G5 s (@) =—x (Tﬁa -5 T é’;kk) , 9

wobei:

i ik *E

x« 1] o+ oGt
ag¥ik | dgFki |-

hT Ty Bgrik T pgrki

s 1[3@* La@*}

Nun ist bekanntlich:

0
kaéﬁ (9%) = R}, (10)
mit:
1 09H* o09* . ks 1 [ 9H* 0H*
‘@i*k:?(ag*ik + 89*5)’ %iks_?(w+’5g’?“kz‘):

wo die R}, die Komponenten des verjiingten RiemanNschen Kriim-
mungstensors sind im zugrunde gelegten Normalkoordinatensystem.
Wir fiihren weiter folgende Abkiirzung ein:

G=9+9%, (10a)
und schreiben:
7
Uy~ (U5 = P, (1)
wobei:
gk 1 aA* aU* 1, grks — ! oA* o
ik—j(@_g*ik 3g*ki)’ ik _Z(ag;kik ag;kki>'

Damit kann man die Feldgleichungen (9) auf die Form bringen:
R+ Pl=—»(TE— 1 Tgh). (12)
Die GroBen P in dieser Gleichung geben die Abidnderung der Feld-
gleichungen gegeniiber den EinsTEINschen an, die man mit P% =0 er-
hdlt. Nun kommen wir zur Variation des MaBtensors g,,, bei fest-

gehaltenem g;,. Diese Variation muB nach (8a) verschwinden. Bezeich-
nen wir diese Art von Variation mit 6, so gilt also:

S[®dX =0. (13)
Nun soll g;, auch nach Ausfithrung der Variation noch das Linienelement
eines ungekriimmten Raumes sein. Die dg;, sind also nicht unabhingig
voneinander. Die allgemeine Variation eines ungekriimmten Linien-

elementes 1i8t sich nun durch eine infinitesimale Koordinatentransfor-
mation herstellen. Diese laute:

W= x4 B8, (14)
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Wenn wir allgemein das Integral:
[®dX

der infinitesimalen Transformation (14) unterwerfen, so dndert dieses
Integral seinen Wert hierbei nicht, weil & eine skalare Dichte. Hierbei
dndern sich aber sowohl die g, als auch die g;,. Es ist also:

d(®dX +6[/®dX =0, (15)

wo ¢’ die Anderung des Integrals infolge der infinitesimalen Transfor-
mation ist bei alleiniger Abanderung der g,,. Daher folgt aus (13) und
(15):

0 [®dX =0. (16)

Es handelt sich nun um die Berechnung einer Variation des Integrals
bei alleiniger Abidnderung der g;, infolge der infinitesimalen Transfor-
mation (14). Diese Variation berechnen wir in einem Normalkoordi-
natensystem, da ja der Tensor g;, in (16) festzuhalten ist.

Es ist:

Sg* it = g’ ik gk

Cwih wiy 20089 D08 ip 908 (17)
ik o akdiy YAYS T s ke YNYS T Ckik .
ég =g ox, +8 %, 4 ox,
Und:
Sakit — 097k og¥ik  o(g*ik+ og*iR)  og*it
9s Ox; Dx dxg ER
T Py wir 00087
ba, 08 — o
(55) 82(55) x O (55) (18]
kik __ kir sky Y A\VS S %1k © -
o0t =% o e T Grox, 8 Gxom T
wir Q08 |y, 808) | x 808) 4 8(8)
+ (s "5;:‘ (s ’ ox, ds ax, 4y axs .

Nun setzen wir:

=46 (19)

Damit:
=g 56* =g G¥, (zgw 288" g*maéif))* }
+ Gy (?g*” 22‘552 g Sx(f;:: + ¢ (20a)
+2g;mags§k) q;wa(aai) gx ik aaai ) JI

aG* aG* )

cx 1 o, 86 1 [ 9G¥ aG*
= S \Ggrik T agrRi ) =
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Weiter ist:
OF ==& Gh + 1 6% g 1)
Damit:
) .
‘v g*é G*_G* <2g*17 ( 6) g*'bk (xr) @* 6;@))-{_
i P08 i & 08 2
-+ Gjyk (2 ¥ Gx, 0%, 0% Q* ax, 0% + (AOC)
xir 2008 xix 0008) ik ﬂ@)
+ 2q; 7;‘—95 “ox, % ary |

Dieser Ausdruck 148t sich auch so schreiben:
"’/__g* 6’G*= {2@7:3 g*io{jL (@ﬁ*'@fk g*ik_@j?ks gs*a'k) éz +

*s % * iy 00688
200 g ol A0 (22)
e

X /3
+{2@fﬂs g*w;(ﬁ:kks q * ik é%}é_@fw

Nun ist G eine Invariante. Bei allen Affintransformationen, die von
einem Normalkoordinatensystem zu einem anderen fiihren, ist die Form
(6¢) von G invariant. Daher muB fiir eine solche spezielle Koordinaten-
transformation §’G* =0 sein. Fiir alle solche Transformation sind die
#&* lineare Funktionen. Es verschwinden daher die 2. Ableitungen von
0&. Daher mub diejenige Klammer in (22), ¢ (08P
5 . 0x,
trigt, verschwinden, d.h.:

20758+ (B* — 0" - 88 ) 65 + |
*s *kio ko kik (23)
+9@1/}3 Us 7@1]2 as =0. [
Nun kehren wir zum Fall einer beliebigen infinitesimalen Transforma-
tion (14) zuriick. Unter Beriicksichtigung von (23) folgt jetzt:

8 [®*dX=[])—g* & G*dX
ks kir *s *¢ku 32(55/3)
—J 7@”‘3 *@ . ﬁ]’afx;a‘x;dX:O,
denn V— g* dX ist eine Invariante gegeniiber Anderungen des Koor-
dinatensystems. Fiihren wir nun die Anderung des Koordinatensystems

so durch, daB die 6£% und deren 1. Ableitungen an der Oberfliche des
Integrationsbereiches verschwinden, so folgt in bekannter Weise:

o2

d*s kia 1 ks  kik
_axagxs @iﬁ g ry &r q aﬁ =0. (24)

Dies sind 4 Bezichungen mit =1, 2, 3, 4. Sie sind zusammen mit den
Feldgleichungen (12) Folgen des HamrrtoNschen Prinzips. Es wird sich
Zeitschrift fiir Physik, Bd. 134. 20
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spiater herausstellen, dafl (24) das Verschwinden der Divergenz des
Materietensors zur Folge hat.
Wir gehen aus von den Feldgleichungen:

¥ T e 0 $ *ik Y g *s
w8y =Y = (85— O3) g (-5 0R). @9
Daraus durch Uberschieben mit g**7:

7

e (O~ e s (0l o).

oxg

—%I,;ka = gw(@gyﬁ
Durch Umformung:

%(I;}ka s g*ioc ®fﬁ+ @;kﬁs g;kiocé ;(% (@;khq*zk 1+ @;{:ks g;kik)
g Ks ki 1 ks b ¥
= 8’73 [@iﬁsg a-‘"z‘@i}‘:g*” . é%J .
Setzt man zur Abkiirzung:

el = Glg™ " 4 @f gF =g 05 (e e L eRed), (20)
dann kann man obenstehende Gleichungen so schreiben:

% ko a *s  kig 1 o qaks _kik
#(Tg "+ 15 ) =% ®igg -5 BB g . (27)

Aus diesen Gleichungen und (24) folgt sofort:

o
Oxg

@5+ =0. (28)

Diese Gleichungen mit §=1, 2, 3, 4 betrachten wir, in vollkommener
Analogie zu EinstEIN, als differentielle Formulierung des Energie-
Impulssatzes in einem Normalkoordinatensystem.

Die durch (26) definierten tj* lassen sich mit Hilfe der Beziehungen
(23) wesentlich vereinfachen, Man findet:

xts = —3(B% 65— 0% g5 7). (29)

Dieser Ausdruck deckt sich mit dem EINsTEINschen, wenn wir & =
setzen. Die Gln. (27) stellen die Feldgleichungen in einer Form dar, in
der die Komponenten des Materietensors und diejenigen des Energie-
Impulstensors des Schwerefeldes in gleicher Weise beide felderzeugend
wirken.

Die GroBen tf* sind nach (25) oder (28) homogene Funktionen
2. Ordnung der 1. Ableitungen der g**%

Wir gehen einmal mehr von den Feldgleichungen:

E———— 8 s g D pews
ﬁ%‘l?k:v—g*( i*k**a—xs( ?{k))f Zk Q*f"’(_@;(q_a—,rs(@fq))
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aus. Diese Gleichungen multiplizieren wir mit g} ** und erhalten:

¥ kik T kR gk 14 *s)
—xTincgs =) gfe’ (@k"ﬂ 65—
¥y |

3
Sik %ik ¥%pg
2

£ -0 Ly ks
(@Mfg@m)-

Nun ist:

G Kih_ %k win 8()/—¢*)

]/-—g‘ s = 4p EP
*ik | Q¥R % sy
=g " S g g

Das setzen wir ein und bekommen :
* %k f ik [k a %5, )
—#Lirgp =0 (@ikfﬁ(@ik))

\ S

% %xik ks 0 dik 0 ks kik
=@ingp + i g;ﬁ"(?s )—gxis(@ik ag )

a EIY R
oder nach (29):

dx,
Weiter nach (28):
OTF° | 1 oy BgFiE
axs'+?§ik‘axﬁ =0. (30)

Diese Gleichung besagt aber nichts anderes als die Divergenzireiheit
der als Tensorkomponenten im benutzten Normalkoordinatensystem
betrachteten GroBen TF* Man kann umgekehrt auch zeigen, daff aus
(30) und den Feldgleichungen die Beziehungen (24) folgen. Die Gln. (24)
und (30) sind daher gleichwertig.

Die GroBen T, sind nach (9) bisher nur in einem Normalkoordinaten-
system definiert. Unterwerfen wir die GréBen aber den Transformations-
formeln fiir Tensorkomponenten bei Anderungen des Koordinaten-
systems, so verschwindet nach (30) die Divergenz des so definierten
Tensors in allen Koordinatensystemen, da dies in Normalkoordinaten-
systemen der Fall ist.

Nun gehen wir zu expliziten Formulierung der Feldgleichungen und
der Bedingungen (28) itber. Bisher hatten wir von der speziellen Wahl
der Hamirton-Funktion keinen Gebrauch gemacht. Man erhilt nach
wohlbekannten Formeln:

Dy =13 iy — TR Y (31a)

Of = LR =5 (G 15" + G IR, (31b)
20%
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Weiter erhilt man (6¢):
1
2)—¢*
=D Ly (G TN —gh g I — g I . (314)

£ 1 o g/;ky 0 g*v KUm VN
Q(ik*‘i{Wg(Vl?*")_{" Frat <V 1) §n" " 8

1 Xkvn

= *W (gk e + gingl) akt™ ok

kis -+

\Mgkks = (gthk

Ferial) (31¢!

(31e)

Beim Ubergang von den Formeln (31c) zu (31d) ist Gebrauch gemacht
von den Formeln (7). Die Beziehungen (31e) gewinnt man unter Be-
nutzung der bekannten Formeln:

dgyv:——g,usgvtdgw (328')
und:

dlf—¢) = e.dg. (32b)

Zunichst sollen die Feldgleichungen in einem Normalkoordinatensystem
explizit hingeschrieben werden. Bekanntlich ist:

. 7 .
R;kk = ‘g);kk_as_ ('i)’:kks)

__ Szlog]/~g* % m En
T Gxom, ]/ g% 97 (V gr I) + I I
R* b ks g’k alogv—g* . ag;:’ ®rs) L
w58 B, 0%, oxp 2 x4 £
‘ii 610g]/—~g* ;ag'ﬁ *rs)
2 dxp 0x; Oxg £
i ag}’);y ig*?& o ag?‘y 8g*73 ]’*WWJ“
2\ ox, &8x | Ox; O o
Nun ist:
10 6106]/ g* _ngw %x7s
2 0x; Oxp 0x; g
1 b 5]/¥g*
Y= 89@-( EPA +]—e* 8| —
1 1 olf—g* (0 g ag*”
)
_g) i Xp
Weiter:

3g*rs T ag 7s wrs ]/ g*
V e oxg
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Diese Gleichungen iiberschieben wir mit g, und erhalten:

'**rs —— Jo¥rs 8/:*
* 99 :Vlg* g g*+ Vg

L ox, ST Tog
Die rechte Seite tritt aber oben auf. Damit:
2 g*
* *i %75 gi_L 1 4 k) ks
¢k~2g 3%,8%5 ] 2l/j5,7* 8,@- <gk1gs )+
1 4 f orsy
21‘/:—?; EP (805"
1 3]/;? krs, 5% al/—gi frs ok
=R [—‘3'%—‘ 05" Byt gy, 05 | T
1 og¥, agrrs g%, Bg*15)+f'.*””[’*”
2\ 0x, Ox Ox, Ox in S km
oder:
L & gy &g, o gy o
R¥ — — pgXkrs L, LA *7s b9 ks
ihT 0 8%, 0%, 21/4 ¥ Ox; (05°7%) + zv_g* o (87) (33a)

4 Glieder 2. Grades in den 1. Ableitungen.

Weiter folgt mit Hilfe von (31c¢) und (31¢):

\ 7
B =~

4 0%,

(%)

I

1
2= (B T ) 0 " —

__AI_ o ¥g§}7q*7‘9+i;€t,,g*’s
2 8w \ )T gn ok V=e > )’

4,,_fL__,a_ ks i %#s |
e e 0 g e+

+ Glieder 2. Grades in den 1. Ableitungen.

*
Pl =

} (33b)
Durch Addition von (33a) und (33b) folgt:

* 4 px* 1 s 6257?:"
R + B =5¢ bx, Bx, =+ } (34a)
+ Glieder 2. Grades in den 1. Ableitungen.

Die Feldgleichungen lauten dann:

2 ok
1 Lkss g gik_
2 0%, O,

=—x(Th—4Tgh).

-+ Glieder 2. Grades in den Ableitungen

} (34D)

Bemerkenswert an diesen Feldgleichungen ist die Erscheinung, daB die
2. Ableitungen nur auf g wirken.
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Die kovarianten Feldgleichungen in einem beliebigen Koordinaten-
system erhélt man aus (34b) durch Ersetzen der gewdhnlichen Ableitung
durch kovariante Ableitungen in der MaBbestimmung der g,,, Ersetzen
der I}%* durch die entsprechenden tensoriellen GréBSen gf;, nachdem

man zuvor die - ¢** nach (7) durch die I'*-Symbole ersetzte. Dort

%

wo ]/— g* allein auftritt, wird ]/g/g geschrieben.

$§ 2. Diskussion der Zusalzbedingungen (24).

Die Zusatzbedingungen (24) sind &Aquivalent mit der Divergenz-
freiheit des Materietensors, wie im vorigen Paragraphen gezeigt. Die
Rolle dieser Zusatzbedingungen ist verschieden bei den beiden méglichen
Auffassungen iiber den Zweck der Feldgleichungen. Sieht man den
Zweck der Feldgleichungen darin, bei bekannter Materieverteilung die
Metrik zu bestimmen, so spielen die Zusatzbedingungen (24) lediglich
die Rolle von Identititen, wenn nur der zugrunde gelegte Materietensor
divergenzirei ist. Die aus den Feldgleichungen resultierende Ldsung
erfiillt dann von selbst die Bedingungen (24).

Geht man aber umgekehrt vor und betrachtet die Metrik als das
Primire und die Materieverteilung als Folge des metrischen Feldes, so
sind die Bedingungen (24) wesentliche Beziehungen, denen das metrische
Feld geniigen muB. Nur Ldsungen, die sowohl den Feldgleichungen als
auch den Bedingungen (24) gehorchen, fithren zu einem divergenzfreien
Materietensor. In der EinsTEINschen Theorie ist dies anders. Dort
fithrt jedes metrische Feld zu einem divergenzfreien Materietensor.

Im materiefreien Felde spielen die Bedingungen (24) keine Rolle,
da sie eine Folge der Feldgleichungen sind. Dies folgt daraus, dall ein
Nulltensor stets divergenzfrei ist.

Nun wenden wir uns der expliziten Formulierung der Bedingungen
(24) zu. Ersetzt man in (24) die Funktion & durch §, so sind die so
entstehenden Bedingungen sicher auch erfiillt, da in der EINSTEINSchen
Theorie der Materietensor auch divergenzirei ist. Es bleiben daher die
4 Beziehungen:

o2
g D5

(2™ — 53] =0 35)
Setzt man die aus (31c) folgenden Werte fiir %’ ein, so folgt schlieBlich:

(evie, 280 = 0. 36)

ox;

2

0%y 0%

Dies ist die explizite Form der aus dem HamirToNschen Prinzip folgenden
Zusatzbedingungen in einem Normalkoordinatensystem.

Interessant ist der Fall des schwachen Feldes, wo man die Faktoren
g*"* und gf, als konstant betrachten und mit dem pseudoeuklidischen G**
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bzw. Gg, identifizieren kann. Diese G** oder Gz, haben mit den gleich-
bezeichneten Grofen des § 1 nichts zu tun. Wir kénnen (36) dann in
der Form schreiben:

Z_ (g*f%)=0. (37b)

x
Ox; 0%y 7S

Gp, G (g¥*) =0 (37a) oder: G

axiaxa
Der vor der Klammer in (37b) stehende Differentialausdruck ist nichts
anderes als der gewdhnliche Wellenoperator der speziellen Relativitats-
theorie. Aus der Theorie der retardierten Potentiale (bzw. der Poten-
tialtheorie im statischen Falle) weill man nun, daB dann die Klammer
unter Hinzunahme geeigneter Annahmen {iber das Verhalten im Un-
endlichen und Voraussetzung der Regularitit verschwinden mufl. Dann

ist also:

5gﬂs

Fr 0. (38)
Dies ist aber genau die Lanczossche Nebenbedingung (3), die sich in
dem hier betrachteten Falle des schwachen Feldes auf die EinsTrINsche
Koordinatenbedingung (1) reduziert. Damit haben wir ein Argument
fiir die EinsTEINsche Koordinatenbedingung zur Ausmerzung von
Scheinfeldern im Falle schwacher Felder gewonnen. Sie ergibt sich in
der vorliegenden Theorie als Folge des HamirTonschen Prinzips.

Im Falle starken TFeldes decken sich die Gln. (36) aber nicht mit
den Laxczosschen Bedingungen (3), da man dann die Faktoren g*‘*
und g§; in (36) nicht mehr als konstant ansehen darf wie oben.

Die kovariante Form der Zusatzbedingungen (36) erhilt man, indem
die Ableitungen durch kovariante in der MaBbestimmung der g, er-

setzt werden und auBerdem g**s durch V% ¢, Sie lautet also:

g% g5, D (]/z g‘s)

Es sei darauf hingewiesen, daB die Differentiationsfolge bei héheren
kovarianten Ableitungen hier beliebig vertauscht werden kann, da die
€ einem ungekrimmten Raum entsprechen.

D, D, =0. (39)

§ 8. Das Bewegungsgeselz der geoddtischen Linien.

Da in der vorliegenden Theorie die Feldgleichungen andere sind als
bei EINsTEIN, ist die Sicherstellung des Bewegungsgesetzes der geo-
dédtischen Linie fiir einen freien Massenpunkt im Schwerefeld notwendig.

Dieser Nachweis 148t sich hier in vollkommener Analogie zur EIn-
steiNschen Theorie fithren, denn die grundlegende Bedingung:

AivT =0 (40)

ist auch hier erfiillt. Man geht aus von dem Ansatz:
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Ttk = 2y Yi. YH, (41)

wo u die natiirlich gemessene Ruhdichte und die Y’ die Komponenten
der Vierergeschwindigkeit sind. Aus {40) und (41) folgt dann das Be-
wegungsgesetz.

§$ 4. Die Feldgleichungen im schwachen Felde.

Um diese zu formulieren, ist es zweckmiBig, von der Form (34b)
der Feldgleichungen in einem Normalkoordinatensystem auszugehen. In
diesem Falle konnen wir die Glieder 2. Grades weglassen. Aullerdem
kénnen wir die Faktoren g*”* der 2. Ableitung der g, durch das pseudo-
euklidische G"* ersetzen. Dann ergibt sich aus (34b):

1 ., g LA
3 e = AT Ten) 2)
Nun setzen wir:
gl =G +7is (43a); yh=vh— 117G, (43 b)
yE=yi! (430)
und erhalten aus (42):
Py
e P Oyl = —2n T (44a)

Dies sind aber genau die EinstEINschen Gleichungen 1. Niherung, die
man bei EINSTEIN erhilt unter Hinzunahme der Koordinatenbedingung
{1). Hier haben wir den Nebenbedingungen (24) bisher noch nicht Rech-
nung getragen. Man kommt aber sofort zu den Beziehungen (37b),
wenn man die Divergenzfreiheit des Materietensors:

ar;
T = 0 (45)
zum Ausdruck bringt.

Damit fiihrt die vorliegende Theorie in 1. Niherung aunf die EINSTEIN-
sche Theorie zuriick. Es kinnen also alle aus diesen Niherungsgleichungen
zu zichenden physikalischen Folgerungen der EINSTEINschen Theorie sofort
tibernommen werden (Lichiablenkung am Sonnenrand, Rotverschiebung dey
Spektrallimien, Gravitationswellen ).

$5. Die Struktur des Energie-Impulstensors des Schwerefeldes.

In der Einleitung war im Programm der vorliegenden Theorie ver-
langt worden, daB der Energie-Impulstensor des Schwerefeldes £,
Symmetrieeigenschaften haben soll wie der Materietensor. Der Nachweis
dieser Symmetrie des durch (29) in einem Normalkoordinatensystem
definierten Tensors soll nun erbracht werden. Es geniigt, diesen Nachweis



Formulierung der Erhaltungssitze der Energie und des Impulses. II. 301

in einem speziellen Koordinatensystem zu erbringen, da die Symmetrie-
verhaltnisse eines Tensors vom Bezugssystem unabhédngig ist.

Setzt man in den Formeln (29) ® =&, so erhdlt man die Kompo-
nenten des EinsTEINschen Affintensors i§. Es geniigt, die Kompo-
nenten mit e == zu betrachten. Nach bekannten Formeln ist:

etye =4 95yt =gyt (I3 — o5 1), (46)
Allgemein zerlegen wir:
fs =15 75, (47)
wo:
wrpt =3 Wragtt. (48)
Nach (31c¢) findet man:
%z T;fu = E)L 9;‘1}5 (6% Fi]']_ 'I’;;ecz) 7%&; g*a;i lj:]kt g;; i - (49)
Damit wird:
%tgx:%(I:a_T_T;x):4%g:tg*aj[’;’;tg;<ik. (503)

Benutzt man nun die Definition der CHRISTOFFEL-Symbole:

I’.*t~ 1_ *tu(ag?u , agju agij)

o 2 8%7 ! axi axu
so folgt:
ot L *af(ﬁé’fk' a8}, B 8g§kj)g*ik.
# 4 YITNIT oxy ) P

Wegen der Symmetrie von gj “* in den beiden oberen Indizes folgt dann:

®o 1 saj ag?k ik
wty "= —-¢ -5 - (50b)

Nun bilden wir die kovarianten Komponenten:

1 0gl .
vk g*zk_ (SOC)

¥
“lap =" Tx, %

Dieser Darstellung sieht man die Symmetrie von 1 noch nicht ohne
weiteres an. Nun ist aber:

; / " i h ; 8<10gvjé:£)
®ik 1/ p¥|pkik Kk
und:
. — 5 %
s glog) — g* _ gxik I8k '
Oxy Oxy
Somit:
gk (Ogh, ogtit o /-
Y —g* (085 97" dlog)—g* o{log) —g*)
#lap = 4 (me cxg 2 Iz Bxg - (50d)




302 Max KoOHLER:

Das 2. Glied der Klammer ist symmetrisch. Das 1. Glied 148t sich um-
formen vermittels der bekannten Beziehung:
ag*ik

. ogy
— Rip g kg P4
= gtrgt (51)

n:
_ V=g [ flsY —g" dlogf—gF
4 Cxy Oxg

ogy, 0¢
Hip k ?q ik
—8 g*gaxﬁ 8,1/} (c':(:/)))

In dieser Darstellung ist die Symmetrie 1,5 = 1%, offensichtlich wegen
der Vertauschbarkeit der beiden Indexpaare pg und 7k.

Die Formel (52) bezieht sich auf den Fall «==p. Im allgemeinen
Falle wird:

1 %
/t:ﬁi*?@j*gaﬂ*

= (7 2 (log )/ — g*) &(log ) —¢*) g*wg*kqagm o8ty
4 \7 0%y dxg bxg Oxy )

(53)

Dies ist der vollstindige Energie-Impulstensor des Schwerefeldes in
einem Normalkoordinatensystem. Seine allgemeine kovariante Formu-
lierung lautet:

ni,g= —% G gup —7}— [25a (log (l/;%)) Dy (1og V%—) —

(532)

— 878M D, (g;) Dy <gpq)} :
Im Falle schwachen Feldes geht dieser Tensor in denjenigen iiber, der
in der fritheren Arbeit zur Diskussion gestellt wurde. Es 148t sich nim-
lich verhiltnismiBig einfach zeigen, daB die Tensordichte 7§ * [definiert
durch (48)] mit gleichbenannten GréBen der 1. Arbeit [Gl. (62)] im
schwachen Felde identisch wird.

Wir erhalten aus (48) vermittels der Beziehungen (31¢) statt (49)
auch folgenden Ausdruck:

Tp "= — ,_g[* 0 + ]—T gk aFte gkt (54)

Nun spielt im schwachen Felde die Abweichung des ]/;?’; von 1 keine
Rolle in (54). Unter Benutzung der Definitionsgleichung (6¢) fur
U* = G* —H* folgt:

¥ wk 12 X k -
%T?; GH( " *n(SﬁAFLszL, 1(’[;” (57)
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Hier sind die G,; die durch (43a) definierten Grofen. Nun kann man
leicht zeigen, daf3 fiir die durch (43 b) definierten Gro8en die Beziehungen
gelten:
ik D™ ik

o=t
Mit deren Hilfe kann man die g¥** in (55) durch die Ableitungen der g**
ersetzen. Der dann aus (55) entstehende Ausdruck fiir » 7} * ist dann
genau identisch mit dem durch Formel (62) meiner fritheren Arbeit
gegebenen.

In der fritheren Arbeit wurde auch gezeigt, daB sich im schwachen
statischen Felde fiir die Komponenten des Energie-Impulstensors £
duferst einfache Formeln ergeben. Es besteht eine groBe Ahnlichkeit
mit dem MaXWELLschen Spannungstensor und die Energiedichte des
Gravitationsfeldes ist stets positiv.

§ 6. Theorie der Planetenbewegung tn der neuen Theorie.

Soll die vorliegende Theorie nicht im Widerspruch zur Erfahrung
stehen, so muf3 sie auch die Perihelbewegung des Merkur richtig liefern.
Dies ist ein sehr empfindliches Kriterium fiir die Zuldssigkeit der Wahl
der HamiitoN-Funktion. Da die exakte zentralsymmetrische Punkt-
16sung in der neuen Theorie noch nicht bekannt ist, soll dieses Problem
mit Ndherungsmethoden behandelt werden.

Das Bewegungsgesetz eines Planeten ist wie bei EinsTEIN durch eine
geoddtische Linie gegeben. Um die Planetenbewegung mit hinreichender
Genauigkeit behandeln zu konnen, geniigt es nach LevI-CIVITA! von
den g;, (z, k=1, 2, 3) die 1. Ndherung zu kennen und von g,, die 2.N-
herung. Da die geoditischen Linien vom Bezugssystem unabhingige
Gebilde sind, gentigt es, die Uberlegungen in einem Normalkoordinaten-
system durchzufiihren.

Die Zusatzbedingungen spielen im materiefreien Falle keine Rolle.
Auf die Bedingungen (36) brauchen wir daher keine Riicksicht zu
nehmen. _

Das aus der Einsteinschen Theorie sich ergebende Linienelement
dieser Niherung lautet?:

ds?— (1 22V +d3) — (1 +2 2 +z§)dx§, (56)
wo @ das Newtowsche Potential. Dieses Linienelement liefert die
Perihelbewegung des Merkur in richtiger GréBe.

Wir wissen schon, daB die vorliegende Theorie in 1. Niherung mit
der EinstEINschen iibereinstimmt. Es handelt sich nun noch darum

1 Levi-Crvita: Absoluter Differentialkalkiil, S.265f. Berlin 1928.
2 Levi-Civita: 1. c.
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zu zeigen, daf3 auch die 2. Ndherung von g, sich wie bei EINSTEIN er-
gibt. Wir benutzen die Feldgleichung (9) mit den Indizes ¢=+k=4.
Diese lautet im materiefreien Fall:

o®* 7 oG*
By ~ 5 ) = O 67
Nun ist &*= UA*+ H* und:
" o 0
sz;:@ﬁ**gz(@ﬁf

Daher konnen wir fiir (57) auch schreiben:

Ry + W — — () =0, (572)
Nun gilt exakt?:
14
R44:‘?4Vy (57b)

wo —giy= V?c? gesetzt ist. Der A-Operator ist der LapLACEsche Ope-
rator des Streckenraumes. In der EinsTEINschen Theorie setzt man
R}, =0. Aus dieser Gleichung folgt dann der in (56) enthaltene Wert
von gi, in 2. Ndherung, wenn man im LAprLAcEschen Operator A4 den
MaBtensor 1. Ndherung des Streckenraumes benutzt.

Die Identitit beider Theorien fiir unser Problem ist bewiesen, wenn
der Nachweis gelingt, daB:

7]
912‘4*’82(%2‘43) =0. (58)
Zunichst folgt aus der speziellen Form (6¢) von U*, daB: U35 =0 fiw
jedes s, weil im statischen Falle keine GroBen gf +* in %* vorkommen.

Es muB also bewiesen werden, dalB3:
52125; == O . (58 a)

Der Nachweis der Richtigkeit dieser Beziehung erfordert einige Rech-

nungen. Denn sowohl |/—g* als auch die g; sind von g*4¢ abhingig.
Nun ist:

* km

On

3—‘[;—.«;—47 Y g# 1t

; ' #
oU* 12 (gkl ) gx I, (58b)
Weiter: .

dg*st:‘[/_,g* dg*st+g*std<l/_g*)‘

Dies in (32a) eingesetzt ergibt:

d kst AV o%
gt =gt [ g 220,
J—e* —g*

1 Lavug, M. v.: Die Relativititstheorie, 2. Aufl.,, S. 185. 1923.
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Unter Benutzung von (32h) folgt dann schlieBlich:

* g;eksg?:t d kst kst 1 *d * v
dé’kzz—"l/ — 48T T B 4 .
j— &
Daraus:
¥ o *
. 8rs 81t Y
dgzlzﬁ ’s Adg*”ﬁ'?—‘;-'guvdguv'
V—e* V=g

Nun laufen die Indizes £ und [/ in der Summe (58b) nur tiber die Indizes
von 1 bis 3. Daher ist das 1. Glied der rechten Seite Null wegen des Ver-
schwindens von g, (1=1, 2,3) fiir ein statisches Linienelement. Es
wird also:

g:g 1 gh18hs
P T (59a)
Unter Benutzung von (32Db) folgt weiter:
ol —g* 1
‘gléﬁfi‘:?gh- (59b)

Mit (59a) und (59b) wird schlieBlich:

]/—:g*T Wﬁﬁf (Vig*)z ag* it

o [ &k 1 ol gh o(=g%)
o0 V_g*

1 ® % ! * ok
_ _——_—— = O,

2(]/—5’*)2 gklg44 2(]/—5’*)2 8kl g44
Somit Beweis erbracht.

Beide Theorien liefern also hinsichtlich der Perthelbewegung dasselbe
Eyrgebnis.

Auf Grund des Ergebnisses (58) sind wir in der Lage, eine exakte
Feldgleichung fiir statische Linienelemente in der neuen Theorie hinzu-
schreiben. Sie lautet:

Rfy=—»(TH—4Tgl), (60)
ist also identisch mit der entsprechenden EinsTEiNschen Gleichung.
Herrn Prof. M. v. LAUE danke ich fiir wertvolle Diskussionen und

Anregungen.

Braunschweig, Lehrstuhl fir Theoretische Physik der Technischen
Hochschule.



