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Der ideale Parakristall und die von ihm gestreute 
kohiirente R6ntgenstrahlung. 

Von 

R. HOSEMANN, Treysa. 

Mit 4 Figuren im Text. 

(Eingega~gen am 27. Juni 1950.) 

I. Hinweis auf eine frfihere Untersuchung 1, wo mit Hilfe der EWALDschen Kon- 
struktion und einigen Eigenschaften der FOUalSR-Transformation eine Berechnung 
der Amplitude der yon Raumgittern mit fliissigkeitsstatistischer Gitterst6rung 
gestreuten kohArenten R6ntgenstrahlung gelang. II. Auseinandersetzung, inwie- 
weit der ideale Parakristall, der die Interferenztheorie idealer Kristalle einschlieB- 
lich gewisser Kristallgitterst6rungen der Bausteinlagen und Konfigurationen und 
die DEBYEsche Fliissigkeitstheorie in sicli enthi~lt und eine VeraUgemeinerung 
beider Theorien darstellt, als erste angen~erte Beschreibung realer Parakristalle 
aufgefai3t werden darf. Definition des idealen Parakristalls. III. Einige Eigen- 
schaften des Gitterfaktors des idealen Parakristalls und Kennzeichnung zweier 
Wege, die Streuintensiti~t zu bereclinen. IV. Mittlere Streuintensiti~t bei kon- 
stanter Form der Parakristalle, wobei diese aus nicht zu wenig Bausteinen be- 
stehen dfirfen. V. Mittlere Streuintensit~t bei konstanter Zahl und gleichbleibender 
Konfiguration der Bausteine. VI. Diskussion des IntensitAtsverlaufes im FOURIER- 
l~aum, der sich in sechs verschiedene Bereiche aufteilen 1ABt. In manchen dieser 
Bereiche vereinfachen sich die Streuformeln zu Ausdrticken, die denjenigen der 
ldassischen Interferenztheorien entsprechen. VII. Die Integralintensi~t. Hin- 
weis auf die Strukturanalyse yon Parakristallen und die richtige Interpretation 
des diffusen Untergrundes yon R6ntgendiagrammen. VIII. Zusammenfassung. 
Giiltigkeitsgrenzen der klassischen Interferenztheorien und Dualismus bei der 

bisherigen Behandlung des Streuphgnomens yon Paxak-ristallen. 

I. E in l e i t ung .  

In  einer vorangegangenen Unte rsuchung  [4] wurde ein Raumgi t te r -  
modeU mi t  Gi t ters t6rungen erster Art  u n d  zweiter Art  beschrieben, 
wobei erstere eine EI3veiterung der bekann t e n  idealen Kristal lgi t ter-  
s t6rungen [2], letztere aber flfissigkeitsstatistische Gi t ters t6rungen dar- 
stellen. Un te r  Erwei terung einer von EWALD [3] fiir ideale KristaUe 
gegebenen Darstellungsweise auf das vorliegende Problem gelangte 
m a n  dort  zu einem einfachen Ausdruek (64*) fiir die mit t lere  gestreute 
Ampli tude.  Dazu wurde einerseits die FOl~mER-Transformation ~ und  

1 R. HOSEMANN t. Ver6ffentlichung Z. Physik IZS, t (1950). Die dort abge- 
leiteten Gleichungen werden, soweit sie zum VerstAndnis des Folgenden notwendig 
sind, im Tex~c mit Sternchen versehen. 
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ihre Inverse ~-1 benutzt, die definiert sind durch 

A (b) = ~(~) =fe(x)e-2=~(b') dye; ) 
~)(x) ~_I(A) = f  A(b) e+2=qb,)dvb. J (10*) 

x (Dimension /~) und b (Dimension A -a) sind Ortsvektoren im physi- 
kalischen und FoumER-Raum, die im Volumelement dr, (Dimension A a) 
bzw. dv b (Dimension A -a) endigen, (bx) ist das dimensionslose skalare 
Produkt beider Vektoren und ~ (x) sowie A (b) stellen zwei skaIare Orts- 
funktionen in den beiden R~iumen dar, die durch die Transformation (t 0") 
eineindeutig ineinander fiberf/ihrt werden kfnnen. Von Bedeutung 
war ferner das Faltungsprcdukt zweier Ortsfunktionen ~1 mit ~ bzw. 
A 1 mit A ~: 

~1 ~2 (x) -~ ~2 el (x) = f el (Y) 0~ (x - -  y) d vy; (4*) 

A1A2(b) --~ A2AI(b) --- f Al(c) As(b--c) dye, (t8") 

wobei y u n d c  zwei weitere Ortsvektoren in den beiden R/iumen sind, 
die in obigen Integralen jeweils den ganzen Raum zu fiberstreichen 
haben. Das Faltungstheorem der FoumER-Transformation sagt aus: 

(o l  = It 

~-1 (A1 A2) = ~-1 (A1)" ~-1 (A2). (t 7") 

Urn beispielsweise das Integral in (t0") nur fiber ein begrenztes Volu- 
men v zu erhalten, ffihrt man die ,,Gestaltfunktion" s(x) 

{t0 ffiralle x, d ie in  vendigen, 
s (x )=  ftir alle anderen x (t) 

undihre  FovmER-Tmnsformierte, den Gestaltfaktor S, ein: 

S (b) = ~ (s) (~3") 

und findet unter Benutzung der Relation (t7 *): 

f o(x) e-~=qb~)dv~ = ~(~" s) = A S. (2) 
7) 

Bildet man in (~7") den Grenzwert x-+0, so erhAlt man eine weitere, 
ffir 8ie spiiteren Betrachtungen wichtige Beziehung: 

f (A~'A 2) dvb = fA~ dv~ .fA2dvb. (2a) 

Bezeichnet /,(b) die Streuamplitude eines Elektrons, bezogen auf 
seinen Mittelpunkt, u n d ~  (x) die Elektronendichte eines unbegrenzt 
groBen Raurrrgitters, so ist die Streuamplitude A,(b) eines durch die 
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Gestaltfunktion I.) begrenzten Raumgitters bezogen auf x -  0 entspre- 
chend 2.) gegeben durch 

A (b) = S(b),  (3) 

falls man in Entfernungen grol3 gegenfiber der Linearausdetmung des 
Raumgitters beobachtet und der reziproke Ortsvektor gegeben ist durch 

b - -  ~ - -  *o . 2 sin~9 
, I bt = ~ (A-~). (1 t*) 

2 ist die R5ntgenwellenl~inge und 2v ~ der Streuwinkel, 00 der Einheits- 
vektor der Einfallsrichtung und ~ der Einheitsvektor, in dessen Richtung 
die Strahlung gestreut wird. Mit Hilfe der 
EWALDschen Konstruktion (Fig. t) gewinnt 
man bei gegebenem ~o und ~ aus der Ampli- 
tudenverteilung A (b) im FOURIER-Raum die 
zu einem bestimmten Azimut geh6rige Streu- 
amplitude, indem man die Vektoren ~/~ und 
~o/~ entsprechend Fig. 1 im FOURIER-Raum 
ausspannt und den Wert yon A abliest, der 
am Endpunkt des Vektors ~/,~ im FOURIER- 
Raum herrscht. Dieser Endpunkt selbst fiber- 
streicht bei konstantem ~0 und ~ eine durch 
b = 0  gehende Kugeloberfl~che, die EWALD- 
sche Ausbreitungssph~re. 

Im folgenden soll nun auch die Intensitiits- 
verteilung f (b) im FOURIER-Raum berechnet 

Fig. 1. EWALDSChe Konstruktion 
zur Gewinnung der beim Winkel 2 
gestreuten kohfirenten ROntgen- 
$trahlung aus der Intensit~tsvertei- 
lung ](b) ( ) i m  FOURIER- 
Raum. so Richtungsvektor der 
Pri'm~irstrahlung, $ Richtungsvek- 
tot der Streustrahlung; ( . . . . .  ) 

EWALDSChe AusbreitungssphAre. 

werden. Eine Umrechnung auf Streuwinkel 2 z~ eriibrigt sich dann und 
kann im Bedarfsfall nachtr~iglich mittels der EWALDschen Konstruk- 
tion der Fig. t bewerkstelligt werden. 

Es wird sich dabei ~ihnlich wie bei der Berechnung der Streuampli- 
tude A (b) zeigen [1], dab das Streuph~inomen bei nicht zu grol3en b- 
Werten vSUig dem idealer Kristalte, bei geniigend groBen Streuwinkeln 
abet einer Erweiterung der DEsYEschen Fltissigkeitstheorie entspricht. 
Die adiiquate, durch G1. (10") illustrierte DarstellungsmSglichkeit der 
Kristalleigenschaffen im physikalischen und im FOORIER-Raum legt es 
darum nahe, dab die frfiher entwickelte Gittertheorie [tl auch im 
physikalischen Raum die Gittertheofie idealer Kfistalle und DEBYEscher 
Fliissigkeiten in irgendeiner Form umfaflt. Der Untersuchung dieser 
Frage ist der folgende Abschnitt gewidmet. 

II. D e r  i d e a l e  Parakristall. 
Betrachtet sei ein noch n~iher zu definierendes Gitterwerk F, aus iV, 

Gitterbausteinen ikl, deren jeder eine Elektronendichteverteilung 

oikz(x- xi~z) (4) 
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auiweist. Der Vektor x~k I kennzeichnet die Lage eines irgendwie deft- 
nierten Bezugspunktes des Bausteines ikI. Die Elektronendichte ~o,(x) 
des begrenzten Haufwerkes der Bausteine ist offensichtlich gegeben 
dutch 

~,(~) = Y  ~,k~(x- ~ ) ,  (5) 
i k l  

wobei die Summe fiber alle Bausteine zu nehmen ist. Worin unter- 
scheidet sich dieses ,,Gitterhaufwerk" nun yon irgendeinem ,,amorphen" 

�9 �9 ikl 

. 

Fig. 2. Verwackeltes Koordinations- 
epiped der Idealpunkte (.) eines 
idealen Parakristalls. al und az sind 
die Koordinationsvektoren [G]. (9)], 
die der Koordinationsstatistik /'/x 
und Ht gehorchen [GI. (ga)l. xK 
ist der Kombinationsvektor zwi- 

-schen dem Idealpunkt des Bau- 
steines ikl und dem des Bezugs- 

bausteines pqr.  

Haufwerk, wie dieses beispielsweise von GuI- 
I~IEI~ [4] diskutiert worden ist ? Offensicht- 
lich doch wohl dadnrch, dab innerhalb des 
Volumens v, welches diese N,-Gitterbausteine 
ansftillen, irgendein Ordnungsprinzip obwal- 
tet. Wit  postulieren zuniichst, dab jeder 
Gitterbaustein ikl die gleiche Zahl irgendwie 
definierter koordinierter Gitternachbarn hat. 
Dieses Gitter ist dann also frei yon SMEKAL- 
schen Fehlstellen. Beschr'~lken wir uns hier 
auf eine Koordinationszahl 6 (bei Raum- 
gittem) bzw. 4 (bei Kreuzgittern) bzw. 2 (bei 
Fadengittern) 1. Es ist dann in jedem Fall 
eine Numerie ung der Gitterbausteine m~Sg- 
lich, indem man vom Baustein pqr ausgehend 

K x Koordinationsabst~inde der Sorte t ,  K 8 der Sorte 2 und K 3 der 
Sorte 3 zurficklegen mul3, um zum Baustein i kl zu gelangen, wobei 
zwischen diesen positiven oder negativen ganzen Zahlen die Rela- 
tion besteht 

i - -p  = K 1 ;  k - - q =  Ks; l - r  =Ks, (6) 

wobei ferner diese drei Koordinationsvektoren al; as; a 8 nicht zu einem 
Kreuzgitter gehSren dtirfen, also nicht komplanar sein dtirfen und man 
ffir das Zahlentrippel K~ des weiteren vereinfachend K schre.bt: 

(K x; K s; K3) = K .  (6 a) 

Die drei Koordinationsvektoren a~ (k = t ;  2; 3) schwanken der Richtung 
lind dem Betrage nach yon Baustein zu Banstein. In dem in Fig. 2 
gezeichneten Beispiel eines ,,verwackelten" Raumgitters [5] erreicht 
man den Baustein ikl yon pqr aus z.B. tiber Kx=2 Koordinations- 
vektoren a x und K 2 --3 Vektoren a s. Die Reihenfolge, in der man diese 
Schritte zurticklegt, ist gleichgtiltig. Die Koordinationsvektoren a k abet 

1 Es  ist  an  anderer  SteUe gezeigt [1], dab dies zugleich der aUgemeinste Fall 
ist, aus dem sich Bausteine mi t  h6heren Koordinat ionszahlen durch entsprechende 
spezielle Wah l  der stat is t ischen Gi t te rparameter  ableiten lassen. 
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m6gen die oben erwtilmten, noch nicht nither definierten Bezugspunkte x~ k l 
koordinierter Bausteine miteinander verbinden. 

Nun hat man zur Beschreibung der Elektronendichte (4) eines Ban- 
steines aber noch drei Freiheitsgrade. Denn es ist 

~ , ( x - -  x ~ )  = d~ , (x - -  x~,) ,  (7) 

wenn nur die beiden Ortsfunktionen ~' und ~" der Relation gentigen: 

d,~,(Y) = d~,  ( Y -  (x~z--x',~,l). (8) 
t t  

Die Ortsfunktion 0ikz entsteht also offensichtlich dadurch, dab man 
v i t  t 

0ik~ um den Vektor x ~ l - -  x~kz parallel in sich im physikalischen Ranm 
verschiebt. Es erhebt sich nun die Frage, in welcher Weise man tiber 
diese drei Freiileitsgrade des Verschiebungsvektors verftigen soil, um 
die Bezugspunktlagen x~k ~ in (5) festzulegen. 

Dazu vergegenwiirtige man sich, dab in einem verwackelten Raum- 
gitter auch verwackelte Netzebenen vorkommen (Fig. 2). Nicht nur 
schwankt der Abstand yon Netzebene zu Netzebene, die Netzebenen 
sind auch in sich verkriimmt und verzerrt. Man wird z.B. beobachten, 
dab eine Netzebene 2 oft tiber eine grSBere Fl~iche voia ihrer Nachbar, 
netzebene 4 welter entfernt ist, als es dem mittleren Netzebenenabstand 
entspricht. Die tibern~ichste Netzebene 3 wird dann unter Umst~inden 
an dieser Steile gleichfails dieser Ausbuchtung yon 2 folgen. Es fehlt 
dalm offensichtlich eine ,,Fernwirkung" zu 4. In anderen F~illen aber, 
wo diese Fernwirkung zwischen I und 3 besteht, wizd an der Stelle der 
Ausbuchtung yon 2 der Abstand yon 2 Ilach 3 besonders klein, von 
4 imd 2 besonders groB sein und umgekehrt. In einem gestSrten 
Kristall existiert offensichtlich nut  diese zweite Art der Gitterst6rung 
mit Fernwirkung. Es macht sich dann diese GitterstSrung erster Art in 
(5) dadurch bemerkbar, dab die x~k ~ die Gitterpunkte eines idealperiodi- 
schen Kristallgitters sind, w~.hrend die Streudichten 0~kz der Bausteine 
entsprechend um diese Ruhelagen schwanken. 

Die erste DEYBEsche Theorie des Temperatureinflusses in Kristall- 
gittern [6] ebenso wie die tibliche Behandlung ,,chemisch gestSrter 
Gitter",  wo etwa wie in Mischkristallen die Gitterbausteine yon verschie- 
dener Beschaffenheit sein k6nnen, setzt voraus, dab die einzelnen 0~kt 
wohl unterschiedlich sind, doch sich rein statistisch , also ohne nachbar- 
liche Beeinflussung, tiber das Gitter verteilen. Die Berficksichtigung 
eventuell nachbarlicher statistischer Kopphmgseffekte hat  sich wenig- 
stens ftir die chemischen Gitterst6rungen nach LAUE [9.] ftir Kristalle 
als noch nicht notwendig erwiesen, da diese Wirkungen nur auf wenige 
Bausteine tiberzugreifen scheinen 1. Es scheint uns also bcim ersten 

1 Vgl. dazu M. v. LAux [2], wo auf S. 207 fiber eine mfindliche Mitteilung 
yon P. Dxnvx berichtet wird. 
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Entwurf einer Interferenztheorie des idealen Parakristalls die Annahme 
gerechtfertigt, dal3 hier derartige statistisch unabh~ingige GitterstSrun- 
gen bestehen, die zudem die Fernwirkung nicht beeintriichtigen. Beziekt 
man in sie die MSglichkeit mit ein, dab sich auch die Atomkonfiguration 
yon Banstein zu Banstein individuell und rein statistisch iinde1% wie 
man dies etwa bei hochmolekularen Stoffen zu erwarten hat [t4], so 
bezeichnet man zweckm~iBig alle diese GitterstSrungen in einem Para- 
kristaU als StSrungen erster Art [1]. 

Neuartig am Parakristall ist aber gegenfiber dem Kristall, dab auch 
mit GitterstSrungen ohne Fernwirkung zu rechnen ist. Die oben be- 
sprochene Ausbuchtung der Netzebene 2 ist in diesem Fall dann anch 
bei der Netzebene 3 irgendwie bemerkbar. Wir verffigen nun fiber die 
in (8) beschriebenen Freiheitsgrade in der folgenden Art [t]:  

Die Bausteinbezugspunkte xi~ z werden ,,Idealpunkte" genalmt. 
Die a-priori-Wahrscheinlichkeit, den die Idealpunkte des Bausteines ik l  
und p qr verbindenden ,,Kombinationsvel~tor" der Gr6Be 

x ~ =  x ik l -xpq ,  (1") 

im Parakristall anzutreffen, ist gegeben dutch v,H K (XK) und sei bei un- 
endlich ausgedehntem Parakristall stets die gleiche, auf welchen Bezugs- 
bauste'n pqr man sich auch immer beziehen mag. Dabei ist v, das 
mittlere Volumen einer GitterzeUe und HK eine Hiiufigkeitsverteflung, 
die noch welter unten besprochen wird. Speziell sind die Kombinations- 
vektoren 

xl~ = al; Xolo = as ;  x ~ 1  = a3 (9) 

die oben erw~ihnten Koordinationsvektoren a k und ihre Statistiken 

//10 o = H 1; /-/01 o = H 2 ; Ho~ I ---- H3 (9 a) 

die sog. ,,Koordinationsstatistiken". Die a-priori-Wahrscheinlichkeit, 
fiberhaupt irgendeinen Idealpunkt am Ort x anzutreffen, ist dann 
gegeben durch 

w (x) = v, X F, F = 0o) 
K x K I K  s K 

wobei x = 0 die Lage des Idealpunktes eines Bezugsbausteines ist. Die 
Annahme einer ffir alle Bezugsbausteine gleichen a-priori-Wahrschein- 
lichkeit W (x) ist nicht nell, sondern eine wesentliche Aussage der ldas- 
sischen Flfissigkeitstheorien von ZERI~ICKE-PRINS [9] und DEYBE- 
MEI~KE [7], [t0], nur dab DEYBE ffir sie vereinfachend Kugelsymmetrie 
postuliert: 

= (11) 

Es erscheint darum nicht abwegig, aus diesem und anderen Grfinden bei 
der Abfassung einer Theorie des idealen Parakristalls die obengenannten 



Der ideale Parakristal l  und die von ihm gestreute kohgrente  R6ntgenst rahlung.  471  

Freiheitsgrade (8) ftir die Wahl der Bausteinbezugspunkte so aus- 
zunutzen, dab die nun festgelegten Idealpunkte stets die a-priori-Wahr- 
scheinlichkeit (l~) aufweisen unabh~ngig von der Wahl des Bezugs- 
idealpunktes. Die mit v, dividierte W-Funktion wurde Gesamtstatistik 
z 1 (x) genannt: 

zl ( , )  = y, HK (x). (8*) 
K 

Wegen des oben postulierten Fehlens von Fehlstellen, das sieh iibrigens 
zwangsweise auch aus (t0) und (8*) ergibt, ist die Erwartung, einen 
Gitterbaustein K1; K2; K a fiberhaupt im unbegrenzt groBen Raumgitter 
anzutreffen, vom Wert t. Es gilt ffir jede Statistik H K also die Nor- 
mierungsbedingung 

f IIK(x ) dr, = t .  (3*) 

Somit ergibt die Integration yon (10) 

a~. v,N, _ 1 (t2) fw( ) - , 
V 

sofern man nut  fiber ein genfigend groBes Volumen v integriert, alas 
N,-Gitterbausteine entMlt.  Die a-priori-Wahrscheinlichkeit ist also im 
Raummittel, wie das auch nicht anders sein darf, yore Wert I. Im 
Gegensatz zur klassischen Fltissigkeitstheorie ist sie aber nicht wie in (t t) 
kugelsymmetrisch, sondern zeigt entsprechend (t0) eine azimutale For- 
mierung, dutch die man unter anderem in Stand gesetzt ist, der STEWART- 
schen cybotaktischen Flfissigkeitsstruktur [8] Rechnung zu tragen. 

Gewil3 sind die anschaulichen Schwierigkeiten nicht unbedeutend, 
sich ein Raumgitter vorzustellen, in dem die Abstandsstatistik tier Ideal- 
punkte fiir jeden Bezugsidealpunkt die gleiche ist. Im eindimensionalen 
Gitter bieten derartige Vorstellungen keinerlei Schwierigkeit, wie die 
Untersuchungen yon ZERNICKE-PRINS E9], J. J. HERMANS [1 5] U. a. [t6] 
zeigen. Es ist aber bemerkenswert, daB KRATKY schon seit l~tngerem 
zur Interpretation der R6ntgendiagramme ,,amorpher FestkSrper" 
derartige Gitterst6rungen zweiter Art diskutiert [53- Auch er skizzierte 
in den Grundzfigen, wie man die Gesamtstatistik z 1 aus den Koordina- 
tionsstatistiken H k entfalten kann. 

Wenn n~imlich die Kooldinationsstatistiken H 1, Hz und H 3 vor- 
gegeben sind, so erh~tlt man hieraus eindeutig z.B. 

Hi10 = H 1 H~ ; H~I_ a = H 1 H_ a H_ 3 H 2 H 1 H_ 3 usw., 

wobei die Reihenfolge, in der diese Faltungen vorgenommen werden, 
auf das Resultat ohne EinfluB ist (Eindeutigkeitsbeweis der Gitter- 
entfaltung ) und die Identit~it gilt 

H_ g (x )  = H K ( - -  x ) .  

Zeitschrift fox Physik. Bd. 128. 31 
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Diese die weitere Rechnung aul]erordentlich erleichternden Beziehungen 
folgen einzig und allein aus der Annahme (t0), wonach jeder Idealpunkt 
die gleiche Abstandsstatistik um sich aufbaut. 

Wenn man daher in (5) bei der entsprechend (8) noch freien Wahl 
der x,k l unterstellt, dab diese im idealen Parakristall IdealpuI~kten mit 
der Abstandsstatistik (10) entsprechen, und wenn man weiterhin postu- 
liert, dab sich die Elektronendichten ~ k l (Y) um j eden dieser I dealpunkte 
statistisch unabh~ingig entfalten: 

Qi~z(x- x,~) = e~kz(x) p1 ( x -  x~kl), (t3) 

wobei pl(y) eine entsprechend (3*) normierte Punktfunktion (5*) ist,  
die fiberall auBer bei y ----0 verschwindet, so hat man in diesem Ansatz (5) 
nicht nur die klassische Fliissigkeitstheorie von ZERNICI~E-PRINS [9], 
DEYBE [101 und MENKE [71, sondern auch die klassische Kristalltheorie 
von LAUE [t 11, BRAGG [t31 und ]~WALD [t2] einschlieBlich der DEYBE- 
schen Kristallgitterst6rungen seiner Fassung vom Jahr 19t3 [6] sowie 
der weiteren oben er!~uterten Gitterst6rungen erster Art eingebaut. 

In Analogie zur Definition des idealen Kristalls E2] und der durch 
die Forderung (1t) gegebenen F.fissigkeitstheorie [71 wird man ein der- 
artiges Raumgitter daher als dasjenige eines ,,idealen Parakristalls" 
ansprechen diirfen. Man findet dann etwa folgende Definition ffir den 
idealen Paraeinkfistall: 

Definition. Die Elektronendichteverteilung in irgendeinem Stoff 
entspricht immer dann derjenigen eines idealen Paraeinkristalls, wenn 
man jedem Baustein dieses Stoffes einen Idealpunkt zuordnen kann 
derart, dab die Abstandsstatistik dieser Idealpunkte von jedem belie- 
bigen Bezugsidealpmkt dieselbe ist und die Elektronenkonfiguration 
jedes Bausteines um seinen Idealpunkt statistisch unabh/ingig von der- 
jenigen der Nachbarbausteine erfolgt. Ein Baustein entspricht dann 
dem stofflichen Inhalt einer Zelle dieses ,,verwackelten" Raumgitters, 
das selbst als Paraeinkristall anzusprechen ist. 

Diese Definition gilt streng nur ftir einen unbegrenzt groBen Para- 
einkristall. Viele Stoffe, wie cybotaktische Flfissigkeiten, amorphe 
Festk6rper und gest6rt kfistallisierende K6rper wie hochmolekulare 
Stoffe und andere parakristalline Substanzen bestehen aus einem Hauf- 
werk vieler verschieden groBer Parakristalle, deren Streuintensit/it dann 
in bekannter Weise aus dem Zusammenwirken aller Parakristallite zu 
errechnen ist. Insbesondere gilt diese Definition abet auch ffir Para- 
kristalle, deren Bausteine wie in vielen EiweiBstoffen ganze Molektil- 
komplexe, deren Gitter also ,,Makromolgitter" mit ,,Makrozellen" sind. 
Es kann sich im besonderen auch um Gitter handeln, in denen sich 
irgendwelche Molekfilaggregate im nematischen oder smektischen Zu- 
stand in ,,lJberstrukturen" zusammenlagern. 
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Tabel le  t .  Beispiele fiir einige Typen yon Parakristallen. ~ mittlere Ausdehnung 
einer Gitterzelle quer, ~ parallel zur Faserriehtung (A). 

Gitter 

Molekii lgi t ter  der  Zellulose . . . . .  
Makrog i t t e r  v o m  f l -Federkera t in  

( Seem6wenieder  kiel) . . . . . . .  
13bers t ruktur  von  T a b a k m o s a i k v i r u s -  

n~idelchen (nemat isch)  . . . . . .  
I3be r s t ruk tu r  ve r s t reck te r  P o l yami d -  

f/iden . . . . . . . . . . . . .  

G i t t e r b a u s t e i n e  

4 Glukoser inge 

EiweiBkompIex 

1 Vi rusn~delchen  

einige polar  layers  

a7 

1o 

95 

> 600 

74--1992 

8 

34 

150--2301 

? 

Es wird spAteren Untersuchungen vorbehalten sein, durch Vergleich 
dieses hier entworfenen Gittermodells mit realen Parakristallen fest- 
zustellen, bis zu welchem Grade die Theorie des idealen Parakfistalls 
den realen Parakristallen gerecht wird. Die folgenden Ausftihrungen 
werden zeigen, daft die Theorie des ideaten Parakristalls eine mathema- 
tisch besonders leicht zu handhabende Interferenztheorie erm6glicht, 
die bereits viele charakteristische Merkmale der Streudiagramme realer 
ParakristaUe abzubilden vermag, im einzelnen aber noch weitere Ver- 
feinerungen often l~Bt, wie diese etwa auch durch sp~ttere Fassungen des 
Temperatureinflusses an der Kristallgittertheorie vorgenommen wurden. 

III. Vorbemerkungen zur Berechnung der Streuintensit~it. 

Da beim praktischen Interferenzversuch an parakristallinen Sub- 
stanzen meist eine Vielzahl yon Einzelparakfistalliten zur Wirkung 
kommt, ist es angebracht, die mittlere Streuintensit~it vieler bis auf ihre 
statistisch-individuellen Einzelztige sonst gleichgebauter Paraeinkristalle 
zu berechnen, zumal diese mittlere Streuintensit~it besonders leicht 
anzugeben ist. An anderer Stell [t6] wurde eine derartige Mittelwert- 
bildung der ,,stafistische ~berlagerungseffekt" genannt. 

Die Streuamplitude des Gitterbausteines (4) ergibt sich entsprechend 
zu (3) 

Aikz(b)  = [~[i~le -~- ' i (b 'k ' )  , (14) 
wobei 

Ji l l (b)  = ~ e i , l ( x )  (t2") 

,,Bausteinfaktor" genannt sei und Ai~ Z sich auf x = 0  bezieht. Zur 
Berechnung der Streuamplitude des begrenzten Haufwerkes (5) fiihrt 
man zweckm~tBig dessen Gestaltfunktion (t) ein und erh~ilt entsprechend 
(3) u ~d  (2): 

oo 

i k l  , - - ' - "  " i . 
L i k l  

1 Je  nach  Quel lungsgrad .  
z Je  n a c h  der  m e c h a n i s c h e n  und \V~irmebehamllm~g und  der chemisehen  

Kons t i t u t i on .  

31" 
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Liegt insbesondere der Bezugsidealpunkt #qr stets bei x = 0  und be- 
traehtet man den Mittelwert dieser Streuamplitude (15), der also der 
Streuamplitude vieler Parakristalle gleicher Gestalt und gleicher Koor- 
dinationsstatistiken; entspricht, falls diese al le  parallel zueinander 
orientiert sind und keine ,,~iul3ere Interferenzen" zwischen den einzelnen 
Parakristallen auftreten ~, so ergibt sich wegen der statistischen Un- 
abhRngigkeit der Gitterst6rungen erster Art yon denen zweiter Art 

wobei 
A (b) = S (b) [/. (b) / (b) Z ~- (b)], (64*) 

(16) ~. e-2~i (b~K) --  Z~, (b) 
K=0 

der , ,Gitterfaktor" des Parakristalls genannt wird. Da der Kombina- 
tionsvektor xK entspreehend dem oben unter ( 1 )  Gesagten m Volum- 
element dv k mit der Wahrseheinliehkeit H K (xK)dv K vorkommt, so kann 
man unter Einfiihrung der in (8*) definierten Gesamtstatistik zl(x) 
statt  des STIELTJES-Integrals (t6) e inaeher  sehreiben: 

Z ~- (b) = ~ (zl). (t 5") 

Der GitterfaktorZ v. ist also niehts weiter als die FouRIm~-Transformierte 
der Gesamtstatistik z 1. W~ihrend bei letzterer der Index t angibt, daB 
entsprechend (3*) jede ihrer H~iufigkeitsm xima ein Volumintegral vom 
Wert t hat, so deutet der Index v, bei ersterem darauf hin, dab jeder 
, ,Knoten" des Gitterfaktors im FOURIER-Raum ein Volumintegral vom 
Wert v. (A -a) aufweist: 

f Zv.(b) dvb = v.. (55*) 
Knoten bn 

v~ ist das Volumen einer Zelle des reziproken Gitters im FOURIER-Raum. 
Falls speziell die Koordinationsstatistiken H~ ein Symmetriezentrum 
haben, gilt vereinfachend 

v . v , = t ,  07) 

wobei v, also das mittlere Volumen einer Elementarzelle des Parakristall- 
gitters im physikalisehen Raum bedeutet. Auf Grund des Faltungs- 
theorems ( t 6 )  l~Bt sich der Gitterfaktor eines idealen Parakristalls 
in einfacher Weise berechnen. Es bezeiehnet der Statistikfaktor F~ (b) 
die FouRI~R-Transformierte der Koordinationsstatistik H k [s. (9a)]: 

F k(b) ~-~(Hk);  k = t ,  2, 3. (t4") 

1 Die Berficksichtigung dieser ~uBeren Interferenzen wird an anderer Stelle 
vorgenommen [22]. 
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D a n n  i s t  einfach 

wobei gilt 1: 

Es  ist also einfach 

(HK~; K2; K,) = G (  ~1G~ K'I G~ ~:~1 , 

K , > o }  (,S) 
Gk - - [F~  Ifir K k <  0. 

+co +cQ +co  

Zv"(b) = Z Z Z G~ K'i G~ K'I G~ K'I, (19) 
lq=-co g2=--oo Ks=--oo 

woraus sich nach einfaCher Rechnung ergibt:  

2~,,(b) = l J - R e { 1  + Fk_]; k = 1" 2; 3- (35*) 
k 

Diese fibersichtliehe Funk t ion  der drei Sta t is t ikfaktoren (t4") wurde 
ausfiihrlich diskutiert  [t] und  zeigte unter  anderen folgende fiir die 
sp~iteren Bet rachtungen  wichtige Eigenschai ten:  

Genau wie z 1 (x) im physikalischen Raum,  so weist auch Z ~ (b) im 
F o u m E m R a u m  eine Vielzahl knotenar t iger  Erhebungen der In tegra l -  
werte  (55*) bzw. (3") auf, die mi t  wachsendem [x I bzw. lb] immer ver- 
schmier ter  werden. Bei b ~ 0  dagegen erhebt  sich aus verschwindendem 
Unte rg rund  stets  als Unstetigkeitsstel le eine Punkt funkt ion  Pl(b) t :  

l imZ~-(b) = 0; Z~,(b) = Z P~(b). (59*) 
b--*.O b~O vr 

Der r~iumliche Mittelwert  des Gi t ter faktors  ha t  genau wie die a-priori ,  
Wahrscheinl ichkeit  W(x) in (10) und (12) den Wer t  t :  

fZ..(b) dvb = 1. (58*) 
V b Vb 

falls m a n  nur  fiber e n ausreichend groBes Volumen vb integriert ,  das sich 
bis in den reflexlosen Bereich Bs ; ,  hinein erstreckt  (s. unten).  In  Bs; r 
ha t  der Gi t te r fak tor  seinen Endwer t  

l im Z ~- (b) = 1 (60*) 
r b j ~  

Die G1. (t9") der vorigen Untersuchung [1] gilt, was dote versehentlich 
nieht erwi~hnt wurde, nur fiir positive K~. Die bier dargestellte Summation (t9) 
ist dolt in gleicher Weise vorgenommen worden, wie man aus dem Text unter 
(34*) erkennt. 

t Die Punktfunktion PX(b) bzw. Pl(x) ist definiert dutch 

Pt(b) = 0  fiir alle b=~0 mit fPX(b) dv b=t ,  
PX(x)=o ftir alle x4  =0 mit fPl(x) dvx= t. 

Sie entspricht v611ig der uneigentlichen DIRAcschen d-Funktion. 
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praktisch erreicht. Weiterhin gilt allgemein, wie man aus (10") und (t3") 
sofort verifiziert, indem man dort b = 0 bzw. x = 0 einsetzt 1: 

f S ( b ) d v b = s ( O ) = 4 ;  S ( O ) = f s ( x ) d v ~ = v ;  f [ S [ a d v b - - - - v .  (20) 

SchlieBlich sei noch auf zwei verschiedene Wege hingewiesen, naeh 
denen man die Streuintensit~t eines homogen mit der Elektronen- 
dichte Oo erffillten K6rpers der Gestaltfunktion (t) berechnen kann. 
Hierffir gilt zun~ichst allgemein: 

] = e~o l ~ f f  e -~"b'  ~=-x=) dr ,  dr, , .  (2t) 
v o 

Der erste Weg besteht darin, das Doppelintegral Zu zerlegen und jedes 
Einzelintegral getrennt zu integrieren: 

J 2 2 - - 2 ~ i  = eohfe (b,,) dv,~ . r e  ~i(b'~,~) dr,,,,  (22) 
v 

woraus entsprechend (2) oder (t3") folgt: 

J=Oo/,S.~ ' S * - ~ O o / , I S I  ~ (23) 

G1. (23) gilt streng nur, wenn der Streuk6rper aus einer groBen Zab.1 
yon Elektronen besteht (Beweis daffir s. Abschnitt IV). 

Der zweite Weg besteht darin, dab man in (21) zuniichst fiber alle 
d v ,  und dr , ,  gleichzeitig bei konstantem Vektor 

integriert, wobei dieser dem Betrag nach um d~, der Richtung nach um 
den Raumwinkel dQ schwanken m6ge. Verschiebt man mit STOKES und 
WILSON [17j den Streuk6rper um diesen Vektor x K parallel in sich aus 
seiner ursprtinglichen Lage, so hat der so entstehende ,,ghost" mit dem 
ursprtinglichen K6rper das Volumen Vg gemeinsam. Die Wahrschein- 
lichkeit WK, den Vektor XK innerhalb der Toleranzen d~, d~Q bei der 
Integration (2t) anzutreffen, ist somit: 

VK ~ d~ d 9  vK dv K (24) 
W K - -  V2 - -  V2 

Aus (2t) ergibt sich also 
oo 

J = 2 2  

0 

oder als STIELTJES-Integral angeschrieben: 

J - -  e~ I , "  `~ .2 & , , K  ,xz ,--2=i(b,~) . (25) 
K 

1 Zum Beweis der letzten ~elation in (20) schreibe man das Integral ent- 
sprechend (10") und (t7") in der Form 

lim'~ -1 (S. S*) = lim s (x) s (-- x) = f s  ~ (y) dry = v, 
x--*O x - + 0  

w a s  z u  b e w e i s e n  w a r .  
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FOROD [18] ging bei der Berechnung der ,,Partikelstreuung" kolloider 
Systeme diesen letzten Weg und bildete nach Integration fiber alle 
Raumwinkel dutch Norrnierung yon W K auf K6rper mit der Maximal- 
ausdehnung y ~ .  ~ 1 aus diesem W K eine also normierte ,,Abstands- 
funktion". 

In den folgenden beiden Abschnitten wird auf diese beiden Weisen (23) 
und (25) die mittlere Streuintensit~it yon Parakristallen berechnet, die 
alle zueinander parallel orientiert das erste Mal (Abschnitt IV) die 
gleiche Gestaltfunktion s (x), das andere Mal (Abschnitt V) die gleiche 
Zahl N, yon Gitterbausteinen der gleichen Konfiguration aufweisen. 
Infolge der GitterstSrungen erster  und zweiter 
Art unterscheidet sich also statistisch das indi- 
viduelle Streubild jedes einzelnen Parakristalls 
etwas yon dem des anderei1, wobei diese sta- 
tistische Sehwankung der Streuintensit~t natfir- 
lich nfit zunehmender Zahl iV, abnimmt. Der 
erste Weg des Abschnitt IV gilt nur ftir nicht 
zu kleine Zahl der Gitterbausteine, bietet aber 
gegentiber dem zweiten Weg dell Vorteil, dab 
hier der Einflul3 der ~ul3eren Gestalt des Para- 
kristalls auf das Streubild in allgemeiner Form 
explizit angebbar ist, wahrend der zweite Weg 
auch ftir beliebig kleine Bausteinzahlen iV, 
Gtiltigkeit hat. Doch beschr~inkt sich die Aus- 

Fig. 3. Zur Berechnung der mitt- 
leren Streuintensit~t parallel off- 
entierter Parakristalle konstanter 
Gestalt und gleicher Lage A des 
Idealpunktes vom Baustein O00. 

A ist zugleieh Ursprung des 
x-Koordinatensystems. 

rechnung der Streuformel in Abschnitt V auf verwackelte Parallel- 
epipede, deren Kanten durch Koordinationsvektoren a~ gebildet sind. 
Andere Koordinationsformen der Bausteine lassen sich entsprechend be- 
rechnen, worauf hier nicht n~ther eingegangen werden soll. 

IV. Mittlere Strenintensit~t bei konstanter  Form der Parakristalle.  
Die folgende Berechnung  der  S t r eu in t ens i t~ t  zeig~ fiir  P a r a k r i s t a l l e  aus  

B a u s t e i n e n  e inen h6chs tens  zu 1 / ~  r p ropor t i ona l en  p rozen tua l en  Fehler ,  fal ls  nu r  
die Zahl  der  yon  der  G e s t a l f f unk t i on  s (x) ze r schn i t t enen  Ober f l~chenbaus te ine  
im R6ntgendiagramm gegenfiber der Gesamtzahl Nr in im Text n~her erl~uterter 
Weise nicht ins Gewicht i~llt. 

Es habe jeder der zu berechnenden Parakristalle die gleiche Gestalt- 
funktion s(x) [s. G1. (t)], wobei stets der Idealpunkt eines Gitterbau- 
steines 000 an der gleichen Stelle A des Parakristallvolumens liegen 
m5ge, die zugleich als Ursprung des Ortsvektors x gew~hlt werde (Fig. 3). 
Der Baustein p qr liegt also mit entsprechender Wahrscheinlichkeit am 
Orte x = x m r .  Die mittlere Streuintensit~t ergibt sich zu: 

J = i2, F, E l, kdp~r e-i''Cb' ~,~,-~,~1, (26) 
i k l  pqr 



478 R. HOSEMANN : 

wobei die Summen also jeweils fiber alle im Volumen v Iiegenden Bausteine 
zu erstrecken sind. Dabei werden die an der Oberfl~che liegenden Bau- 
steine, soweit sie aus dieser herausragen, wegen der Gestaltfunktion s (x) 
zerschnitten. Setzt man nun voraus, dab die Zahl dieser Oberfl~ichenbau- 
steine klein ist gegenfiber der Zahl der inneren Bausteine, so wirken 
sich die durch die Zerschneidung ge~inderten Bausteinfaktoren praktisch 
auf das Resultat nicht aus. Dieses ist, wie man zeigen kann, schon dann 
der Fall, wenn etwa 75 % alleI Bausteine nicht zerschnitten werden. 

Tabclle 2. ZaM N~ der Bausteine langs der Kanten verschiedener verwackelter 
Prismen, beg denen die Oberllii6henbausteine zahlenmaflig etwa Sa% aller Bau-. 

steine Nk betragen. 

NI 

Verwackelter  Kubus  . . . . . .  
Verwackeltes Sttibchen . . . . .  
Verwackelte Lamelle . . . . . .  
Einschichtige ( , ,amorphe")  Lamelle 
Einreihiges ( , ,amorphes")  Stitbchen 

N I  

20 20 
t6 40 

8 1oo 

1 

N, /V, 

20 8000 
t6 t0000 

100 80000 
14 196 

t 8 

Die folgende Beiechnung gilt also, wenn die mittlere Zahl von Bau- 
steinen im Parakfistall die in Tabelle 2 angefiihrten Mindestzahlen N, 
erreicht oder tibertrifft. Die Bezeichnung ,,amorph" ffir die Parakri- 
stalle der beiden letzten Spalten der Tabelle ist deshalb berechtigt, 
weil derartige Gebilde keine Raumgitterinterferenzen elzeugen und da '  
rum im RSntgendiagramm nur recht verwaschene Reflexe erzeugen, 
die mehr oder weniger zum ,,diffusen" Unterglund beitragen. 

Offensichtlich treten in (26) neben jeweils N,-Summanten mit K# = 0 
[vgl. G1. (6)] weitere N,(N,-- l)-Summanten auf, in denen zwei verschie- 
dene Bausteine zur Kombination gelangen. Addiert man zu letzteren 
jeweils N, Summanten mit Ill 2 und bezeichnet diese Intensit~itskompo- 
nente mit J~, so gilt: 

J : I1 + J2, (27) 
wobei 

/1 = N, X (2S) 
pqr  

ist. Da die Zahl iV, allein durch die Koordinationsabst~tnde a k gegeben 
ist, im idealen Parakristall also unabh/ingig ist yon den Gitterst6rungen 
erster Art, diese selbst wieder im Baustein ikl statistisch unabhiingdg 
yon denen in pqr sind, so kann man stat t  (28) schreiben: 

N,t  I l l  mit a ltl (29) 
wobei also A ]11 die mittlere statistische Schwankung des Baustein- 
faktors und 

N, ~ (29a) 
/1 t , 

die mittlere Zahl der Gitterbausteine ist. 
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Zur Berechnung der zweiten Komponente f2 summiert man (26) 
entsprechend (22) zun~chst bei konstantem pqr fiber alle ikl. Man 
nennt entsprechend (t6) 

i k l  

den ,,individuellen Gitterfaktor" des Bausteines p qr in dem betrachteten 
Parakristall. In (26) hat man jedoch nur tiber eine begrenzte Zahl yon 
Bausteinen ikl zu summieren. Man wird bier also ganz wie in (2) eine 
Gestaltfunktion einffihren, hat dabei abet zu beachten, dab diese auf den 
Baustein pqr bezogene Funktion sin, mit der auf den Punkt A bezo- 
genen s (Fig. 3) in dem Zusammenhang steht: 

spq, (x~) = s (x + xpq,).  (3t) 

Denn man erh~It die Ortsfunktion spq r durch Paralielverschiebung der 
Funktion s u m  den Vektor --xm,. Ihr Gestaltfaktor ergibt sich zu 

Sp q, (b) - -  ~ (sp ~,) = S e ~"i cb,~ q,). (3 2) 

So erh~lt mall aus (26) 

Y2 " 2 -- 2 vn = Y, (I,.1/] zp~,) (s e~,b,- , I )  (33) 
pqr 

Bei der Summation tiber die pqr ist zu bedenken, dab jedes Zm, etwas 
anders ist. ]3esonders erschwerend aber kommt hinzu, dab der auf dell 
Baustein 000 bezogene individuelle konjugierte Gitterfaktor 

oo 

2%" = Z e~" ~b, ,p~.) (3 3 a) 
pqr 

statistisch nicht unabh~ngig ist yon (30). Denu bei vorgegebener Lage xp q, 
aller Idealpunkte sind beide individuelle Gitterfaktoren (30) und (33 a) bei 
unbegrenztem ParakristaU festgelegt. Da in diesem Abschnitt aber 
eine hohe Bausteinzahl N, vorausgesetzt wird, sind die Schwankungen 
dieser beiden individuellen Gitterfaktoren yon ihrem Mittelwert (16) so 
unerheblich, dab man mit nur einem kleinen Fehler schreiben kannl:  

A = q,' lTl~-Z ~ (s .z , .  s , ) ,  (34) 

Wegen der vorausgesetzten hohen Zahl N, hat nun S (b) im FOURIER- 
Raum seine eventueUen Nebenmaxima bei so kleinen b-Werten, dab an 
der Stelle b~ des ersten Knotens des Gitterfaktors neben dem Zentral- 
fleck b : 0 der Gestalffaktor S den Wert 0 erreicht hat. Es ist datum 

x Die in Tabel le  2 Zeile I b i s  3 angegebenen  Mindes tzah len  N e rgeben  im  
Parakxistal]  schon  eine so hohe  Zahl  individuel ler  K o m b i n a t i o n e n  m i t  k o n s ta n -  
ten Kk,  dab  die individueUen Gi t t e r fak to ren  hier  n u r  wenig  schwanken .  
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in (34) beim Faltungsprodukt Z TM S* nur der Verlauf in N/ihe des Zentral- 
flecks zu diskutieren. Nach (59*) ist dort der Gitterfaktor eine Punkt- 
funktion, so daB man unter Beachtung yon (2a), (17) und (55*) findet: 

S .  Z%-~S * = ! IS 12 . (34a) 
V r 

G1. (34) vereinfacht sich dann also ffir Parakristalle zu 

1 2 ]2= ~(1~ I f l ~ z ~  I ~. (35) 

Wenngleich die Diskussion dieser Gleichung erst in Abschnitt VI erfolgt, 
sei schon hier darauf hingewiesen, welchen EinfluB es auf das Resul- 
tat  (34) hatte, daB man in (33) die Schwankungen der individuellen 
Gitterfaktoren (30) und (33a) vernachl~issigte. Im Zentralfleck ergibt 
sich ffir J~ aus (26) einfach 

/~ =/~ (o) I / (--~) ~ ~ .  (35 a) 

Die in (34) zur Vereinfachung vernachl~issigte statistische Kopplung 
zwischen beiden Gitterfaktoren ist gleichbedeutend damit, daB in (35 a) 
start 

~,, nun N, 
gesetzt wurde. Bezeichnet 

V(a  
die mittlere statistische Schwankung des Volumens einer Elementar= 
zelle, so ist wegen der im idealen Parakristall vorausgesetzten stati- 
stischen UnabhRngigkeit der Schwankung der einzelnen Elementarzellen 
(GitterstSrungen zweiter Art!) bei konstantem Gesamtvolumen des 
Parakristalls die relative Schwankung der in ihm enthaltenen Baustein- 
zahl N, gegeben durch 

A N  r = 1 A v r 

-g V ~, ~, 

Somit ist der streng zu ~ proporti0nale Zentralfleck (und ebenso eine 
in allen nicht stark gestSrten Reflexen auftretende gleichfalls zu 

2 t propor- proportionale ,,Spiegelkomponente") mit einem zu ~ -  + 

tionalen Fehler behaftet, wenn man (3 5) anwendet. Die Komponente J1 
dagegen ebenso wie eine in allen st~irker gest6rten Reflexen auftletende 
diffuse Komponente ist proportional zu ~ und damit nur mit einem 
zu t /V~, proportionalen Fehler behaftet. AuBerdem ist der in diesem 
Abschnitt gemachte Fehler also propoltional zur relativen mittleren 
Schwankung des Volumens einer Elementarzelle bzw. zum Quadrat 
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dieser Schwankung. Es ist damit  die zu Eingang dieses Abschnittes 
gemachte Behauptung bewiesen und gezeigt, dab sich die Berechnungs- 
weise dieses Abschnittes vor allcm ftir Parakristalle eignet, die aus nicht 
zu wenig Bausteinen bestehen (vgl. Tabelle 2). 

V. Mitflere Streuintensit~t bei kons tan ter  Bauste inkonf igura t ion .  

Die folgende Berechnung gilt exakt ffir ideale Parakristalle einer beliebigen, 
aber festen Konfiguration aus beliebig vielen oder wenigen Bausteinen derart, 
daB alle Parakristalle genau gleichgebaut und orientiert w~ren, falls jegliche Gitter- 
stSrungen ~ehlen. Die Streuformel (39) bis (41) beziehen sich speziell auf verwackelte 
Koordinationsepipede. 

Wieder trennt man aus {26) zun~chst die N~-Summanten mit  K k = 0  
ab und addiert zur Komponente J~ in (27) N,-Summanten mit  I]-[ 2. 
Man findet also entsprechend (29) 

f~= N, A2 l/[. (36) 

Zur Berechnung yon J~ benutzt man nun aber einen den G1. (24) und (25) 
entsprechenden Weg. Es bezeichnet bier dann 57, 2 W K die Zahl der im 
ParakristaU vorkommenden Kombinationen K mit konstantem Zahlen- 
trippel (6a). Es ist also 

]~ = 1~ [/I s N.~F, Y Y, W~ e-~=,(b..), (37) 
Kx K2 Ka 

wobei die Summen fiber alle mSglichen K-Kombinationen im Kristall 
zu nehmei1 sind. Da nun in jedem der betrachteten Parakristalle der 
Kombinationsvektor x g mit der Wahrscheinlichkeit HK(xK)dv K vor- 
kommt,  so ergibt die Mittelwertbildung in (37) einfach: 

J2=/~I]- l~N,~,X~WKf e-~i(b'~)Hg(xg)dvz. (38) 
K~ K a K 3 

Zur weiteren Ausrechnung beschr~inken wir uns hier auf den Fall eines 
verwackelten Parallelepipedes, dessen verwackelte Kanten aus jeweils 
N~ Koordinationsvektoren a~ gebildet sind. Offensichtlich ist dann 

NfWK=I~(Nk--[K~]); k = t ;  2; 3 mit  N , = N ~ N ~ N  a. (39) 
k 

Das Integral in (38) stellt die FouRInR-Transformierte von H K dar. 
Es ergibt sich also ans (38) unter Substitution yon (39) und (18): 

Nk 

L = I~ ITI~H Y, ( ~ - I K ~  l) Gs K~t. (40) 
K k =  --Nk 

Jede k-Teilsumme ist leicht zu berechnen, wenn man zweckmaBig je 
zwei Summanten mit gleichem ]Kk] zusammenfaBt und (t8) beachtet:  

~2 K~ + ~'~_~ = 2i% i~p.  
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Beachtet man weiter, daB 
Nk 

K,~=I 
und daB 

Nk .Nt~ 

Kk=l Kk=1 

ist und vergiBt bei der Summation in (40) den Summanten K k ---0 
nicht, so findet man sofort: 

, _ ~ [~ - - ~ ) ~  j .  (4t)  
k 

Der erste Summant in der geschweiften Klammer entspricht zusammen 
mit ]1 der an anderer Stelle [16] gefundenen ,,diffusen" Streukompo- 
nente. Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen Bausteinen wirken 
sich in dieser Intensit~tskomponente offensichtlich nur im relativen 
Intensit~itsverlauf aus, w~hrend ihre Proportionalit~t zu N, anzeigt, 
dab der Parakristall wie ein inkoh/irenter Bereich wirkt. Der zweite 
Summant in der geschweiften Klammer entspricht dagegen der dort 
beschriebenen ,,Spiegelkomponente". Eine ausfiihrliche Diskussion ~on 
(4t) erfolgt im n/ichsten Abschnitt. 

Hier sei nur die folgende Bemerkung vorweg genommen: Ffir ein 
parakristallines Netz aus einer Lage yon Bausteinen, die dutch die 
Vektoren a 1 und a 2 koordiniert sind, ist N 8 = t.  Es ergibt sich darm 
in (4t) ffir den k = 3 - F a k t o r  einfach: 

R e  l + F3 2 R e  F 8 t - -  Fa _ 1  (42) 
I - -  ~ (~ - -  F~)~  " 

Die Produktbildung ist dalln in (4t), wie auch nicht anders zu erwarten, 
nunnehr fiber k - t ; 2  vorzunehmen. Ebenso entartet (4t) ffir einen 
fadenf6rmigen Parakristall, der nur aus einer einfachen Reihe Yon 
durch al-Vektoren verbundenen Bausteinen besteht, unter Addition 
von  J1 aus (36) z u l :  

J - -  ~ N l  ]F~d~'~I~[NII/I'+}'[['( NI(Z~'-')-2ReFI (~-- FT)]' (43) 

wobei Z ~ nun der Gitterfaktor des Fadenparakristalls ist. Die Diskus- 
sion derartiger Fadenmolekiile usw. ist einer anderen Untersuchung 
vorbehalten. 

1 In ~hnlichey F o r m  h a t  a u c h  POROD [t8] dlese G1. (43) bei  der  U n t e r s u c h u n g  
y o n  Mizellbiindeln. m i t  GAusssche r  A b s t a n d s s t a t i s t i k  g e f u n d e n .  
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VI. Der Verlauf der mittleren Streuintensit/it im Fourier-Raum. 
G e n a u  w i e  bei der  Diskussion der  S t reuampl i tude  aufgezeigt 1/~Bt sich auch 

hier  der  Fo l sg i~g -Raum in sechs Bereiche zergliedern, die e inander  schalenf6rmig 
mi t  dem Zen t rum im Zentralf leck b 0 umschliel3en: Zentralf leck B0, v, Bereich 
d e r  unges t6r ten  ( , ,Kristal l")-Reflexe Bl ,  r, 13bergangsbereich Bz, r der  Reflexe 
verschiedenen St6rungsgrades,  Bereich der  s ta rk  ges t6r ten l~eftexe Bs, r, Bereich 
der  Fl i iss igkei ts interferenzen B4, r und schlieBlich bei geniigend groBen b-Werten 
der  sich bis ins Unendl iche ers t reckende reflexlose Streubereich Bs, r '  

Die di//use Komponente J1. 
Stets erstreckt sich entsprechend (29) und (36) tiber den FouRIEI~- 

Raum die zur Bausteinzahl und der mittleren statistischen Schwankung 
des ]3austeinfaktors proportionale dif use Komponente J~. Sie ver- 
schwindet bei k.leinsten Streuwinkeln dann und nur dann, wenn alle 
Bausteine gleichviel Elektronen enthalten. Denn es ist entsprechend 
(12") und (20) die Zahl der Elektronen im Baustein ikl gegeben durch 

f ~k ~(x) dr, =/~k~(0), (43 a) 
so dab dann bei gleicher Elektronenzahl die Gr6Be A [/[ mit gegen 0 
gehendem b selbst verschwindet. 

Doch ist eine Analyse des diffusen Untergrundes im R6ntgendia- 
gramme dadurch erschwert, dab auch f2 einen -- allerdings bei kleinsten 
Streuwinkeln verschwindenden --  derartigen Untergrund erzeugt, der 
sich der Komponente J1 zu einem schwer analysierbaren Gesamtunter- 
grund tiberlagert. Wie schon frfiher gezeigt [t ~ nimmt der diffuse Unter- 
grund der Komponente fu//~-[~ mit wachsendem b erst langsam, dann 
immer schneller zu und n/ihei t sich schlieBlich asymptotisch in Bs,, dem 
Grenzwert 4, w/ihrend gleichzeitig die sich aus diesem Untergrund er- 
hebenden ,,Reflexe" immer verschmierter werden und sich in B4, , mit 
dem Untergrundanteil zu einem gleichfalls schwer analysierbaren Ganzen 
vermischen. 

Der Bereich B1, , der ungest6rten Re/lexe (,,Kristallre/lexe"). 
Er wird dadurch definiert, dab in ibm fiberall die Knoten b~ des 

Gitterfaktors gegenfiber dem Quadrat des Gestaltfaktors als Punkt- 
funktion wirken 1. Es vereinfacht sich damit (35) entsprechend (2a), 
(20) und (55*) zu 

t 2 .]'2 : - ~ / ~  I-[12 ~. [S(b--b,~)[ 2, (44) 

wobei die b~ die Gitterknotenpunkte des reziproken Gitters im 
FOURIER-Raum repr~isentieren und die Summe fiber alle in BI. , liegende 

1 Der Bereich B1, r fiir die St reuampi i tude  ist e twas ausgedehnter .  Es genfigt 
dort,  wenn die Kno ten  des Gi t terfaktors  gegentiber dem Gesta l t faktor  selbst  als 
Punkt funk t ion  wi rken  [I]. 
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Gitterpunkte zu nehmen ist. (44) entspricht v6Uig der Intensit~itsver- 
teilung in jedem Reflex eines idealen Kristalles, weshalb B1, , auch 
,,Bereich der Kfistallreflexe" genannt werden k6nnte. 

Die Diskussion yon (4t) ist nicht so leicht durchffihrbar. Wie im 
Eindimensionalen gezeigt wurde [t6], hat hier jeder Reflex die Form 

1 J3 = v~-/I I f l  ~ Y, 1 s (b-- b.)Is, (45) 

indem nun ja trots konstanter Zahl der Gitterbausteine die ~iuBere 
Gestalt der Parakristalle infolge der Gitterst6rungen zweiter Art staff- 
stisch schwankt, so dab der Querstrich die statistische Mitteilung fiber 
alle individuellen Gestaltfaktoren bedeutet (,,statistischer 13berlage- 
rungseffekt"). Bemerkenswert ist also, dab alle ungest6rten Reflexe 
den gleichen relativen Intensiffitsverlauf anfweisen, ans dem man die 
GestMt der Parakristalle bzw. ihre Gestalt und Gr613enstatistik berech- 
nen kann. 

Der Zentral/leck (die ,,Kleinwinkelstreuung"). 

Speziell der stets innerhalb BI, , liegende Reflex 0, 0, 0 entartet 
wegen (43 a) und 

[I(o) j/v, = 5o 

in G1. (44) stets in die durch (23) gegebene Form. Da der Knoten b~, = 0 
des Gitterfaktors gem~iB (59*) stets eine Punktfunktion ist, so ist der 
Zentralfleck also stets ein Kristallreflex, wie grol3 anch immer die Gitter- 
st6rungen swelter Art sein m6gen. Aus seinem Studium kann man also 
stets Gestalt und mittlere Elektronendichte des Parakfistalls bestimmen. 
Aus diesem Grund eignet sich auch die Kleinwinkelstreuung stets zur 
Bestimmung der ,,Kristallitgr613en", ganz im Gegensatz zu den tibrigen 
b,-Reflexen, falls sie nicht in BI, , liegen. Auf diese bemerkenswerte 
Tatsache wurde schon wiederholt aufmerksam gemacht [t9], [20], [21] 
und auch anf die Gtiltigkeitsgrenzen der LAuEschen Methode der Kri- 
stallitgr6Benbestimmung hingewiesen [t9]. 

Im Bereich des Zentralflecks ist bekanntlich ftir die meisten Kombi- 
nationsvektoren x~: t 

(b, ~ )  _< 7 '  

wobei ~ die mittlere Bausteinzahl l~ngs aller Geraden bedeutet, die 
parallel zu b s liegen. Ffir ]V~ ) ) 1  geht (38) wegen 

II(o)lN,.= ~oV 

einfach in (25) fiber, so dab also auch die zweite Integrationsmethode 
des Abschnitt V auf eine (45) fiir bn--0 entsprechende Intensit/its- 
verteilung ffihrt, wie das auch nicht anders zu erwarten war. Da nach 
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(44) der relative Intensitgtsverlauf in allen Kristallreflexen der gleiche 
ist, ist damit auch nachtr~tglich der mehrdimensionale Beweis ffir die 
Richtigkeit der G1. (45) erbracht. 

Zur quantitativen Interpretation der Kleinwinkelstreuung sind aber 
auch die ,,~iuBeren Interferenzen" zwischen den einzelnen Parakristalliten 
in Rechnung zu stellen, wie dies bereits an anderer Stelle versucht 
wurde [22]. Ist man sicher, dab auch ein auBerhatb des Zentratflecks 
liegender Reflex v611ig ungest6rt ist, so gilt fiir diesen streng (45). Man 
kann in diesem Fall dann aus dem Studium seines Verlaufes also die 
Gr613enstatistik der Parakristallite gewinnen, ohne auf derartige ~tuBere 
Interferenzen Rticksicht nehmen zu miissen. Aus der Differenz zwischen 
seinem relativen Intensit~ttsverlanf und dem des Zentralflecks k6nnte 
man dann umgekehrt diese Komponente der ~iul3eren Interferenzen 
experimentell gewinnen, was ftir manche Feinstrukturfragen bedeutsam 
sein kann [22]. 

Der Bereich Ba, r der stark gestiSrten. Re/lexe. 
Zusammenhang mit der DEBYEschen Fliissigkeitstheorie. 

In diesem Bereich Ba, r wirkt im Gegensatz zu B1, , das Quadrat 
des Gestaltfaktors gegentiber jedem Knoten des Gitterfaktors als Punkt- 
funktion 1 und jeder dieser Knoten erhebt sich deutlich separierbar aus 
einem ,,diffusen Untergrund" ([vgl. G1. (5t) unten]. Es entartet hier 
also G1. (35) entsprechend (2a), (2o) nnd (55*) zu: 

f2 = ~ / ~  [?l 2zv~. (46) 

Wie im Eindimensionalen gezeigt [t61, ist in (4t) der zweite Summant 
in der geschweiften Klammer gegenfiber dem ersten vernachl~ssigbar, 
wenn man die Bereiche Bz, r, B4,, und Bs, ~ betrachtet. Substituiert 
man in (41) nun (35"), so erMlt man also auch auf diesem Weg das 
Resultat (46), wobei N, nur durch N~ zu ersetzen ist. Addiert man 
hierzu (29) bzw. (36), so  ergibt sich ftir die Gesamtintensit~t: 

f = N,I~ r l / l  ~ + I ] ) .  (Z v ' -  t ) ] .  (47) 

Es ist in diesem Stremvinkelbereich also in keinem Fall mehr die Or6Be 
der Parakristalle erkennbar. Bei unorientierten Haufwerken von Para- 
kristalliten ist Z TM tiber aller Raumwinkel zu mitteln und ftihrt somit 
im FOURIER-Raum auf eine kugelsymmetrische Ortsfunktion Z~=(b). 
Man kommt dann und nut  dann in den Gtiltigkeitsbereich der DEBYE- 
schen Fltissigkeitstheorie [7]. AllerdJngs ist die DeBYesche Annahme (1 t), 

1 Er s t  rech t  wirkt  dann  IS[= auch in Ba,,  und Bs, r als Punkt funkt ion ,  wes- 
halb  die hier abgelei te ten Formeln  auch in diesen anderdn Bereichen Gfiltigkeit 
habeil. Doch en ta r t en  sie in Bs, r in eine noch einfachere Fo rm (s. unten).  
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dab auch W(x) Kugelsymmetrie zeigt, keinesfalls gerechtfertigt [vgl. 
(t0)]. In bezug auf die Interferenzwirkung wird dann vielmehr die 
fiber alle Raumwinkdl gemittelte Gesamtstatistik z 1 (x) wirksam, und 
auch dies nur in B3, ,, B4, , und Bs, ,. In diesem Fall liiBt sich (t5 ')  in 
Kugelkoordinaten 

e - l~l/,~; ~ = I bl ~; (b x) = Q s ~osZ usw. 

in der Form anschreiben: 
o o  $$ 

Z"(b) = 2~ f de f zl( 2 e) e-2'~i*~~176 (e~/23) sin fl dfl. 
0 0 

Versteht man mit DEBYE [7] unter P(O) nur eine a-priori-Abstands- 
wahrscheinlichkeit zwischen verscMedenen Gitterbausteinen, setzt man 
also 

so gilt wegen 

schlieBlich stat t  (47) : 

z, (x) = VX(x) + • p (e),  

p l  (x) = t 

(4s) 

- - 2  223 ~ - - -  . s i n 2 = ~ s d ~ ) l .  s = u , t ,  t/I + + 

Da diese Gleichung sowieso nur in B3,, usw. weir auBerhalb des Zentral- 
flecks Giiltigkeit hat, iindert es an ihrem Wert nichts, wenn man eine 
Punktfunktion p1 (b) abzieht, und man erh~ilt mit DEBYE bei verschwin- 
dender Bausteinfaktolschwankung einfach die bekannte Gleichung [7]: 

d ~-~v, ~ .1 --  P (e))" @" sin . (49) 

Man erkennt also, dab bei der DEBYEschen Theorie verschiedene Ver- 
einfachungen an der allgemeingfiltigen Formel (47) vorzunehmen sind 
und dab es insbesondere nicht statthaft  ist, diese Theorie auch auf 
den Bereich B%, und Bx, , auszudehnen. Vor allem sind datum die Be- 
mtihungen, mit Hilfe der DEBYEschen Theorie die Kleinwinkelstreuung 
bis zu kleinsten Streuwinkeln hin erkli~ren zu wollen, von vornherein 
zum Scheitern verdammt, weil man dadurch den Giiltigkeitsbereich 
dieser Theorie in Partien des FOURIER-Raumes ausdehnt, wo sie not- 
wendiger~eise versagen muB. Die mit dieser Frage zusammenhXngenden 
Probleme k6nnen hier nicht n~iher diskutiert werden. 

Der reflexlose Bereich Bs,, (Bereich der Gasinter[erenzen). 
Er ist dadurch definiert, dab ill ihm der Gitterfaktor praktisch 

seinen Endwert I erreicht hat [vgl. G1. (60*)]. Es vereinfacht sich damit 
(47) zu 

J = N. tF tl I a. (50) 
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Das Streuphlinomen besteht hier also bemerkenswerterweise in einer 
interferenzfreien Superposition der Beugungsbilder der einzelnen Gitter- 
bausteine. Es hat sich bier also das Gitter des Parakristalls in bezug 
auf seine Interferenzwizkung v611ig aufgel6st. Je gr6Ber die St6rungen 
zweiter Art sind, um so niiher riickt dieser Bereich an den Zentralfleck, 
wobei alle dazwischenliegenden Bereiche B1,, bis B4,, im FOURIER-Raum 
immer mehr zusammenschrumpfen. Ja, es sind F~ille denkbar, wo Bs, , 
fast unmittelbar neben dem Zentralfleck beginnt [22]. Ein Beispiel 
dafiir bildet das kolloide Gitter gewisser amorpher Kohlesorten, in d e m  
jeder Baustein aus einem Kohleparakristalliten besteht. Da derarfige 
,,Ubergitter" aber keine regelm~Bigen KoordinationsverhSltnisse kennen, 
hat die Berechnung ihrer StreuintensitSt auch auf andere Weise zu 
erfolgen. RILEY [2}]  nennt derartige Stoffe, deren Gitterfaktor sich 
nur unwesentlieh yore Wert t unterscheidet, ,,Festk6rper vom Gastyp". 

Der Ubergangsbereich B2,, der Reflexe verschiedenen St6rungsgrades. 
In diesem zwischen Bx,, und B3,, liegenden Bereich sind weder die 

Knoten des Gitterfaktors punktf6rmig gegentiber S z noch S ~ punkt- 
f6rmig gegeniiber den Knoten. Es sind bier datum die allgemeinen 
Ausdrticke (35)und (41) zur Anwendungzu bringen. Beispielsweise 
wiichst bier die integrale Linienbreite eines Reflexes mit abnehmender 
Gr6Be der Parakristalle und zunehmender Gitterst6rung zweiter Art, 
An anderer Stelle [t9] wurde aus (4t) for die integrale Linienbreite eine 
N~iherungsformel abgeleitet, in der sich diese additiv aus einem Anteil 
der Kristallitgr6Be und einem Anteil der Gitterst6rung zweiter Art 
zusammensetzt. Die urspriingliche I AvEsche Kristallitgr6Benbestim-. 
mung ist bier also in keinem Falle zul~issig, sondern bedarf einer ent- 
sprechenden Korrektur, falls sie nicht fiberhaupt for zu stark gest6rte 
Reflexe versagt. 

Der Bereich B4,, der Fli~ssigkeitsinter[erenzen. 
Er ist dadurch definiert [t], dab bier die Knoten des Gitterfaktors 

nicht mehr wie in B3, , einen um ein Vielfaches gr613eren Maximalwert 
als der sie umgebende diffuse Untergrund haben und daB sie umgekehrt 
noch nicht wie in B~,, fast ganz in diesem Untergrund verschwunden sind. 

Dazu ist es notwendig und hinreichend, wenn hier an jeder b-SteUe 

mindestens ein [F~(b)[ ~> 0,3 } (51) 
mindestens ein IF k(b)[ ~< 0,3 

ist, w~hrend ffir einen eigentlichen Reflex stets alle 

I F~ (b) [ -> 0,3 
sein miissen. 

Zeltschrift fiir Physik. Bd. t28, 32 
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Der in der Definitionsgleichung (5t) eingeffihrte Zahlenwert 0,3 ent- 
behrt natfirlich nicht einer gewissen Willkfirlichkeit und k6nnte ebensogut 
dutch einen i~hnlichen Wert ersetzt werden. Hat er abet etwa diese 
Gr613e, so treten die eigentlir Reflexe gerade noch deutlich aus dem 
diffusen Untergrund hervor und erm6glichen umgekehrt bis an ihre 
Bereichsgrenze eine ffir sp~tere Auswertungsverfabren bequeme N~- 
herungsrechnung (s. Abschnitt vn). 

Je nachdem, welche Form die Koordinationsstatistiken haben, 
verschmieren sich bier auch schon mehrere benachbarte Knoten zu 
st~tbchen- und scheibchenf6rmigen Gebilden [Q. In diesem Ubergangs. 
gebiet zwischen B3, ~ und Bs,, vollzieht sich die Aufl6sung des ,,reziproken 
Gitters". Die Bezeichnung ,,Bereich der Fltissigkeitsinterferenzen" ist 
vielleicht nicht ganz glticklich gew~ihlt, weil viele Fltissigkeiten zweifellos 
auch stark gest6rte Reflexe erzeugen. ~3berhaupt vollzieht sich der 
l~bergang von B3,, fiber B4,, nach Bs,, ebenso wie der yon Bz,, fiber B~,, 
nach Bs, , so fliel3end, dab es nicht sehr sinnvoll w~ire, die einzelnen 
Bereichsgrenzen allzu genau anzugeben. 

v i i .  Integrale Intensit~iten. 
Zur quantitativen Feinstrukturanalyse parakristalliner Stoffe sind die Inte- 

gralwerte der gestreu• Intensitikt yon besonderer Bedeutung, fiir die sich einige 
einfache Beziehungen ableiten lassen. 

Aus (35) ergibt sich unter Benutzung yon (2a) und (20) ffir die Inte- 
gralintensitAt yon fa einfach 

oo 

f A = g I?l"Z~ (s2) 

Da Z ~" entsprechend (58*) im Raummittel den Weft t hat, entspreehend 
(55 ~ ) abet in jedem Knoten b. eine IntegralintensitSt aufweist, die gleich 
ist dem Volumen v. jener Zelle des reziproken Gitters, so kann man 
unter Beriicksichtigung yon ./I f ~  (52) in 131, ,, B~,. und B3,. schreiben: 

f J dvb = NZ/~(b.) ( ~ 2  + A~/) v., (53) 
B~=s bn 

wobei ](b.) und A J  vo:~ der Form des Knotens und dem Verlauf von 
und A/ abhlingige Mittelwerte dieser beiden letzten Gr6Ben innerhalb 
der betrachteten b~-Elementarzelle sin& Je weniger sich 7 und A/ 
innerhalb dieser Zelle lindern, um so genauer ist das ST:ELXJES-Inte- 
gral (53) ausdfiickbar dutch das Integral 

f J dvb = E l / ' ,  ll (b) l' dvb. (54) 
B~ BL 

Letzteres aber gilt wegen (60*) stets exakt im reflexlosen Streubereich BB,,, 
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Man erkennt leicht beim Vergleich mit (58"), dab die Integral- 
intensit~it bei punktf6rmigen Gitterbausteinen v611ig unabh~ngig yon 
den Gitterst6rungen zweiter Art nur durch die Zahl der Bausteine 
gegeben wiire, andernfalls aber aui3erhalb des Bereiches B5, ~ doch in 
geringer Weise auch durch die Gitter- 
st6rungen beeinflul3t wird. Und dieses 
um so mehr, je st/irker sich der Bau- 
steinfaktor im Bereich einer reziproken 
Gitterzelle /indert, je dichter gepackt 
die Bausteine also zusammenliegen. 

Damit werden aufs beste die ex- 
perimentellen Ergebnisse yon BARKLA, 
C O V E N ,  J A U N C Y ,  P E N N E L  U . a .  best~- 
tigt, wonach die integrale Streuintensi- 
t~t yon Gasen (ein Baustein ist klein 
gegentiber einer Gitterzelle) unabh~ngig 
ist yon deren r~iumlichen Abstands- 
verh~ltnissen, w~hrend umgekehrt abet 
nicht erwartet werden darf, dal~ etwa 
t g eines KC1-Pulvers exakt die gleiche 
integrale Streuung aufweist wie t g 
Argongas cder t g Argon-flfissig 1 (die 
Zahl der Elektronen ist in beiden Stof- 
fen je Gramm etwa dieselbe). 

Doch ist die integrale Streuintensitttt 
in erster roher Niiherung auch bei festen 
Stoffen unabh/ingig yon den Gitter- 
st6rungen zweiter Art. Diese Bemer- 
kung ist deshalb von Bedeutung, weil 
in der Literatur getegentlich die Mei- 
nung anzutreffen ist, die ,,kristalline 
Phase" in Hochmolekutaren erzeuge 
nur dort eine Streuintensititt, wo auf 
dem RSntgendiagramm diskrete Re- 
flexe zu beobachten sind (vgl. [24~ bis 

a 

i i i . i 
10 ~ 200 30~ ~ o  

2D'.--~ 
Fig. 4 a u . b .  Weitwinkelpulverdiagramm 
(photometriert) yon nativer Ramie (a) und 
Viskose (b) nach HERMA~s-WEIDX~ER als 
Beispiel eines parakristallinen Molektilgitters. 
Der schra~fierte Berelch entspricht der ia- 
koh~renten und Luftstreuung. Die integrale 
kohiirente Intensit~it, gegeben durch den In- 
halt der iibrigen Fl~iche, entspricht etwa der 
Zahl der Elektronen im StreukOrper. Die 
Trennungslinie ( - - - - - )  zerlegt diese nach 
HERMAr~S in einen Anteil, der zur ,,kristalli- 
hen Phase" (obere Fliiche) und einen Anteil, 
der zur ,,amorphen Phase" (untere Flache) 
geh6rt. Es ist bei dieser Zerlegung nicht be- 
rticksichtigt, dab Parakristalle auch imreflex- 
losen Streubereich streuen. Die Trennungs- 
linie ( . . . . .  ) entspricht etwa der Theorie 
des idealen Parakristalls und zeigt, dab der 
Anteil an groBen ParakristaUen (,,kristalline 
Phase") grOl~er ist als bisher angenommen, 
dies vor allem beim reflexarmen Diagramm b 

der Viskose. 

[29] und Fig. 4). Man hat in diesem Fall also die oben beschriebene ,,dif- 
fuse" Streukomponente der Parakristalle nicht mit in Rechnung gestellt. 

Die G1. (53) ist ffir die Strukturerforschung von Parakristallen be- 
deutungsvoll. Sie zeigt, dab die integrale Streuintensit~t in einem Reflex 

1 V g l .  h i e r z u  A.  H .  CO~PTON u .  S. K .  ALLISON, X - R a y s  i n  T h e o r i e  a n d  E x -  
p e r i m e n t .  " L o n d o n  1935,  S. 18 ff.  U n b e r e c h t i g t e r w e i s e  w i r d  d o r t  a l l e r d i n g s  d e r  
E i n f l u B  d e r  G i t t e r s t 6 r u n g e n  z w e i t e r  A r t  a u i  d i e  i n t e g r a l e  S t r e u i n t e n s i t ~ t  a u c h  
b e i  S t o f f e n  h o h e r  P a c k u n g s d i c h t e  v e r n a c h l ~ s s i g t .  D e r  d o r t  g e g e b e n e  B e w e i s  i s t  
nur flit Gase stichhaltfg. 

32* 



490 R. HOSEMANN : 

in erster N~herung unabh~ingig von den StSrungen zweite.r Art nur 
durch das Volumen der reziproken Gitterzelle und die mittlere Streu- 
intensit~it der Bausteine an der Stelle des Reflexes gegeben ist. Eine 
Auswertung wird erst dann schwieriger, wenn sich diese Reflexe in Bs, r 
aus einem betr~ichtlichen diffusen Untergrund erheben und man nicht 
mehr entscheiden kann, welchen Anteil dieses Untergrundes man bei 
der Integration (5 ~) mit erfassen soll. 

Zu einer vollst~indigen Strukturanalyse derartiger Parakristalle 
gehSrt auch die Bestimmung der Statistikfaktoren F~ in den G1. (35) 
und (4t), deren Inverstransformierte Einblick in die statistischen Ab- 
standsverh~iltnisse, bei Molektilgittern speziell also Einblick in die sta- 
tistischen Schwankungen der Valenzvektoren usf. gestatten. Es wird 
jedenfalls nicht mehr so einfach wie bei der DEBYEschen Theorie sein, 
wo man durch Inverstransformation aus der Streuintensit~it (49) die 
Gesamtstatistik P (5) gewinnen kann. Denn nun ist die Streuintensitiit 
eine kompliziertere Funktion dieser Statistikfaktoren F~. 

VIII. Zusammenfassung. 
I. Es wird gezeigt, dab sich ein idealer ParakristaU definieren l~iBt, 

der sowohl alle theoretischen Ansittze des idealen Kristalls einschliel31ich 
gewisser Gitterst6rungen erster Art, wie etwa den TemperatureinfluB 
in der DEBYEschen Fassung von 1913, chemische St6rungen durch 
Mischkristallbildung, individuelle Eigenztige der Bausteine in bezug auf 
inneren Aufbau und Ve'rwackluf~g enth~ilt, als auch die Grundidee der 
DEBYEschen Fltissigkeitstheorie aufweist. 

2. Mit Hilfe des Faltungstheorems der FouRIER-Transformation 
wird der Verlauf der gestreuten R6ntgenintensit~t im FOURIER-Raum 
angegeben. Wie schon bei der Berechnung der Streuamplitude gezeigt[t], 
existieren im FOURIER-Raum sechs Bereiche unte schiedlichen Charak- 
ters der Streustrahlung, in denen die allgemeinen Streuformeln in ein- 
fachere Ausdrticke entarten. 

3. In einem Gebiet treten klassische ,,Kristallreflexe", in einem ande- 
ten ,,Gasinterferenzen", in einem dritten Interferenzen auf, die eine Ver- 
allgemeinerung der DEBYEschen Fltissigkeitstheorie unter Hinzuziehung 
cybotaktischer Struktureffekte darstellen. Die Kleinwinkelstreuung 
findet eine vertiefte Erkl~irung. In einem Ubergangsgebiet hat die 
LAuEsche Kristallitgr613enbestimmung bedingte Giiltigkeit, in einem 
anderen wirken sictl die cybotaktischen Effekte besonders stark aus. 

4. Die Berechnung der mittleren Streuintensit~t erfolgt auf zwei 
verschiedenen Wegen. Das eine Mal besteht der Parakristall aus nicht 
zu wenig Bausteinen; seine ~ul3ere Gestalt wirkt sich explizit in der 
Streuformel aus. Das andere Mal besteht der Parakristall aus einer 
beliebigen Zahl yon Bausteinen einer ganz gewissen Konfiguration; die 
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Streuformeln werden hier speziell ffir verwackelte Koordinationsepipede 
explizite angegeben. 

5. In allen Streuformeln erscheinen explizit die FOURIER-Trans- 
formierten tier Koordinationsstatistiken. Eine Feinstrukturunter- 
suchung derartiger Parakristalle liefert neben den Werten ftir die mitt- 
leren Translationsperioden dann auch die Statistik ihrer Schwankungen 
und neben der mittleren Elektronenverteilung in einer Elementarzelle 
auch deren mittlere statistische Schwankung. Ebenso liefert sie neben 
der mittleren ParakristaUitgr6Be auch deren Gr6Benstatistik. Der groBe 
Vorteil der R6ntgenmethode gegeniiber der Elektronenmikroskopie liegt 
offensichtlich darin, dab erstere bei entsprechender Auswertung diese 
statistischen Werte direkt gewinnen l~iBt. Diese bestimmen zweifellos 
in entscheidender Weise die physiko-chemischen und technologischen 
Eigenschaften der Parakristatle und k6nnen elektronenoptisch -- wenn 
tiberhaupt -- nut durch Ausz~ihlen gewonnen werden. 

6. Es wird zum Ausdrack gebracht, dab die vorliegende Theorie des 
idealen Parakristalls einen Beitrag dazu liefern wird, die Feinstruktur 
mancherlei realer Parakristalle zu ergriinden, handelt es sich dabei nun 
um cybotaktische Fliissigkeiten (STEWART), amorphe Festk6rper 
(RANDALL-KRATKY), Festk6rper vom Gastyp (RILEY), Makrogitter in 
EiweiBen, l~bergitter in smektischen und nematischen ZustV, nden 
(FRIEDEL-RINNE-HERMANN), kristalline Phasen in Hochmolekularen 
(HERMANS), parakristalline Viren (BERNAL-FANKUOIEN), kolloide Ag- 
gregationen wie Lamellenpakete (KRATKY), Netz- und Fibrill~irstruk- 
turen in Mizellen (GERNGROsS-HERMANN-ABITZ U. a.) oder um sonstige 
Mesophasen und pseudokristalline Gebilde. 

7. Die Giiltigkeitsgrenzen der klassischen Inteiierenztheorien werden 
besprochen. Insbesondere versagt die klassische Kristalltheorie ange- 
wandt auf Parakristalle bei zu grol3en b-Werten im FOURIER-Raum, 
w~ihrend die DEBYEsche Fltissigkeitstheorie stets bei kleinen b-Werten 
nicht mehr anwendbar ist. Auf eine Reihe yon Unstimmigkeiten wird 
hingewiesen, die sich zwangsweise ergeben mtissen, wenn man die R6nt- 
gendiagramme realer Parakristalle mit Hilfe der klassischen Interferenz- 
theorien auBerhalb deren Gtiltigkeitsbereich interpretieren will. 

Herrn Prof. v. LAUE danke ich ftir eine anregende Unterhaltung, der 
Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft ftir die F6rderung dieser 
Untersuchung. 
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