
Zur f3bertragung der Kettensiitze. 
Von 

GONTER PICKERT in Tiibingen. 

E. NOETi~EtV) hat  bewiesen, dab sieh die Kettens~tze yon den Ideaten 
eines l~inges ~ mit Einsetement auf die Untermoduln eines endlichen ~-Moduts 
iibertragen. Es tiegt nun nahe, in Abanderung dieses Beweises vollstandige 
Induktion nach der Anzahl der Basiselemente des ~-Moduls durchzufiihren. 
De~ InduktionsschluB ergibt sich dann am einfachsten als Anwendung eines 
allgemeinen ~)bertragungssatzes fiir modulate Verbande. 

In  der Bezeichnungsweise der Verbandstheorie 2) heif3t ein Verband 
r~iodutar, wenn in ihm 

(1) a ~ ( b f ~ c ) = ( a ~ J b ) f ~ c  fiir a_cc 

gilt. a ~ ( b ~ c )  c= ( a ~ b ) f ~ c )  gilt fiir a 5 c bereits atlgemein ats Folge aus den 
Verbandsaxiomen. Unter einer O-Kette versteht man 'eine Elementenfolge 
m i t a  1 C a. z c= . . . .  entsprechend unter einer U.Kette eine solcbe mit a x =D a 2 =~ . . . .  
Fiir die aus den Untermoduln eines Moduts bestehenden modu]aren Ver- 
bande, in denen also ~ die Summen- und A die Durchsehnittsbildung be- 
deutet, sind die Fatle wichtig, in denen der O- bzw. U-Satz  gilt: , ,Eine 0 (U).  
h~ette enthdtt n u t  endlich viele verschiedene Elemen~e". Das 'Einselement  e und 
das NuUel~ment n eines Verbandes sind dutch n c a 5 e (ffir alle Elemente a) 
ausgezeichnet. Im  fotgenden solt die Existenz yon e und n vorausgesetzt 
werden. Nach OI~E a) wird der Teilverband der Elemente x mit x g a als der 
Quotient a/n bezeichnet. Aus den Verbandsaxiomen folg~ sofort 

Hil/ssatz 1. Aus a ~  b folgt a f,~ c c= b c,, c und a w e  c= b ~J e. 

Welter wird benStigt 

Hil]ssatz 2. Ein Verband ist dann und nur dann modular, wenn aus den 
Beziehungen 

(2) a = b g c ~ d  

(3) a;%c = b A c  

(4) (a,~e) r~d = (b~j c) ~ d  

stets a = b Iolgt4). 
Beweis. In einem modularen Verband folgen nach (1) aus (2) die Beziehungen 

(5) c~; (d , '~(awc))  = (cwd)  ~ ( a ~ c )  = a w e  

(6) c w ( d ; ~ ( b ~ j c ) )  = (cLJd) c~(bwe)  = b w e  

(7) (a L/ c) f' ,b = a w (e f~ b) . 

x) Math. Ann. ~ ,  35 (1027L 
2) Enzyktop~tie dex math. Wiss, I/t, t3 (1939). 
a) Ann. of Math. ~6 (1935). 
~) Diesen Satz babe ic~h in der Literatur nicht formutiert gefunden. Im folgenden 

wird nur die Notwendigkeit der angegehenen Bedingtmg ffir Modularit&t benutz~." 
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Aus (5) und (6) ergibt sieh mittels (4) a ~ ' c  = b w c ,  also 

(a~jc) (hb ~- b. 

Aus (7) und (3) folgt aber 

(a u c )  ~.b = a~j ( a ~ b )  = a, 

womit a = b bewiesen ist. Ein nichtmodularer Verband enthalt nun nach 
D~DEKIND 5) immer einen aus ffinf Elementen n o, a, b, c, % bestehenden Teil- 
verband, f~r den durch 

n o C a C b C % ,  n o C c C e  

alte C-Beziehungen angegeben sind. M i t a  = d sind dann aber (2), (3), (4) 
erftillt, obwohl a # b ist. 

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich sehr leicht der 

L]bertragungssatz. Besitzt in einem moduIaren Verband M das Einsetement 
die Darstetlung e -=- e' ~ye", so tibertragt sich die G/lltigkei~; des O(U)-Satzes 
yon den Verbanden M'  = e'/n und M "  = e"/n auf M. 

Beweis. Aus einer 0 (U)-Kette in M mit  dem allgemeinen Glied a entstehen 
durch a '  -= ( a ~ y e " ) f ~ e ' e M ' ,  a'" - ~ a f ~ e " e M "  nach Hilfssatz 1 wieder 
0 (U)-Ketten in M '  bzw. M" .  Gilt daher der 0 (U)-Satz in M '  und M " ,  so 
stimmen yon einem gewissen Glied ab alle a '  sowohl wie alle a "  tiberein. 
Aus Hilfssatz 2 folgt dann das t3bereinstimmen der a, d. h. der O (U)-Satz 
gilt auch in M, w.z.b.w.  Daf~ der l~bertragungssatz f/~r niehtmodulare Ver- 
bande nicht zu gelten braueht, ergibt sich aus dem dutch seine C-Beziehungen 

nCe'CalCazC'"Ce, nCe"Ce 
definierten Verband. 

Es sei nun ~ ein nicht not v~endig kommutat iver  l~ing und (A~ . . . . .  A~) 
der yon den v Elementen A ,  erzeugte ~-Linksmodul s). I m  Verband der Unter- 
moduln dieses Modals ist e = (A 1, i . . ,  A~) das Einselement, und bei v > 1 sind 
mit  e' = (A1) , e" = (A~ . . . . .  A~) die Voraussetzungen des Ubertragungssatzes 
erftillt. Dutch voltst~ndige Indukt ioa  naeh v foIgt daher der O(U)-Satz ftir 
die Untermoduln yon (A 1 . . . . .  A~), falls er f/it die Untermoduln jedes ~-  
Linksmoduls (A,) mit  ~t -=- 1 , . . . ,  v gilt. Erfifllt der Modul nun noeh die 
Bedingung (E) : , ,Zu ~edem ModuZelement X gibt e~ ein ~ aus ~ mit ~ X ----- X " ,  
so ordnet man jedem Un~rmodul  m ~ (A~) das Linksideal m d e r  :¢ aus 
mi t  ~ A/, s m zu. I s t  m '  das in gleicher ~e i s e  dem Untermodut m'  zugeordmete 
Ideal,  so erkenn~ man sofort, dat~ aus m C m" stets m C m'  folgt. Auf Grund 
des vorher Gezeigten tibertragen sieh daher die Kettens~tze yon den Links- 
idea!en aus ~ auf die Untermoduln jedes endtichen ~R-Linksmoduls, der (E) 
erftillt. 

Bei E.  N O E T H ~ )  is~ nur deshalb die Existenz eines Einselements yon iR 
eine (E) enthaltende, dabei abet  seheinbar nur auf ~ bezogene Forderung, welt 
die dort  verwandte engere Modutdefinition ~) die Bedingung einsehlieSt, dab 
das Einsetement yon !)l auch Einheitsoperator f a r  den Modul ist. Bei der 

~) Math. Ann. 53, 371-~403 (1900). 
~) Die folgenden Be~rachtunge~ gelten na~firlieh genauso ffir Reehtsmoduln, wenn 

entsprochend Link,ideal dutch Rech~ideal erset~ wird. 
~) M~h. Ann. 83, 54 (1921). 
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weiteren Moduldefinition s) lautet  die entsprechende, (E) enthaltende For- 
derung: , ,Es gibt in  ~ ein ~ mi t  ~ X ~ X ]i~r alle Modulelemente X " .  Daraus 
foIgt noeh nicht die Existenz eines Einselements yon ~ .  Bezeichnet tt das 
zweiseitige Ideal der den gesamten Modul annullierenden Elemente yon ~ ,  
so ist jedoeh mit  ~" ~ ~]~t die Restklasse rood. rt yon diesem ~¢ Einselement 
yon !~'. Ftir  jedes ~ aus ~ folgt n/~mlich ~ ~ X = ~ X und ~ ~ X = ~ X ,  d. h. 

~ ~ ~ und ~ ~¢ ~ ~ liegen in 1t. 
Is~ (E) nieh~ effiiltt, so iibertr/igt sich bekannflieh zwar nieht mehr  der 

U.Sa t z  (ira atlgemeinen), woht aber noch der O-Satz yon den Linksidealen 
auf die Untermoduln. I m  Gegensatz zu dem oben behandetten 1Wall ist tier 
Beweis dafiir bei zyklischem, d.h.  yon einem Element  erzeugten Modul nicht 
einfacher als bei beliebigem endlichen Modul. Daher  bietet  bier die Anwendung 
des verbandstheoretischen ~bertragungssatzes keine Vorteile. 

s) V~r D~]~ ~VA~RD~: ,,Moderne .aAgebra" I, 146 (1937); II,  99 (1940). 

(Eingega~Jen am 16. Ja~uar 19.47.) 


