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Die Polarisation des Vakuums 
a|s Ursache einer Feldbegrenzung beim Elektron. 

Yon 

ERzc~t BA6GE. 

(Eingegangen am 27, August 1951.) 

J. Einleitung. 

Die Tatsache der Elektromnpaarbildung durch energiereiche Licht- 
quanten l{iBt sich als eine bis zum Aufreif3en eiaes elektrischen Dipols 
vorangetriebene Polarisadon des Vakuums auffassen, die durch das 
elektromagnetische Feld der Lichtwelle bewirkt wird. Es liegt nahe, 
auch dann schon eine solehe Polarisation als vorhanden anzusehen, wenn 
das ausl6sende Feld energetisch nicht in der Lage ist, eine Paarbildung 
de facto hervorzurufen. Grundsgtzlich ist es deshalb erforderlich, die 
Feldgleichungen auch in diesem Falle in solcher Form anzusetzen, wie 
sie ffir polarisierbare Medien gelten. Dies bedeutet, dab insbesondere 
die Didekfrizitdtskonstante e o als eine ortsabh~ngige Raum/unhtion auf- 
zufassen ist. 

Dieser an sich altbekannte Sachverhalt ist in den bisherigen Theorien 
des Elektrons offenbar nicht hinreichend konsequent beachtet worden. 
Seine Berticksichtigung liefert namlich von selbst elne natiirliche Feld- 
begrenzung in der Umgebung des Elektrons, die automatisch zu einem 
endlichen Wert ffir die rein elektromagnetisch berechnete Sdbstenergie 
des Elektrons ftihrt. 

Im vorliegenden Artikel wird eine in A nalogie zur Optik polarisierbarer 
Medien entwickelte Theorie der Vakuumpolarisation durchgeffihrt, die, 
wie es scheint, im Grunde alles leistet, was man yon eiaer quantisierten 
Elektronentheorie ffir eine ~Sunkt/Srmig lokalisierte Ladung optimal er- 
warren darf. 

2. Die Potentialgleichung [iir das Vakuum. 

Aus den oben besprochenen Grfinden betrachten wir also die Didek- 
rrizitdtskonstante des Vakuums ~o (r) als eine ~ichtkonstante ortsabh~ngige 
Funktion, deren rgumliche Ver~nderlichkeit die Potentialbildung beein- 
fluBt. Fa r  das yon einer Punktladung erzeugte skalare Potential ~0 gilt im 
reinen Vakuum dana abet nicht die bekanate LAPLACEsche Gleichung 

Ar = o .  (t) 
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Das Po ten t i a l  ha t  v ie lmehr  die folgende Different ia lgleichung zu 

erffillen : 

Diese Gleichung untersche ide t  sich yon G1. (t) wesent l ich dadurch,  
d a b  sie ~ und  e o in einer ~ichttrivialen Weise eng mi t e inander  verknt ipf t  
und  dami t  die Wer t e  yon 9 zwangsl~ufig von den jeweiligen Wer t en  
der  Polar i sa t ion  e o abh~ingen l~iBt. 

W e n n  m a n  speziell  eine punktlb'rmige Ladung be t raeh te t ,  wird  das 
zugeh6rige Poten t ia l fe ld  9 und  ebenso e o kugelsymmetrisch, d.h .  nur  vom 
A b s t a n d  r abh~ngig sein: 

Die Different ia lgleichung (2) n i m m t  dann  die Ges ta l t  an:  

2 d~o I d( lneo)  d ~  
d ~  + . . . . .  - o .  (4) 
d r  2 r d r  ' d r  d r  

Ft i r  ein r~iumlich kons tan tes  e o wtirde der  d r i t t e  S u m m a n d  auf der 
l inken SeRe yon G1. (4) verschwinden.  Die verble ibende Different ial-  
g le ichung bes~tBe dann  die bekann te  L6sung yon der  Form des COULOMB- 
Potentials" 

e m~ - ( 5 )  
7/ 

Durch  die Einflfisse des m i t e  o behaf fe ten  Gliedes in G1. (4) wird  
a b e t  9 modif izier t .  Es ist  jedoch zu ver langen,  dab  fiir h inre ichend groBe 
W e r t e  yon r die r icht ige L6sung yon G1. (4) in die F o r m  (5) t ibergeht.  
Dies wird  ffir das  folgende von Bedeu tung  sein. 

3. Der Ansatz /iir die Vakuumpolarisation. 

Die zu entwiekelnde  Theorie erzwingt  eine Aussage t iber die Feld- 
abh~ngigkeit der Vakuumpolarisation e o. Es werde nun angenommen,  
dab  sich das ,,Vakuum" beztigtich seiner dielektrischen Polarisierbarkeit 
fihnlich wie ein mit Materie er/iillles Medium verhal te ,  Itir dessen Di- 
e lektr iz i t~t tskonstante  eine Dispersions/ormel gilt.  

W i r  setzen diese in nur  loser, aber  analytiseh sehr zweekmii/3iger 1 An- 
lehnung an das optische Analogon in folgender F o r m  an:  

c 
~o --" rE,--  E)~ + D " (6) 

i Dies gil~c im Hinblick auf die folgendenRechnungen und auf die relativistische 
Veratlgemeinerung yon (6): 

C 8 2  
4 
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Dabei sei: C eine noch zu bestimmende Konstante, E r eine Resonanz- 
energie, die physikalisch durch den Einsatzpunkt  der Paarbildung gekenn- 
zeichnet sei. E stelle eine feldabh~tngige Energiegr6Be dar, fiber, die wir 
noch weitere Annahmen festsetzen mfissen. D entspricht der D~mp/ung  
bzw. der Resonanzbreite des Polarisationsvorganges. 

S01ange wir keine weitere11 physikalischen Gesichtspunkte kennen- 
lernen, die eine solche Annahme widerlegen, scheint es sinnvoll zu sein, 
die Ddmp/ungskonstante D gleich Null  ztt setzen. Damit wird zum Aus- 
druck gebracht, dab ffir E = E r die Polarisation e 0 unendlich groB werden 
kann. Dies m6ge dem Fall der echten Paarbildung zugeordnet werden. 

Bezfiglich E wollen wir die folgende Annahme vorschlagen. Dem 
Ansatz (6) entsprechend muB die Gr6Be E die Dimension einerEnergie 
besitzen, weiterhin muB sie eine skalare Feld/unktion darstellen. Es liegt 
deshalb aus Ein/achheitsgri~nden nahe, E mit e ~ zu identifizieren. 

Damit nimmt die GI. (6) die Gestalt an: 
c 

eo - ( G -  ~ ) ~  " (7 )  

Die Konsequenzen dieses Ansatzes werden wir in den folgenden Ab- 
schnitten diskutieren. Es wird sich dabei zeigen, dab die spezielle Form_ 
der G1. (7) besondere analytische Vorteile besitzt, die ffir die strenge 
L6sung der neuen Potentialgleichung (4) yon Bedeutung sin& 

4. Das stalische Potential einer Punktladung 
bei Beri~cksichtigung der Vakuumpolarisation. 

Geht man mit dem Ansatz (7) in die erweiterte Potentialgleichung (4} 
ein, so erh~lt man ftir ~ die folgende Differentialgleichung: 

d~  + 2 e~ 2~ ( e % ~ = o .  (8} 
dr 2 7-dTr + E , - - e ~  \ d r /  

Es ist ffir das folgende zweckm~Big, die Resonanzenergie E r durch 
eine andere Konstante r ovon der Dimension einer L~tnge auszudriicken: 

gg 
E r --  (9)' 

Y0 

Damit erhglt die G1. (8) die Form: 

gr= 7 ~ -  e/ro-~ ~ gr / O. (10} 

Die allgemeine L6snng dieser nichtlinearen Di//erentialgleichung zwei- 
ler Ordnung l~tBt sich auf einem fast s3;stematischen Wege auffinden, 
dessen Darstellung wir bei anderer Gelegenheit geben wollen. 

Wie sich jedoch durch Einsetzen unmittelbar nachprfifen l~tBt, besitzt 
die gesuchte allgemeine L6sung die Gestalt: 

e A r o + ( B - - t ) e  (It) 
9 = r~ Ar o + Be 
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Die Gr6gen A und B stellen die beiden willkiirlich w~ihlbaren Inte-  
grationskonstanten dar, fiber die wit so verftigen werden, dab die folgen- 
den Bedingungen erffillt sind: 

a) 
ergibt 

0 fiir r -+ ~ ,  

B = t ,  

g 
b) ~ - ~ - -  ftir r > > r  o, 

V 

A - ~ I .  
ergibt 

(t2) 

(t3) 

Damit  erh~lt das Potential/eld einer Punktladung e bei Beriicksich~i- 
gung tier Polarisationse//ekfe des Vakuums im Sinne des Ansatzes (7) 
die endgiiltige Gestalt:  

8 

9 - -  r+ro " (t4) 

Das Potential qJ wird damit an der Stelle r = 0  nicht singulgr, sondern 
besitzt dort den endlichen Wert: 

e 
~ o  = - .  ( t 5 )  

% 

Die G1. (t41 ist dabei von geradezu verbliiffend ein/acher analytischer 
Struklur, obwoh.1 sie doch die L6sung einer ziemlieh verwickelten nieht- 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt. Sie erlaubt 
nunmehr  ohne weitere Schwierigkeiten die Feldst~irke ~, die Verschie- 
bung ~? und die Feldenergie fiir eine Punktladung zu berechnen. 

5. Feldstarke, Verschiebung und Feldenergie 
im Bereiche einer elementare~ Punk~ladung. 

Die Feldstiirke ~ im Bereiche der Punktladung e ergibt sich aus dem 
Potential  (t4) durch einfache Gradientenbildung: 

@ = - - g r a d ~ 0  = e . r_ ( t 6 )  
(~ + r0) = ~ �9 

Durch Einsetzen von (14) in G1. (7) erhfilt man aul3erdem die zuge- 
h6rige Dielektrizit~tskonstante eo: 

Cr=o (r+%)~ (t7) 
~ 0  ~ e4  " ~,2 

Damit  besitzt der Verschiebungsvektor ~ die Gestalt" 

e 3 f 8  " 
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Die G1. (t 8) gibt eine erste M6glichkeit, eine t3eziehung zwischen den 
Konstanten C und r o herzustellen. Es muB ja die Beziehung erftillt sein: 

c~,~ (19) 4 z r e =  ~ d ~ = 4 ~ z  e~ 

Andererseits ist zu verlangen, dab die gesamte Feldenergie des Elek- 
trons gleich seiner Ruhenergie ist: Es muB also die weitere Gleichung 
gelten: 

= t f ~ _  C~o (20) ~/~0 c2 

Damit sind die beiden Konstanten C und ro eindeutig festgelegt. 
Aus den G1. (t9) und (20) folgt n/imlich: 

e~ 2mo (d.h. ~o--  e~ a) E , - -  - c~ ~ 2'--~t'~'o / (21) 
fo 

_ K  4m~c~. (22) b) C -  r~ = 

Fiir die DielektrizitStskonsta~#e des Vakuums eo gilt mithin ganz all- 
gemein : 

4too ~ c 4 
eo -- (2too c ~ _ e 9) ~" (23) 

Diese Gleichung besagt, dab fiir verschwindeudes Pote~r ~ die 
Gr6Be e o gegen Eins strebt, w~ihrend andererseits spontane Paarbilduccg 
eintritt, wentt e9 den Weft  2too c2 erreicht. 

Beide Aussagen entsprechen physikalisch exakt +tc4.seren Erwartungen 
und sind demgem~il3 der ganzen Problem!age ausgezeichnet angepaBt. 

Schlupbemerkung. 

Mit den vorangegangenen Darlegungen glauben wir gezeigt zu haben, 
dab sich in einer klassischen (d.h. nicht quantisierten) Elektrodynamik 
keine Divergenzschwierigkeite~ /~r die Felde~zergie des Elektrons einstellen, 
wenn die ;Polarisation des Vakuums konsequent berticksichtigt wird. 

Die Annahme einer solchen, schort vor Ei~tritt der Paarbildung vor- 
bereiteten dielektrische~ Polarisation ist andererseits angesichts unserer 
heutigeI1 Vorstellungen v o n d e r  Natur des Vakuums als einer mi t  Elek- 
/torten in Zus/dnden negaiiver E#ergie dicht aufgeftillteI1 DiRAcschen See 
nichts Ungew6hnliches. 

Diese Vorstellungen haben j a auch in den bekannten Arbeiten von 
I-IEISENBERG und EULER und den daran anschlieBenden anderer Autoren 
ihre entsprechenden Niederschl~tge gefunden, in denen aus der DIRacsche~ 
Lb'chertheorie Aussagen fiber die m6glichen Polarisationseffekte des Va- 
kuums in gewissen speziellelt Grenzf~tllen abgeleitet wurden. 
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Es mag darum nicht unberechtigt erscheinen, einmal den hier ein- 
geschlagenen umgekehrten Weg zu versuchen, der die MSglichkeit der 
dielektrischen Polarisation des Vakuums vo~, vor~herei~r mit in die Grund- 
lagen der Theorie aufnimmt. Der dabei erzielte F, rfolg dfirfte dieses 
Wagnis in gewisser Weise rechtfertigen, zumal sich neben der endlichen 
Feldenergie des Elektrons ganz yon selbst recht plausible Aussagen iiber 
die m6glichen Polarisationseffekte des Vakuums mitergeben. 

Ob weitergehende Konsequenzen, die man aus der Gt. (14) und (23) 
ableiten kann und die Gegenstand weiterer Untersuchungen sein mfissen, 
durch die Erfahrung best~tigt werden, bedarf noch der Nachprfifung. 

Die vorliegenden Betrachtungen erhielten ihren ersten AnstoB dutch 
DiskussionerL mit Herrn R. FLEISCI~MA~'N fiber den Vektorcharakter 
physikalischer RechengrSBen. In diesen Besprechungen hat Herr  
FLEISCttMANN aus sehr allgemeinen und iiberzeugenden Grfinden de~ 
te~r Charakter gerade auch der Dielektrizit~itskonstanten des Va- 
kuums mit allem Nachdruck betont. Dies veranlal3te mieh zu dem vor- 
liegenden Versuch. Es sei mir gestattet, Herin FLEISCHMANN hierffir 
auch an dieser Stelle bestens zu danken. 

Hamburg 36, JungiusstraB e 9, Physikalisches Staatsinstitut. 


