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Die Polarisation des Vakuums
als Ursache einer Feldbegrenzung beim Elektron.

Von
Ericu BAcGE.

(Eingegangen am 27. August 1951.)

1. Einleitung.

Die Tatsache der Elektronenpaarbiidung durch energiereiche Licht-
quanten 148t sich als eine bis zam Awufreilen eines elektrischen Dipols
vorangetriebene Polarisation des Vakuwwms auffassen, die durch das
elektromagnetische Feld der Lichtwelle bewirkt wird. Es liegt nahe,
auch dann schon eine solche Polarisation als vorhanden anzusehen, wenn
das auslésende Feld energetisch nicht «n dev Lage ist, eine Paarbildung
de facto hervorzurufen. Grundsitzlich ist es deshalb erforderlich, die
Feldgleichungen auch in diesem Falle in solcher Form anzusetzen, wie
sie fiir polarisierbare Medien gelten. Dies bedeuntet, daB insbesondere
die Dielekirizitdtskonstante g, als eine orisabhingige Rawmfunkiion auf-
zufassen ist.

Dieser an sich altbekannte Sachverhalt ist in den bisherigen Theorien
des Elektrons offenbar nicht hinveichend konsequent beachtet worden.
Seine Beriicksichtigung liefert ndmlich von selbst eine natiirliche Feld-
begremzung in der Umgebung des Elektrons, die antomatisch zu einem
endlichen Wert fiir die rein elektromagnetisch berechnete Selbstenergie
des Elektrons fihrt, :

Tm vorliegenden Artikel wird eine in Analogie zur Optik polarvisierbarer
Medien entwickelte Theorie dev Vakuumpolarisatron durchgefiihrt, die,
wie es scheint, im Grunde alles leistet, was man von einer quantisierten
Elektronentheorie fir eine punkiformig lokalisierte Ladung optimal er-
warten darf. ‘

2. Die Potentialgleichung fiir das Vakunm.

Aus den oben besprochenen Griinden betrachten wir also die Dielek-
wrizitdiiskonstante des Vakhuums gy (x) als eine sichtkonstante ortsabhingige
Funktion, deren rdumliche Verdnderlichkeit die Potentialbildung beein-
fluBt. Fiir das von einer Punktladung erzeugte skalare Potential ¢ gilt im
reinen Vakuum dann aber wicht die bekannte Larracusche Glerchung

Agy=0. )
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Das Potential hat vielmehr die folgende Differentialgleichung zu

erfilllen:
B e b0 o

Diese Gleichung unterscheidet sich von Gl (1) wesentlich dadurch,
daB sie ¢ und g, in einer wichitrivialen Weise eng miteinander verkntipft
und damit die Werte von ¢ zwangslidufig von den jeweiligen Werten
der Polarisation &, abhdngen laft.

Wenn man speziell eine punkifrmige Ladu%g betrachtet, wird das
zugehorige Potentialfeld ¢ und ebenso &, kugelsymmetrisch, d.h. nur vom
Abstand » abhingig sein:

g=eal);  @=9). (3)
Die Differentialgleichung (2) nimmt dann die Gestalt an:
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Tir ein rdumlich konstantes ¢, wiirde der dritte Summand auf der
linken Seite von Gl. (4) verschwinden. Die verbleibende Differential-
gleichung besdBe dann die bekannte Losung von der Form des COULOMB-
Potentials: .

=" (5)

7

Durch die Einfliisse des mit g, behafteten Gliedes in Gl. (4) wird
aber ¢ modifiziert. Esist jedoch zu verlangen, daB fiir hinreichend grofe
Werte von 7 die richtige Losung von Gl (4) in die Form (5) iibergeht.
Dies wird fiir das folgende von Bedeutung sein.

3. Der Ansatz fiiv die Vakuwumpolarisation.

Die zu entwickelnde Theorie erzwingt eine Aussage iiber die Feld-
abhingigkeit dev Vakuumpolarisation &,. Es werde nun angenommen,
daB sich das ,,Vakuum' beziiglich seiner dielekirischen Polarisierbarkest
ahnlich wie ein mit Materie erfiillies Medium verhalte, fiir dessen Di-
elektrizitdtskonstante eine Dispersionsformel gilt.

Wir setzen diese in nur loser, aber analytisch sehr zweckmdifigert An-
lehnung an das optische Analogon in folgender Form an:

C

=B D ©)

gy =

1 Dies gilt im Hinblick auf die folgenden Rechnungen und auf die relativistische

Verallgemeinerung von (6):
C

&= S

4
;1(0 Po—e D) + D
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Dabei sei: C eine noch zu bestimmende Konstante, E, eine Resonanz~
energie, die physikalisch durch den Eiusafzpunkt der Paarbildung gekenn-
zeichnet sei. E stelle eine feldabhingige Energiegrofe dar, tiber die wir
noch weitere Annahmen festsetzen miissen. D entspricht der Démpfung
bzw. der Resomanzbreite des Polarisationsvorganges.

Solange wir keine weiteren physikalischen Gesichtspunkte kennen-
lernen, die eine solche Annahme widerlegen, scheint es-sinnvoll zu sein,
die Déampfungskonstante D gleich Null zu setzen. Damit wird zum Aus-
druck gebracht, daf fiir E = E, die Polarisation ¢, unendlich grofl werden
kann. Dies m6ge dem Fall der echien Paarbildung zugeordnet werden.

Beziiglich E wollen wir die folgende Annahme vorschlagen. Dem
Ansatz (6) entsprechend muB die GréBe £ die Dimension einer Energie
besitzen, weiterhin mubB sie eine skalare Feldfunkiion darstellen. Es liegt
deshalb aus Einfachheitsgriindens nahe, E mit e zu identifizieren.

Damit nimmt die Gl (6) die Gestalt an:

C

& == (Ey‘“eip)z . (7)

Die Konsequenzen dieses Ansatzes werden wir in den folgenden Ab-

schnitten diskutieren. Es wird sich dabei zeigen, daB die spezielle Form

der Gl. {(7) besondere analytische Vorteile besitzt, die fiir die strenge
Lésung der neuen Potentialgleichung (4) von Bedeutung sind.

4. Das statische Potential einer Punktladung
bei Beriicksichtigung der Vakuumpolarisation..
Geht man mit dem Ansatz (7) in die erweiterte Potentialgleichung (4}
ein, so erhilt man fiir ¢ die folgende Differentialgleichung:
g 2 de 2¢ dp\e ‘
ar +7W+E,—6(p (77—) =0. )
Es ist fiir das folgende zweckmiBig, die Resomanzenergie E, durch
eine andere Konstante #, von der Dimension einer Linge auszudriicken:
2
E, = - . (9)

%o

Damit erhilt die Gl (8) die Form:

2o 2 dg 2 (d(p 2
i — ) = 3
dvt ' v .dy ey —@ dr) 0. (10)

Die allgemeine Lésung dieser nichilinearen Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung 14Bt sich auf einem fast sy'stematischen Wege auffinden,
dessen Darstellung wir bei anderer Gelegenheit geben wollen.

Wie sich jedoch durch Einsetzen unmittelbar nachpriifen 148t, besitzt
die gesuchte allgemeine Losung die Gestalt:

e Avg+(B—1)¥
P T dn ot Br )
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Die GroBen 4 und B stellen die beiden willkiirlich wihlbaren Inte-
grationskonstanten dar, iiber die wir so verfiigen werden, daf die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind:

a) ‘ (p‘:O fir 7—oo,
ergibt:
B=1, (12)
b) g fir  7>7,
ergibt:
A=1. (13)

Damit erhilt das Pofentialfeld einer Punkiladung e bei Beviicksichti-
gung der Polarisationseffekie des Vakuums im Sinne des Ansatzes (7)
die endgiiltige Gestalt:

e
= (14)
Das Potential ¢ wird damit an der Stelle #» =0 nicht singulir, sondern
besitzt dort den endlichen Wert:
Po = P (15)
Die Gl. (14) ist dabei von geradezu verbliiffend einfacher analytischer
Strukiur, obwohl sie doch die Losung einer ziemlich verwickelten nicht-
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt. Sie erlaubt
nunmehr ohne weitere Schwierigkeiten die Feldstirke &, die Verschie-
bung ® und die Feldenergie fir eine Punktladung zu berechnen.

5. Feldstivke, Verschiebung und Feldenevgie
wm Bereiche einer elementaven Punkiladung.

Die Feldstirke € im Bereiche der Punktladung e ergibt sich aus dem
Potential (14) durch einfache Gradientenbildung:

e

(r+7)?

¢ =—gradg = . (16)

Durch Einsetzen von (14} in Gl. (7) erhilt man auBerdem die zuge-
hérige Dielektrizititskonstante g,: '

Cry b +#g)?

=4 72 (17)
Damit besitzt der Verschiebungsvektor ® die Gestalt:
Cri ¢
D= C="5" . (18)
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Die GL (18) gibt eine erste Moglichkeit, eine Bezichung zwischen den
Konstanten C und 7, herzustellen. Es muf ja die Beziehung erfiillt sein:

Cro

4m_<j§swf_4 (19)
Andererseits ist zu verlangen, daB die gesamte Feldenergie des Elek-
trons gleich seiner Ruhenergie ist: Es muB also die weitere Gleichung

gelten:
C 70
202

mocz—»f(‘é@dr_ (20)

Damit sind die beiden Konstanten C und 7, eindeutig festgelegt.
Aus den Gl {19) und (20) folgt ndmlich:

_ 2 __
2) E,— £ —amyc (.. nﬁw), (21)
) _
b) C = % = 4mct. (22)
0

Fir die Dielektrizititiskonstante des Vakuums g gilt mithin ganz all-
gemein:

_ 4ml ct

0= Gy — gl )

Diese Gleichung besagt, daBl fir werschwindendes Potential ¢ die

Gr6Be e, gegen Eins strebt, wihrend andererseits spontane Paarbildung
eintritt, wenn ep den Wert 2m,c* erreicht.

Beide Aussagen emisprechen physikalisch exaki unseven Evwartungen

und sind demgemil der ganzen Problemlage ausgezeichnet angepalt.

Schiufboemerkung.

Mit den vorangegangenen Darlegungen glauben wir gezeigt zu haben,
daB sich in einer klassischen (d.h. nicht quantisierten) Elektrodynamik
keine Divergenzschwierigkeiten fiiy die Feldenergie des Elektvons einstellen,
wenn die Polarisation des Vakuums konsequent beriicksichtigt wird.

Die Annahme einer solchen, schon vor Eimritt dey Paaybildung vor-
bereiteten dielektrischen Polarisation ist andererseits angesichts unserer
heutigen Vorstellungen von der Natur des Vakuums als einer mit Elek-
tronen in Zustinden negativer Evergie dicht aufgefiillten DiRACschen See
nichts Ungewdchnliches.

Diese Vorstellungen haben ja auch in den bekannten Arbeiten von
HerseNBERG und EULER und den daran anschlieBenden anderer Autoren
ihre entsprechenden Niederschlige gefunden, in denen aus der Diracschen
Léchertheorie Aussagen iiber die méglichen Polarisationseffekte des Va-
kuums in gewissen speziellen Grenzfillen abgeleitet wurden.
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Es mag darum nicht unberechtigt erscheinen, einmal den hier ein-
geschlagenen umgekehrten Weg zu versuchen, der die Moglichkeit der
dielektrischen Polarisation des Vakuums von vornherein mit in die Grund-
lagen der Theorie aufnimmt. Der dabei erzielte Erfolg diirfte dieses
Wagnis in gewisser Weise rechtfertigen, zumal sich neben der endlichen
Feldenergie des Elektrons ganz von selbst recht plausible Aussagen tiber
die moglichen Polarisationseffekte des Vakuums mitergeben.

Ob weitergehende Konsequenzen, die man aus der Gl (14) und (23)
ableiten kann und die Gegenstand weiterer Untersuchungen sein miissen,
durch die Erfahrung bestitigt werden, bedarf noch der Nachpriifung.

Die vorliegenden Betrachtungen erhielten ihren ersten Ansto8 durch
Diskussionen mit Herrn R. FLEISCHMANN iiber den Vektorcharakier
physikalischer RechengréBen. In diesen Besprechungen hat Herr
FLEISCHMANN aus sehr allgemeinen und iiberzeugenden Griinden den
tensoriellen Charakier gerade auch der Dielektrizititskonstanten des Va-
kuums mit allem Nachdruck betont. Dies veranlafite mich zu dem vor-
liegenden Versuch. Es sel mir gestattet, Herrn FreiscuMAnN hierfiir
auch an dieser Stelle bestens zu danken.

Hamburg 36, JungiusstraBe 9, Physikalisches Staatéinstitut.



