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Theorie der Versetzungen 
in eindimensionalen Atomreihen. 

III. Versetzungen, Eigenbewegungen und ihre Wechselwirkung*. 

Von 

ALFRED SEEGER, HANS DONTH u n d  ALBERT KOCHENDORFER. 

Mit 4 Figuren im Text. 

(Eingegangen am 1. Oktober 1989.) 

Der vorliegende Teil befal3t sich mit  der Wechselwirkung zwischen Versetzungen 
und Schallwellen. Es wird gezeigt, dab es gewisse Kombinat ionen von thermischen 
Wellen gibt, die t rotz  der Beriicksichtigung yon Nichtlinearit~ten in den Kraft-- 
gesetzen einfache, an Eigenschwingungen erinnernde Eigenschaften haben. Wir 
bezeichnen sie deshalb als oszillatorische Eigenbewegungen. In Analogie dazu 
werden Versetzungen als translatorische Eigenbewegungen beschrieben. Im Rah-- 
men des sog. F~E~I~ELschen Versetzungsmodells lassen sich mit  Hilfe der ]BXCK- 
LUxD-Transformation, deren wichtigste Eigenschaften in Punk t  3 besprochen 
werden, einfache Gesetze fiir die Superposition yon Eigenbewegungen aufstellen. 
Die Eigenschaften der sich so ergebenden Wellengruppen und ihre Wechselwirkung 
mit  Versetzungen werden in Punk t  4 und 5 untersucht.  Es zeigt sich, dab die 
Wechselwirkung im iRahmen des eindimensionalen kontinuierlichen Modells keine 
D~mpfung bewegter Versetzungen zur Folge hat. Eine solche ergibt sich, wie in 
Punk t  6 ausgefiihrt wird, erst in dreidimensionalen Modellen und bei Berficksich- 
tigung der diskontinuierlichen Struktur  der Kristalle. Weitere Oberlagerungen yon' 
Eigenbewegungen, die ftir die Ents tehung yon Versetzungen yon Bedeutung sind, 

werden in TeiI IV untersucht  werden. 

1. Einleitung u•d Probtemstellung. 
In zwei frfiheren Arbeiten 1, 2 haben wit uns mit dem sog. FRENKEL- 

schen Gittermodell ftir Versetzungen befaBt und dabei als Differential- 
gleichung ftir die Atomverschiebung q (~, t) die Gleichung 

~2q 1 ~2q 2~ 

0~ 2 v} 0t2 L 0 

bzw. ihre normierte Form 

02u ~2u 
- -  sin u Ox 2 Oy 2 

sin 2~q (t a} 
r 

(1 b} 

(x = normierte Ortskoordinate, y = normierte Zeitkoordinate) benutzt.  
G1. (t b) entsteht aus dem streng giiltigen Differentialgleichungssystem 

* Die Punkte  3 bis 5 ruben im weselltlichen auf der Diplomarbeit  yon H.DoNTH 
an der Technischen Hochschule Stut tgart .  1951. 

1 KOCHENDORFER, A., ll. A. SEEGER: Z. Physik 127, 533 (1950) (als I zitiert). 
SEEGER, A., u. A. KOCHENDORFER: Z. Physik 130, 321 (t95t) (als I I  zitiert).. 
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[vgl. I, G1. (10), (10a)l 

(u (x + h, y) + u ( x - - h ,  y) 2u (x, y)) e~u -- sinu ] 
h~ c~Y2 (2} 

2 ~ a  
x = n - - = n h L o  (n = 0, ~ 1, • 2, .. .) 

durch eine TAYLOR-Entwicklung nach Potenzen yon h und Vernach- 
l~tssigung h6herer Potenzen 1. G1. (1 b) ist also nur eine N~herung ffir 
die partielle Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 

~ u  2 h~ ~ u  . . . @  2 h2 ~ ~2~u ~ u  ~2 +~5( ~ +  (2@7) 1. ~x2~ + "  ~y2 - - s i n u  (2a) 

die mit G1. (2) gleichwertig ist. Die Verwendung der GI. (t a) an Stelle 
der strengen G1. (2a) entspricht dem Ersatz des Diskontinuums dutch 
ein Kontinuum. Sie wird dadurch gerechtfertigt, dab man mit Hilfe 
yon G1. (t a) eine Ftille yon Ergebnissen erMtt, die auf anderem Wege 
kaum zu erhalten sein werden. Auf einige Probleme, bei denen die 
Berticksichtigung der diskontinuierlichen Struktur der Kristalle auf 
wesentlich andere Ergebnisse Ifihrt als die an die Kontinuumsmechanik 
angelehnte Rechenweise nach G1. (I b), werden wit in Punkt 6 eingehen. 

II1 Punkt 2 wird dargelegt werden, in welcher Weise das FRENKELSChe 
Modell Erweiterungen der harmonischen Gitterschwingungen enth~ilt, 
die wir als oszillatorische Eigenbewegungen bezeichnen. Daran anschlie- 
Bend diskutieren wir den Begriff der Eigenbewegungen in einem Gitter 
und deren Wechselwirkungen. Von den zu diesen Eigenbewegungen ge- 
h6renden 13berlagerungs- und Schwebungsformen besprechen wir in 
Punkt 4 die zu den oszillatorischen Eigenbewegungen geh6renden Wellen- 
gruppen und in Punkt 5 deren Wechselwirkung mit Versetzungen. Auf 
weitere 13berlagerungsformen yon Eigenbewegungen, die vor allem bei 
der dynamischen Behandlung der Versetzungswechselwirkung und Ver- 
setzungsentstehung eine Rolle spielen, werden wit in Teil IV eingehen. 

Das mathematische Hilfsmittel ffir die Behandlung der eben skiz- 
zierten Probleme ist die sog. BXcKLUNI)-Transformation, die es erlaubt, 
eine unendlich grolBe Mannigfaltigkeit yon physikalisch interessanten 
L6sungen aus wenigen Grundl6sungen abzuleiten. Wir werden sie in 
Punkt 3 besprechen. 

2. Oszillatorische und translatorische Eigenbewegungen. 

a) Oszillatorische Eigenbewegungen. In II, Punkt I war gezeigt wor- 
den, dab die statischen L6sungen u = u 0 (x) der GI. (t b) fiir verschiedene 
Werte des Moduls k der dort eingefiihrten ellipfischen Funktionen Folgen 

h h a t  e inen  Zah lenwer t  yon  der  Gr613enordnung t. Der  genaue  W e r t  h i ingt  
yon  der  I n t e r p r e t a t i o n  des vor l i egenden  Modells ab.  
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3x  ~ 

m6glich. Ist  n~tmlich 

gleichnamiger Versetzungen darstellen, und daB man aus diesen staff- 
schen L6sungen durch eine LoRENTz-Transformation die mit  Unter-  
:schallgeschwindigkeit v < I gleichf6rmig bewegten Zust~inde 

= ( x - v , ~  
~o\ v ~  ) (3) 

gewinnen kann  1. Wir  glauben jedoch, dab yon diesen L6sungen mit  
0 < v < I aus energetischen Grfinden nur  die schon yon FRENKEL und 
I~ONTOROVA 2 angegebene und untersuchte gleichf6rmig bewegte Einzel- 
versetzung (k = t) auf physikalische Probleme angewendet werden k a n n .  

Eine zweite Schar von L6sungen, die mit  !s 
v > 1 bewegte Zust/inde beschreibt, bekommt  man in der Form 

/ v y - x ~  

Den f]bergang yon G1. (3) zu G1. (4) nennen wir ~z-Transformation. Er  
ist mit  einer kleinen Modifikation auch ftir die von FRANK und VAN DER 
MEI~WE aim statischen Fall (unter anderem in Verbindung mit dichtesten 
Kugelpackungen) bet rachte ten Differentialgleichung 

g2u 
~y2- = sin u + A  sin 2u (5) 

/ x - - v y \  

r station~re L6sung yon G]. (5), so ist 

/ vy  x ) 
~ 0  - -  = = ;  

die zc-Transformierte von (6@ Da G1. (5) ffir einen gewissen Bereich 
yon A dieselben Typen  von station~iren L6sungen wie G1. (tb) hat  ~, 
so gelten die allgemeinen ~]berlegungen des vorliegenden Abschnit ts  auch 
ffir diese Gleichung. 

Von der L6sungsschar (4) dfirfte vor allem 

u ~ 2 arcs in  ]~ sn ( v y - x  ) 1 / ~ _  ~ , i  0 < i < t  (7) 

Siehe auch F~ANK, F. C., u. J. H. VAN DBR MERWE: Proc. Roy. Soc. Lond., 
Ser. A 201, 26t (1950). 

FRBNI~:~L, J., u. T. KONTOROVA: J. Physics. USSR. 1, 137 (t939). 
a FRAY-K, F. C., u. J. H. VAN D~R MERWE: Proc. Roy. Soc. Lond., A 200, 125 

'(1949). 
4 Auf die expIizite Form dieser L6sungen wird in anderem Zusammenhang 

eingegangen werden. 
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physikalische Bedeutung besitzen. Diese L6sungen gehen n~imlich ffir 

k << 1 in sinusf6rmige laufende Wellen 

�9 v y - - x  
u =  2]~ sin ( ~ /  (7a) 

\ ] / , ,~- t I 

fiber und stellen somit deren Erweiterungen fiir endliche Amplituden 
dar. Mit d&n Abkfirzungen 

sin ~o = ~ (8 a) 
ftir den Modul, sowie 

h: (/~) = f (t - ~2 sin 2 ~s)-} d 9 (8 b) 
o 

und 
~/'2 

E(]~) -- f (1 --]~2 sin2 9){-d~s (8c) 
o 

ftir die vollst~indigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung 
ist die Amplitude der durch G1. (7) 1 dargestellten Welle 

A o = 2c%< ~, (9) 
ihre Sehwingungsdauer 

V r T o = 4  t--j2K(/~)>2:~ i v' ~ (t0) 
und ihre Wellenl~tnge 

~o = 4 Vv 2 - t K(k) .  (t t) 

Natfirlich haben nicht beliebig kleine Wellenl~ingen einen physikalisehen 
Sinn, sondern nur solche, die nicht kleiner als der doppelte Atomabstand 
sind, so dab 

4~za 
& ~ - - ~ - o  ' (12) 

7 
v 2 > t + \ 4Lo~(i) I (a3) 

ist. Die Energiedichte, d.h. die Energie innerhalb einer Wellenl~tnge 
geteilt dureh 20, ist 

H-- 4 (r,(i) ) ~+~ (t4) ~ -  1 \ ~ ( ~ -  1 + 2 ~ v ~  

Wir wenden uns nunmehr der physikalischen Interpretation der durch 
G1. (7) gegebenen Wellen zu, Von ihr h~ngt letzten Endes die Bewertung 
aller Resultate dieser Untersuchungen fiber die Wechselwirkung yon 
Schallwellen und Versetzungen im Rahmen des FRENKELSchen Mo- 
dells ab. 

Die folgenden Angaben sind alle in normierteI1 Koordinaten Is. I, Punkt  2 
und II, G1. (22)] gemachl;. 
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Eliminiert man aus den Gln. (t0) und (1t) die Geschwindigkeit v, so 
erh/ilt man die ftir die Dispersion mal3gebende Beziehung zwischen nor- 
mierter Kreisfrequenz ~ = 2Jr/T o und normierter Wellenzahl k ----- 2~r/20 �9 
Sie enth/ilt noch als Parameter die Amplitude 2% der Wellen. Bildet 
man aber auf Grund der Gleichung d e)/d le = V die Gruppengeschwindig- 
keit V, ohne zun~ichst auf die Frage der Realisierbarkeit von Wellen- 
gruppen einzugehen, so ergibt sich das einfache Resultat 

v . V = t .  (15) 8 -  / 

Es legt die Vermutung nahe, / .  
dab sieh trotz der Nichtlineari- 
t/it der G1. (1 b) aus den laufen- I 
den Wellen (7)Weltenpakete a u f - . ; ;  ~ "  - ~ ~ "  
bauen lassen. Wir werden in ~ 7 
Punkt 4 solche Wellengruppen 
explizit angeben, deren Gruppen- 
und Phasengeschwindigkeiten der 
G1. (15) geniigen. 

Auf Grund der Resultate der 
BoRNschen Gittertheorie sollte 
man erwarten, dab sich fiir kleine o 1 
Amplituden und groBe Wellen- .2/~/((/) - - ,  
l~ngen eine endliche Phasen- a" Fig. t. Frequenz-Wellenzahl-Diagramnl. Gestrichett : 
gesehwindigkeit, n / i m l i e h  d i e  (a) akustischer, (b) optiseher Zweig der BORNSChen 
Schallgeschwindigkeit f t i r  S c h e -  Gittertheorie(schematisch). Ausgezogen:(c)~=~(h) 

gem/it3 G1. (7). 
rungswellen in der betreffenden 
Gitterrichtung, ergibt. Dies ist nicht der Fall; wenn die Wellenl/inge 
20 unendlich groB wird, so wird nach (11) auch die Phasengeschwin- 
digkeit v unendlich groB. Im Sinne von BORN erMlt man vielmehr naeh 
(10) ftir v = oo eine optische Grenzschwingung, bei der die eine Gitter- 
reihe als Ganzes gegen die andere mit der Grenzfrequenz 

r  2K(k)  (t6) 

schwingt 1. Wenn man aber zu endlichen Wellenl~ngen iibergeht, so 
bekommt man ein vonder  BoRNschen Gittertheorie abweichendes Re- 
sultat insofern, als die Frequenz mit abnehmender Wellenl~nge nicht ab-, 
sondern zunimmt (Fig. 1). Die Wellen nach G1. (7) verhalten sich also 
for endliche Wellenl~ngen wesentlich anders als man vom Standpunkt 
der Gittertheorie aus erwarten wtirde. Andererseits aber gibt es bei 

1 Der akust ischen Grenzschwingung entspr ich t  die Schwingung innerhalb  einer 
isolierten Git terreihe mi t  unendl ich grol3erWellenl~nge, die tatsXchlich Is. I, G1. (6)] 
die richtige Geschwindigkeit  aufweist.  
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allotropen Umwandlungen in festell K6rpern empirische Tatsachen 
(s. unten), die auf die M6glichkeit der Schwingung ganzer Netzebenen 
gegeneinallder hinweisen und die Existenz von Oszillationell des oben 
beschriebenen Typus wahrscheinlich machen. 

Eine Kl~irung erfiihrt dieser Sachverhalt durch die Betrachtung ent- 
sprechender Wellentypen im PEIERLsschen Modell 1. Es zeigt sich dabei~ 
dab die Wellen G1. (7) durch Interferenz elastischer Wellen zustande 
kommen, die sich schr~ig zur Gleitebene ausbreiten. 

Obwohl die Wellell vom Typus der G1. (7) aus llnendlich vielen har- 
monischen ebenen Wellen zusammengesetzt sind, haben sie doch ge- 
wisse einfaehe Eigenschaften, die an diejenigen der Eigenschwingungen 
(unter denen man allerdings meist stehende Welten versteht) erinnern. 
Sie sind z.B. station~tr, d.h. ihre Bewegungsform ~indert sieh im Laufe 
der Zeit nicht, und sie lassen sich (in einem unendlich ausgedehnten 
Gitter und im Rahmen der in Punkt t dargelegten N~herung) ohne 
Energiezufuhr dauernd aufrechterhalten. Wir nennen daher diese ]3e- 
wegungsformen Eigenbewegungen, und zwar, wegen ihres Wellencharak- 
ters und zum Unterschied yon den sogleich zu betrachtenden trans- 
latorischei1 Eigellbewegungen, oszillatorische Eigenbewegungen. 

Zwei Eigenbewegungen iiberlagern sich nicht wie Eigenschwingungen 
unabhiingig voneinander, sondern sie beeinflussen sich gegenseitig, Je- 
doch gelten gerade ffir die physikalisch illteressantesten F~ille einfache 
Superpositionsgesetze, die den Charakter der einzelnen Eigenbewegun- 
gen im wesentlichen bewahren. Wir werden im sp~teren Teil dieser Arbeit 
mehrfach solche Schwebungs- und Interferenzbewegungell betrachten. 

b) Translatorische Eigenbewegungen. Da in der hier verwendeten 
N~iherung keille Wanderungsenergieschwelle fi~r eine Versetzung auf- 
tritt, ist die translatorische Bewegullg eiller Versetzung ohne ~nderung 
ihrer Gestalt und ohne eine dauernde Energiezufuhr m6glich. Die Be- 
wegung einer Versetzung wird zwar durch die Wechselwirkung mit 
anderen Versetzungell oder mit Schwingungen beeinfluBt, doch bleibt 
dabei der Versetzungscharakter erhaltell. Versetzungen haben also alle 
diejenigen Eigenschaften, die wir am Ende des vorhergehenden Ab- 
schnitts ill Verbindung mit dem Begriff der Eigellschwingung gellannt 
haben. Da das Wandern yon Versetzungen, das stets mit Ullterschall- 
geschwindigkeit erfolgt, mit dem Transport von Materie verbullden ist, 
bezeichnen wir wandernde Versetzungen als translatorische Eigenbewe- 
gungen. 

Der Begriff der Eigenbewegungen ist keineswegs neu. Er wurde von 
U. DEHLINGER und A. KOCI-IENDORFER ~ ill Zusammenhang mit dem 
Wandern der Versetzungen einerseits und mit der Ausbreitung yon 

1 SEEGER, A.: Z. Na tu r fo r sch .  (demnichs t ) .  
2 DE~tLINGER, U.,  u. A. KOCHENDORFER: Z: p h y s i k  116, 576 (5940). 
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thermisch angeregten Kettenreaktionen bei allotropen Umwandlungen 
atldererseits gepr~igt und mit der FRENI~EL-KONTOROVAschen L6sung 1 
in Verbindung gebracht. Diese Autoren verstanden also unter Eigen- 
bewegungen im wesentlichen die jetzt als translatorische Eigenbewe- 
gungen bezeichneten Vorg~inge. Sie suchten jedoch im Hinblick auf 
Experimente yon FORSTER und SCHEIL ~ auch nach Zwischenformen 
zWischen den kleinen Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichts- 
lage und den aperiodischen, sich durch das ganze Gitter hinziehenden 
Wanderungsbewegungen der Versetzungen. Die genannten Experimente 
fordem die M6glichkeit yon Schwingungen einzelner Gittergeraden und 
Netzebenen gegen ihre Nachbarn. Man darf wohl mit Recht annehmen, 
dab die im Abschnitt a beschriebenen Bewegungsformen (bzw. das ihnen 
zugrunde liegende Zusammenwirken von ebenen Wellen) gerade dieser 
M6glichkeit entsprechen. 

c )  Zusammelcha•g zwische~ des tramlatorischen u~d oszillatorische~ 
Eigenbewegu~ger~. Wir gehen nun noch kurz auf den Zusammenhang 
zwischen den mit ~Tberschallphasengeschwindigkeit sich fortpflanzenden 
oszfllatorischen Eigenbewegungen und den mit Unterschallgeschwindig- 
keit fortschreitenden translatorischen Eigenbewegungen ein. Dieser Zu- 
sammenhang ist keineswegs so, dal3 die beiden Bewegungsformen ftir 
v = t ineinander iibergehen wtirden, was allein schon daraus zu ersehen 
ist, dab ftir v = 1 die Energie der Versetzungen ebenso wie die Energie- 
dichte der oszillatorischen Bewegungen nnendlich grol3 wird und dab 
die Phasengeschwindigkeit v = t ftir letztere nach G1. (13) gar keinen 
Sinn hat. Dagegen wird dutch die Beziehung (15) nahegelegt, dab die 
beiden Bewegungsformen im Verh~iltnis yon ebener Welle und Wellen- 
gruppe zueinander stehen. DaB dieser Gedanke richtig ist, und dab man 
ein Paar ungleichnamiger VersetzungeI1 sowohl als Schwebung zwischen 
zwei Versetzungen wie als Grenzfall von Wellengruppen, die durch Inter- 
ferenz yon Gitterschwingungen entstanden sind, auffassen kann, werden 
wir im Teil IV zeigen. Wir werden dort einen qualitativen Einblick in 
die Entstehung von Versetzungspaaren durch das Zusammenwirken yon 
thermischen Schwingungen und ~uBeren Schubspannungen erhalten. 

8. Die BXCKLU~D-Tram/ormatio~. 
Wir haben in II,  Punkt 2, ein Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe 

man alle diejenigen zeitabh~ngigen L6sungen der Differentialgleichung 
(t b) tinden kann, die sich als kleine St6rungen einer gleichf6rmig be- 
wegten Einzelversetzung auffassen lassen. Von der eben genannten 
Einschr~inkung frei ist alas nunmehr zu besprechende, auf der sog. 
BXCI~LUI~D-Transformation beruhende Verfahren, das ebenfalls physi- 

1 ~i'R]GNKtgL, j . ,  u. T. KONTOROVA: J. Physics.  USSR.  I, 137 (1939). 
F6RS~I~, F., u. E. SCH~IL: Z. f. Metal lkunde 32, 165 (t940) 
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kalisch bedeutsame dynamische L6sungen liefert. Diese Methode ge- 
s ta t te t  es jedoch in ihrer gegenw~irtigen Form nicht (im Gegensatz zu 
dem Verfahren yon II),  beliebig vorgegebene Anfangszust/inde oder 
~ul3ere Kr~ifte zu behandeln. 

a) Gl. ( lb)  in der Di//erentialgeometrie 1. Das Quadrat des Linien- 
.elements d s 2 = E d u ~ + 2 F d u d v + G d v  2 einer Fl~iehe mit  festem 
Gaussschen Krtimmungsmal3 K = t / R  1. t / R 2 = - - t  kann, wenn die 
Parameterlinien u-----const und v = const Krtimmungslinien der Fl~iche 
sind, auf die Form 

ds~ = du~sin~2 -+- dv2cos2 2 (17) 

gebracht werden. Hierbei ist e) der Winkel zwischen den Asymptoten- 
linien der Fl~iche, die im vorliegenden Fall durch die Linien u 4- v = const 
gegeben sind. F/ihrt man diese Linien durch u = p -  q, v = p + q als 
Parameterlinien p = const und q = eonst ein, so erMlt  man an Stelle 
yon (17) die Gleichung 

ds ~ = dp 2 + 2dpdqcose)  + dq ~. (t8) 

Nach der GAussschen Grundformel hat  dabei e) der Differentialgleichung 

- -  sine) (19) ~v ~ 0u ~ 
bzw. 

~2(D 
= sin e) (20) ~pOq 

zu geniigen. Durch Integration der G1. (19), die mit  der Differential- 
gleichung (1 b) identisch ist, erMlt  man mit  HiKe yon G1. (t 8) die Linien- 
elemente aller F1/iehen mit  festem negativem KriimmungsmaB. Die Be- 
mtihungen yon seiten der Differentialgeometrie um die Integration der 
G1. (20) haben zwar nicht zur vollst~indigen L6sung dieser Gleiehung, aber 
doeh zu einer Reihe praktisch verwer tbarer  Ergebnisse geftihrt. ~3ber 
einen Teil derselben berichten wir in Abschnitt  b ohne Angabe der Beweise. 

b) Eigenscha/ten der BXcKLUND-Tram/ormation 2. 1. Die wichtigste 
Eigenschaft der BXcKLVND-Transformation ist, dab man zu einer 

1 In diesem Abschni t t  verwenden wir unabh/ingig yon der Bedeutung der 
~Buchstaben in I und  II und den fibrigen Teilen dieser Arbeit die in der Differential- 
geometrie fiblichen Bezeichnungen. Siehe BLASCt-IKE, W. : Vorlesungen fiber Dif- 
ferentialgeometrie, 4. Aufh, Bd. I. Berlin: Springer 1945. 

Ausffihrliche Darstellungen bei L. BIANCm, Lezioni di Geometria Differen- 
ziale, 3-Aufl.,  Bd. I, Pisa t920, bzw. Vorlesungen fiber Differen~dalgeometrie, 
Teubner-Verlag Leipzig und bei G. DARBOUX, Lecons sur la th6orie g6ndrale des 
~suriaces, III .  Teil, Paris 1894; kfirzere i)berblicke fiber Tei!ergebnisse enthal ten 
Enzyldop/idie der mathemat i schen  Wissenschaften Bd. III/3, Leipzig t902 bis 
t927 und L . P .  EISENHART, A treatise on the  Differential Geometry of Curves 
~nd  Surfaces, New York t909, S. 280--289. 
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gegebenen LSsung co = col der G1. (20) eine zweite LSsung co = co2 durch 
die Integration des Systems zweier partieller Differentialgleiehungen 
t. Ordnung 

0 �89 (o~ - %) _ I + sin~ sin 1 
ep eo~ ~ ~- (con + co~), (2t a) 

a { (c% + ~o~) 1 - sin a sin t 
Oq -- cos a ~- (con -- co~) (2t b) 

linden kann. Wie man durch Differenzieren nachweist, ist gerade 
Onco~/~p ~q = sinco~ die Integrabilit/itsbedingung des Systems (2t)L 
~{an nennt co~ die BXcKLuz~D-Transformierte yon col und bezeiehnet sie 
mit 

con = Ba col' (22) 

Das Gleichungssystem (2t) l~iBt sich auch als eine totale Differential- 
gleichung 

&o~2 -- ~ +cossin~ ~ sin + ~ j  dp + 

(23) 

schreiben, welche durch die Substitution tg (~2/4)~-w in die folgende 
totale Differentialgleiehung vom RlccATIschen Typ iibergeht: 

dw =(aw ~ + bw + c) dp + (a'w ~ + b'w + c') dq (24) 
mit 

= 2 - L ~ - ~  :7 co~b 

, [  , ol , sinOsin l 
c' = 2 -  2 ~q • coscr 

b ~ I i sin b ' ]  - -  COS c~ . 
cos ~ 2 

Die Integrabilit~ttsbedingung ist notwendig und hinreichend daffir n, dab 
die allgemeine L6sung yon (23) die Form 

~ ( p ,  q, wn) = c (25) 

hat. Die BXcKLUZ~D-Transformierten einer gegebenen Funktion co = r 1 
bilden also eine zweiparametrige Funktionenschar, welche die Integra- 
tionskonstante C und den Transformationsparameter a als frei w~hlbare 
Konstanten enth~tlt. Da G1. (23) bzw. (24) nicht linear ist, Sind unter 

1 I~A]VIKE, E.:Differentialgleichungen, L6sungsmethodenundL6sungen, 2. Aufl., 
Bd. II ,  S. 60. Leipzig 1948. 

MADELUNG: Die mathemat i schen  I-IiKsmittel des Physikers, 4. Aufl., S. 289. 
1950. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. t34. t3  
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Umst~inden singul~ire L6sungen vorhanden , die sich nicht aus (25) durch 
spezielle Wahl v o n  C zu ergeben brauchen. 

2. Man kann die BXcKLUND-Transformation B~ aus einer BIANCHI- 
schen Transformation Bo und zwei LIEschen Transformationen zusam- 
mensetzen. 

Unter  einer BIA~CHI-Transformation Boj ~ versteht man die BXcK- 
nUND-Transformation mit  a---- 0. Die LIEsche Transformation haben wir 
im Zusammenhang mit G1. (2) als LORENTZ-Transformation bezeichnet. 
ist  

0)I = ~ITI(P ' q) ( 2 6 a )  

eine L6sung der G1. (20), so ist 

0)H = H (oP,  q/z)  (26b) 

mit  einer beliebigen Konstanten ~ ebenfalls eine L6sung. Wenn ~ = 
(t + sin a)/cos a gesetzt wird, so bez.eichnen wir (~ii als LIEsche Trans- 
formierte L ,  von 0)i: 

~ = L ~ 0 ) I ;  0)I = L g - 1  0)II �9 (27) 

Der obige Satz lautet in dieser Bezeichnungsweise 

B~ = L a B o Lg  -~ . (28) 

3. Der BIANCHISChe Vertauschbarkeitssatz besagt, dab die Funk- 
tion, die durch wiederholte Anwendung yon verschiedenen BNCKLUND- 
Transformationen B~,, B~2, ... aus einer best immten Ausgangsfunktion 
0)o entsteht, unabh~ngig von der Reihenfolge ist, in der die BNCKLUND- 
Transformationen ausgeiibt werden. 

Wenn co 1 = B~I 0)o, 0)2 = Bo~ COo, 0)~ = Bo~ 0)1 ist, so gilt auch 
m~ = Bo, 0) 2 oder 

B~: B~, = B~ B~. (29) 

4. Ha t  man zwei BXcKLUND-Transformierte 0)1 und 0)2 der Ausgangs- 
funktion co o gefunden, so kann man alle weiteren durch mehrfache An- 
wendung der BXCKLUI~D-Transformation entstehenden Funktionen durch 
Eliminationsprozesse (und eventuell Differentiationen - -  siehe 5.) linden. 
Die Funktion 0)8 ist n~imlich m i t  co o, 0)1, 0)~ durch die Beziehung 

sin [(o" 1 - -  a~)/2] 
verkniipft. 

5. Eine besondere Betrachtung ben6tigt der Fall, dab in G1. (30) 
~1--a2 ist, Wenn die Integrat ionskonstanten C 1 und C 2 in 0)1 und 0) 2 
ver.schieden sind, so ergibt sich 

0)8 ~- mo ~: 2m 7~, (3t a) 

I)ARBOUX: 1. C. Bd. III, s. 422. 
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w o m  eine ungerade. Zahl ist. Ist  dagegen gleichzeitig a l = a ~ ,  und 
C1=C2, so bekommt  man  aus (30) durch Grenziibergang 

t [ a ~ l  + a~ol 

wobei C ' =  (8C/8a)o=~i willkiirlich gewShlt werden kann. 

c) Anwendung der BXcKLuxI)-Trans/ormation. Wir kehren in diesem 
Abschni t t  wieder zu unserer alten Bezeichnungsweise zurfick und schrei- 
bell also u, x, y s ta t t  co, v, u. 

Elementare Funk$ionen. 
Die einfachste L6sung der Differentialgleichung (t b) ist u = u o ~ 0. 

Als BXCKLUND-Transformierte erh~tlt mall dutch  Quadraturen 

( - - - )  ul = 4 a r c t g 7  exp .x + (sin a) a = 4 a r c t g 7  exp \V 1 , (32) 

also gleichf6rmig bewegte Einzelversetzungen, Durch Anwendung der 
G1. (30) ergibt sich aus zwei L6sungen (32) 

[ cos(al-La~)/2 71expel--72expe~ ] 
u3 = 4 arc tg sin (~1-- a2)/2 1 + 7172 exp (e 1 + @- (33) 

mit 
x -}- (sin ai) y x -- v i y 

e i - -  - -  - -  i = 1, 2 (33 a) 
cos , ' 

Ffir ~1 = a~ = a und 71 = 7 ~  bekommt  man nach G1. (31 b) 

I y + x s i n a + c "  ] 
u a = 4 a r c t g  cosa g o f ( [ Z + y ~ n ~ + C ~ c o s e ) ] "  (34) 

Weitere einfache Grenzf~ille sind 1 

[ I ~ilt(y tga) 1 
us = 4 a r c tg  s ina  ~o[(x/cos a) (35} 

mit  

O'1 = --0"2 : 0", 71 = ~'~ = t ,  
und 

[ i ~o[(ytga) ] 
ua = 4 arc tg sin a | (*/cos a) (3 6) 

mit  

0"1=--  0"2 = 0 . ,  ~'1 : - - 7 2  = - - t .  

Auf die physikalische Bedeutung dieser L 6 s u n g e n  werden wir in 
Teil IV bei der Besprechung yon Zusammenst6Ben yon Versetzungen 
ein~ehen. 

1 W i r  lassen in  Z t lkunf t  solche K o n s t a n t e n  wie C'  und  G H in G1. (34), die n u t  
die Nullpunkte der LRaum- und Zeitskala bestimmen, im allgemeinen weg, 0hne 
dies besonders zu erwXhnen. 

t3" 
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Wtthlt man y l = y 2 = l  und al konjugiert komplex zu a2, also 
al = ~ + ifi, a2 = ~ - -  ifi, so erhttlt man ebenfalls reelle L6sungen, die wir 
in Punkt  4 n~iher untersuchen werden, n{imlich 

mit  

sin (C x @ D y )  
us = 4 arc tg h gOI (A. + B y) 

A = 

h A B cos  

D c | ~ ' 

cos  cX ~0[ /~  B - -  s in  ~z cos  0~ 

c o s  s ~ + |  s fl ' c o s  s ~ + |  s fl �9 

(37) 

(37a) 

(37b, c 

Elliptische Funk t ionen .  

Wir stellen die BXcKLUND-Transformierten B.  aller in Teil I und I I  
besprochenen strengen L6sungen der Differentialgleichung 0 b )  auf. 
Wegen der Gtiltigkeit der Gln. (28) und (29) geniigt es, yon der all- 
gemeinen statischen L6sung II ,  (3) 

u o = ~ + 2 am (x/k q- C1, k) (38) 

auszugehen und deren BXcKLUND-Transformierte u i = B.  u 0 aufzufinden. 
Nactl Einffihrung von x und y als Variable all Stelle von p und q 

wird gl. (24): 

- -  - -  s n  + t g  a c n  d x + 2 d w =  - - t g a c n  ~- cos 

+ dn 1 cn w ~ - - 2 w t g a s n  k- + } (39) 
COS O" 

t - x 1 ] 

Mit einem der fiblichen Verfahren i zur Integration eines solchen PFAFF- 
schen Differentialausdrucks erh~ilt man als L6sung 

(40) 
tgasn (k )  + A t g [ @ ( y + A ( z ) ) ]  

U i = 4 arc tg 1 x ~ "x  do() 
wobei 

L j 2 _ _  I 1 
k s c o s  2 a ' (40a) 

x 

A ( x )  = t g a  cn (~-) d x  (40b) 

- -  COS 0" Cn 

1 MADELUNG: D i e  m a t h e m a t i s c h e n  H i l f s m i t t e l  d e s  P h y s i k e r s ,  4. A u f i . ,  S. 240 .  

B e r l i n  1950 .  
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ist. A(x) l~il3t sich mit Hilfe des JAcoBIschen elliptischen Integrals 
3. Gattung ~ 

J ~ Z k~sh~ ~7" s~ u du (41 a) 
0 

und mit dem dureh 

_ _  sin 2 a tg 2 a _ k 2 sn ~ a, d.h. sn 2 a -- (41 b) 
A k 2 - -  cos 2 a 

definierten Parameter a in der Form 

1 
A (x)=-~-arc tg (3~_ sn (@)) + 

t t g ~ a (  d n a  ( x  )) 
-{ s i n a  A s x k s n a . c n a P n  ~ , a , k  +Const 

(42) 

schreiben. Ffir die prakfische Auswertung ist es bequem, das elliptische 
Integral 3: Gattung durch JAcomsche 0-Funktionen zu ersetzen, doch 
werden wit hierauf erst in Verbindung mit phys~kalischen Anwendungen 
eingehen. 

4. Wellengruppen. 

Die L6sungen (37) mit den Parametern A bis D nach (37a--c) stellen 
ffir gewisse Wertebereiche dieser Gr613en, von denen jedoch nur zwei 
unabh/ingig sind, Wellengruppen dar (Fig. 3 a und b). Ihre Gruppen- 
geschwindigkeit ist durch 

B sin c~ 
V - -  A ~0[/3' (43 a) 

ihre Phasengesehwindigkeit durch 

V - -  C - -  sinc~ - -  V (43b)  

gegeben. Die Vermutung von Punkt 2 fiber die Existenz und die Grup- 
pengesehwindigkeit der zu den Wellen (6) geh6rigen Wellenpakete ist 
damit best~itigt. 

Die Oesamtenergie eines Zustandes (3 7) errechnet sieh nach der in I 
und II angegebenen Formel 

+co 

H = f l  t 1/o. , ,  l /o. , ,]  --eos  +  t ,)jdx (44) 
--OO 

1 ~vVir folgen bier (wegen des eiufacheren Zusammenhanges  mit  den ~- 
Funkt ionen)  der yon GR6BNER und I-IoFREITER, Integraltafel ,  I. Teil, S. 163, 
Wien 1949 gegebenen Definition. WHITTAKER-WATsdN, A course of modern  ana- 
lysis, 4. Aufl., S. 522, Cambridge t927, bezeichnen r a. k) mit  H(v. aL 
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mit den Abkfirzungen M =  A x + B y ; N ~ C  x + D y zu 

+oo ] 
H = S h  2 f d x V ~ I  2Msin  2 N + ~ D I  sMcos  sN (C  s + D  s ) -  

- - o o  

-- | s Msin  s N (A s + B s) --  2 | M ~0 i Msin  N cos N •  
(45) 

• (AC + BD)]/[~oi s M + h s sin s N] s 

= 8 h  s (A/h 2) | M ~o[ M + C sin N c o s N  [+~176 
i = t 6A.  

~0[ ~ M -b h 2 s in~ N [ - - o 0  

Die Normierung yon H ist so, dab eine ruhende Einzelversetzung den 
Wert H = 8 hat. 

Kennzeichnen wit die Wellengruppen dutch die beiden anschaulichen 
Parameter H (Gesamtenergie) und V (Gruppengesehwindigkeit), so er- 
ha]ten wir 

B = - - A . V - -  H V,  (46) 
t6 

C = - - D . V = - -  T T ~ - - -  t6 .V  (46a) 

und 

�9 - 

u = 4 a r c t g  V 1 ~/~ 2 - ( ~ )  ( 1 -  v~) ~ [ ~  (x-  Vy) . ( 4 7 )  

Die Wellenl/inge ist gegeben durch 

C ' 
die Frequenz durch 

,)) _ _  

Die Amplitudenkonstante 

h =  

(48) 

~ H v t  :V 2 
16 

_ _  ( 4 9 )  

V t - ( ~ ) 2 ( , - r ~ )  

und die maximale Amplitude 

Umax = 4 are sin t~- V ~ - v 2  (49a) 

h/ingen nur yon 

Ho : ~  ~i~--v ~ (5o) 
ab. Betrachtet  man also alle Wellengruppen mit gleichem h als eine 
Familie, deren einzelne Mitglieder sich nut  durch ihre Gruppengeschwin- 

D . (48a) 
27~ 
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digkeit V unterscheiden, so ist ihre Ruheenergie H 0 mit H dutch die rela- 
tivistische Formel 

H - -  H~ (5t) 
VI - v= 

verkniipft. Man kann also eine Wellengruppe dutch je zwei der drei 
Parameter H, V und h (bzw. H0) kennzeichnen. In Fig. 2 sind einige 
der Linien H, V, h = const in 
einer ~-/%Ebene eingetragen. 

Fiir nicht zu grol3e H kann 
man eine Wellengruppenl~tnge 
L* durch 

A H 

definieren. Im Abstand L*/2 
vom Wellengruppenmittel- 
punkt (gegeben durch x = Vy) 
sinkt dann die Amplitude auf 
2.h.e-'*=0,09.h ab. Die 
Zahl der Wellenl~ingen pro 
Wellengruppenl~nge ist 

L* V 
- -  ( 5 2 )  

F - -  A h "  

Typische Wellengruppen er- 
h~tlt man, wenn L* >~,~ ist. 
Zwei Beispiele hierftir sind in 
Fig. 3 a und b dargestellt. Sol- 
che Wellengruppen k6nnen 
vermutlich als Modell ftir die 
thermische Bewegungen in 
Kristallen dienen; bei der Be- 
handlung der Wechselwirkung 
yon Versetzungen und Wellen- 
gruppen in Punkt  5 ist vor 
allem an sie gedacht, obwohl 
die Resultate ganz allgemein 
ftir alle L6sungen (47) gelten. 

-,~ 

i / f ~ * * . j . -  % "/ j . -  ////~/" / I *~'~"''-"~ . . . .  +,2-r~ ~ .  ~s 

�9 . - - - ~  , ++ 
+ +. 

- ~~ ~ - g a  ~ - 3 0  ~ 0 

Fig.  2. E in ige  L i n i en  kons t an t e r  Gesamtenerg ie  H (aus- 
gezogen), Gruppengeschwindigkeit V (mit Kreuzen be- 
zeichnet), Amplitudenkonstante h (strichpnnktiert) in der 

e,/7-Ebene. 

i - -  i " 

-r5 -la -s I - iVs "-~o 15 

A A  A 
L4 V 

Fig.  3 a u. b. a We l l eng ruppe  m i t  V =  0,8, H = t0 ,68.  
b Wel l engruppe  m i t  V = 0 , 8 ,  H = 2 , 6 7 .  

Mit den fibrigen L6sungen, die enge Beziehungen zu zwei ungleich- 
namigen Versetzungen haben, werden wir uns ausftthrlich in Teil IV 
befassen. Wir wollen aber schon bier betonen, dab zwischen den 
L6sungen mit kleinem # und denjenigen mit groBem F kein grund- 
s~tzlicher Unterschied besteht, sondern dab ein allm~thlicher Ubergang 
zwischen ihnen stattfindet. 
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5, Versetzungen und Wellengruppen. 
Allgemeinere L6sungen als die bisher be t rach te ten  erh~lt man,  wenn 

man  G1. (30) wiederhol t  auf  eine Ausgangsl6sullg u 0 anwendet .  I m  Falle 
u 0 = 0 lau te t  die allgelneille Beziehung ffir die ~ber lageru l lg  dreier Funk-  
t ionen u i = 4 arc tg exp ei: 

u = 4 arc tg exp e 1 + ] 

+ 4 a r c t g [ ~ t g { a r c t g ( ~ 1 2 t g [ a r c t g e x p e ~ - - a r e t g e x p e 2 ] ) - -  / (53) 

- -  arc tg (x18 tg [arc tg exp e 1 - -  are tg exp e3])}], 

wobei  gesetzt  ist 

x -}- y sin a i cos [(a i + a])/2] 
er - -  , (53 a, b) cos a i ~i~ - -  Sill [(a i - -  aj)/2] = - - ~ i i "  

W~ihlt man  a 1 = a reell und  a 2 ulld a 3 kolljugiert  komplex  zueil lander:  

O"1=O" , a2=c(@i fi, aa=c~--it~, (54a--c)  

so wird mi t  den Abkfirzungell  von  P u n k t  3: 

u = 4 arc tg exp e~ + 4 arc tg h • 

--  _F~ ~irt (A x -]- B y) + b~ ~ilt  e 1 cos (C x + D y) - -  F~ ~0[ e 1 sin (C x + D y) 
X 

(55) 
F1 {~0[ (61+A X-TB j ) +  COS (Cx+Dy)}27]::i'3{~D I (gl--A x-- J~ j)--cos (Cz+O y)} 

mit  
F ~ = l - ( g ~ I f i - - s i n a s i n ~  ~ cosacosc~) } (55a--c)  

E a cos a | F4 = sin a ~o~/5--sin ~. 

Diese Funkt iol l  beschreibt ,  wie mall  all H a n d  der bisherigen Beispiele 
erkellnt,  eille Versetzung mi t  der GeschwindigkeiO w = - - s i l l  a und 
eine Wel lengruppe rnit der Gruppengeschwindigkei t  V =  - -  (sin c~)/~of/~ ?. 
Nehmell  wir all, dab beide sieh in posi t iver  x-Riehtung bewegeI1 (sin a 
und  sin ~ sind dalln beide llegativ) und  dab w kleiner ist als V, so be- 
f indet sieh bei grol3en negat iven  Zeiten y die Wel lengruppe welt  entfernt  
yon der Versetzung (Fig. 4a), ll~hert sich ihr mi t  wachsendem y immer  
Inehr, durchdri l lgt  sie zur Zeit y = 0  (Fig. 4b) ulld entferll t  sich mi t  
wachsel ldem positivell  y wieder zul lehmend rol l  ihr (Fig. 4c). N~he- 
rungsweise gilt ftir grol3e negat ive  y 

/~]--4 sin(n*+Cx+Dy) (56a) 
u = 4 a r c t g e x p  e i + l n  F2 / a r c t g h  ~ o [ ( O * + A x @ B y )  

i Wir  verwenden in diesem Abschni t t  fiir die Versetzungsgeschwindigkeit  den 
Buchs taben  w, urn eine Verwechslung mit  der Phasengeschwindigkeit  v = I / V  der 
Wellengruppe zu vermeiden. 

Wendet  man  den Ver tauschungssa tz  (30) noch 6fters an, so erh~ilt man  all- 
gemein ftir jedes weitere reelle a i eine weitere Versetzung und fiir jedes weitere Paar  
konjugiert  komplexer  a i eine weitere Wellengruppe. 
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und fiir grol3e positive y 

( F1) sin (--~r 4-Cx 4-Dy) 
u = 4 arc tg exp q - - ln  ~ --  4 arc tg h ~0I ( -  6" + A x + B y) 

wobei die Abkfirzungen 8" und z* durch die Gleichungen 

~ I  6" - F1 + G 

' 21/  v ,  ' 

sin ~* --  G cos ~* --  F4 

definiert sind. 
aa" 

a" 
r 

t 

b) 

/ 

I [ I J ~  I i I F 

,---"V'-- 
df=+ *u,a 

I F P I i 

31=a 

I . . v -  I I I I I I I ,  I I 
- 3 0  - l g  -12 - 8  - #  0 4/ 8 12 16' gO 

Fig. 4 a--e. Eine WeEengruppe init V=0,8, H =  to,68 durchdfi*lgt eine ruhende Versetzung. 
a) Vor, b) wahrend, e) nach der Durchdfingung. 

, ( 5 6 b ) ,  

(56c, d) 

(56e, f} 

Man sieht aus diesen Gleichungen, dab beim Durchdringen VOlt 
Wellengruppe und  Versetzung weder die Energie noch die Geschwin- 
digkeit beider ge~indert wird. Es tr i t t  lediglich eine Verschiebung des 
Versetzungsmit telpunktes um 

8 v ~ cos a in ( F~J 1~ = - -  2 cos a In ~oi/~ -- Sill a sin ~ + cos a [ cos c~ I (5 7 a) 
\ F~/  ~0[  fl - -  s in  a s in  c~ - -  cos  a i cos  ~i 

und des Schwerpunktes der Wellengruppe um 

8,,; = -  2 A  \F2] (57b) 

auf. Aul3erdem wird die Phase der Wellen um 

z ~ --  2z* = - -  2 arc tg ~a (5 7c} 
ge/tndert. 
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In entsprechender Weise kann der Fall V< w diskutiert werden. 
Das Ergebnis unterscheidet sich yon dem bisherigen nur dutch einen 
Vorzeichenwechsel in dell Gln. (57a--c). Allgemein erfolgen die Vet- 
schiebungen d V und ~ so, als ob sich Wellengruppe und Versetzung 
vor dem Durchdfingen angezogen h~tten. 

An Stelle einer einzigen Wellengruppe legen wir nun eine bestimmte 
Zahl N (V,H) von Wellengruppen pro L~ngeneinheit zugrunde, die sich 
mit der Geschwindigkeit V bewegen und die Energie H besitzen. Da 
wir jetzt eine nichtendende Folge yon Wellengruppen betrachten, 
mfissen wir neben der Gr6Be w, die z.B. Versetzungsl~inge und Ver- 
setzungsenergie bestimmt, noch die mittlere Geschwindigkeit 

~=w+Aw (58) 

einffihren, die den Mittelwert des Quotienten aus zurfickgelegtem Weg 
tier Versetzung und der daffir ben6tigten Zeit darstellt. Es ist 

V -w2 Aw=4N(V,H). ( u  76 ~ z ~ v .  (59) 

Wenn man die vorstehenden Betrachtungen als ein Modell ffir die 
Wechselwirkung von Versetzungen und W~trmebewegungen in einem 
Kristall'verwellden will, so wird man annehmen dfirfen, dab sich gleich 
viele Wellengruppen einer bestimmtell Art nach links und nach rechts 
bewegen, d.h. dab N auBer von H nur yon IV[ abh~ngt. Aul3erdem 
wird man Wellengruppell verschiedener Art zu betrachten haben. Fagt 
man N(]VI, H) als Spektrum auf und bezeichnet mit S die Summation 
(bzw. Integration) fiber alle im Kristall auftretendell H- und ]V [-Werte 
der Wellengruppen, so ergibt sich ffir die Geschwindigkeits/inderung der 
Versetzullgen 

Aw=S 4N(IVI, H) VI--we• 

(HI8) p{l - w 2) 
• ~ 7f t  %g 1 - w2 v~  - ( H / 1 6 )  2 (1 - w 2) 

Zur qualitativen Diskussion dieses Ergebnisses ist eine genauere Kennt- 
nis yon N(V, Ho) nicht notwendig, da sich in jedem Falle ffir Aw das- 
selbe Vorzeiehen wie fiir w ergibt. Im Rahmen dieses Modells lfiBt also 
die Wechselwirkung von Versetzungen mit thermisehen Wellengruppen, 
die keine Vorzugsrichtung ihrer Bewegung besitzen, die Versetzungs- 
energie unge~ndert, erh6ht aber die rnittlere Gesehwindigkeit. 

Um einen Einblick in die zahlenmiiBigen Verh~iltnisse zu geben, 
gehen wir wiederum auf G1. (59) zufiiek und nehmen an, dab wit den 
9~ ~g in dieser Gleichullg durch sein Argument ersetzen dfirfen. Die 

/ 
(H/8) �9 w V V ~ w ~ [ (60) 

V 9~q ~- ~v~:(--(Er/~)r(~_ ~) }" J 
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relative Geschwindigkeits~inderung wird dann 

4N(V,H)/, V, ~ ~ )  S ,--w~ 
Aw "t6 l - - w V  

- H 1 - w ~  ( 6 1 )  

t - - 4 N ( V , H )  16 l - - w V  

Nimln.t man als Zahlenbeispiel w=--V=�89  H~4 ,  N(-- �89 ~7~'1 
so ergibt sich A w/w = 0,t3. Da in den Intervallen zwischen deln Auf- 
treffen der Wellengruppen die Versetzung wieder die ursprtingliche Ge- 
schwindigkeit w hat, treten erhebliche Beschleunigungen der Versetzung 
auf. Im eindilnensionalen Modell ist dies ohne Bedeutung ftir die Energie 
der Versetzung, da die Aussendung elastischer Wellen bier nicht In6glich 
ist. In Wirklichkeit, d.h. wenn der Kristall senkrecht zur Gleitebene eine 
geniigende Ausdehnung besitzt, hat die Beschleunigung einer Verset- 
zung des Auftreten auslaufender elastischer Wellen und damit eines 
Energieflusses vonder  Versetzung weg zur Folge. Man k6nnte diesen 
Energieverlust in der Weise abscMtzen, dal3 man die Bewegung einer 
Versetzung unter der Einwirkung der therlnischen Schwankungen aus 
dem vorliegenden Modell entnimmt und dann ftir die nunmehr bekannte 
Bewegung der Versetzung den Energieverlust fiir eine Schraubenverset- 
zung mit Hilfe der Ergebnisse von ESHELBY 1 berechnet. Da dazu jedoch 
die Elastizit~tstheorie der Versetzungen erforderlich ist, gehen wir bier 
nicht darauf ein. 

6. Geschwindigkeit und Ddmp/ung von Versetzungen. 
Die erste kritische Betrachtung der Faktoren, die die Geschwindigkeit 

einer Versetzung kontrollieren, stamlnt yon LEIBFRIED 2, die bis jetzt 
ausftihrlichste Diskussion dieser Fragen yon NABARRO 3. Wegen der 
Schwierigkeiten, die sich der Innathematischen Behandlung der wesent- 
lichen Einfliisse entgegenstellen, ist das Problem bis jetzt noch nicht 
befriedigend gel6s*. Wir geben hier nur eine kurze Diskussion einiger 
Punkte, die Init deln Vorangehenden zusalnlnenh~ingen. 

Betrachte~ man zun~ichst eine Versetzung in einem Kristall, der 
keine thermische Bewegung enth~lt und auf den keine ~uBeren Kr~ifte 
einwirken, so ist nach dell elastizit~itstheoretischen Ergebnissen die 
gleichf6rlnige Bewegung von Versetzungen Init Unterschallgeschwindig- 
keit m6glich. Man kann diese Behandlungsweise auf zwei Arten ver- 
feinern : 

t. Durch die Berticksichtigung der Abweichungen yon der linearen 
Elastizit/itstheorie ill der Ulngebung des Versetzungszentrulns. 

1 ]~SHELBY, J .  ]).: Philos. Trans. Roy. Soc. LOndon 244, 87 (1951). 
LEIBFRIEIL G.: Z. Physik 127, t44 (t950). 
NABARRO, F. R. N.: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 209, 278 (t951); 
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2. Durch Berficksichtigung der diskontinuierlichen Struktur der 
Kristalle. 

Die Ergebnisse des PEIERLSSCtlen und FRENKELschen Modells zeigen, 
dab auch bei nichtlinearen Kraftgesetzen eine gleichf6rmig geradlinige 
Bewegung von Versetzungen ohne Energiezufuhr m6glich ist, sofern der 
Kristall weiterhin als Kontinuum behandelt wird. Dies war ja der Grund, 
weshalb wit in Abschnitt 2 Versetzungen als translatorische Eigen- 
bewegungen bezeichnen konnten. Nichtlinearit~iten allein geben also 
noch keine Energiedissipation. 

Dagegen ergibt die Berticksichtigung der diskontinuierlichen Struk- 
tur eine Energiedissipation und damit eine Verminderung der Verset- 
zungsgeschwindigkeit. Der Grund dafiir ist, dab eine Versetzung beim 
Weiterwandern um einen Atomabstand die sog. Wanderungsenergie- 
schwelle fiberwinden muB 1. Dies ftihrt zu einer periodischen 5nderung 
yon Versetzungsl~inge und Versetzungsgeschwindigkeit und damit zur 
Aussendung elastischer Wellen. Der auf diese Weise ausgestrahlte Ener- 
giefluB ist naeh ESHELBY 2 proportional zum Quadrat der Kreisfrequenz 
der eben erw~ihnten periodischen Schwankungen und somit proportional 
zum Quadrat der Versetzungsgeschwindigkeit v. Da aber die H6he der 
Energieschwelle mit wachsender Geschwindigkeit (wegen der damit 
verbundenen Verkiirzung der Versetzung) sehr stark ansteigt, ist dieser 
Energieverlust eine rasch wachsende Funktion yon v und spielt sicher 
bei groBen Versetzungsgeschwindigkeiten eine wesentliche Rolle. 

Der urspriingliche LEIBFRIEDsche Gedanke war, dab die thermische 
Bewegung in einem Kristall den Hauptbeitrag zur D~impfung der Ver- 
setzungen liefert. NABARRO hat gezeigt, dab man die Wechselwirkung 
yon Schallwellen mit Versetzungen in zwei Beitr~ige zerlegen kann, 
n~imlich 

I. die Streuung yon Schallwellen an der Versetzungsinhomogenit~t, 
deren Berechnung aber die Beriicksichtigung der Abweichungen vonder 
linearen Elastizitiitstheorie erfordert, und 

2. die Mitbewegung der Versetzung unter der Wirkung der yon den 
Schallwellen herriihrenden Schubspannung, welche dann wiederum die 
Aussendung elastischer Wellen zur Folge hat. Wenn man den Begriff 
der auf eine Versetzung ausgetibten Kraft geeignet fal3t, so wird dieser 
Effekt schon bei elastizit~itstheoretischer Behandlung wiedergegeben; 
ftir eine in sich geschlossene Theorie ist jedoch auch hier die Diskussion 
eines nichtlinearen Modells erforderlich. 

Die Ergebnisse yon Abschnitt 5 lassen sich nur auf die Weehselwir- 
kung yon Versetzungen mit Wellen anwenden, die sich in der Gleit- 

1 Die dabei zu fiberwindende maximale Schubspannung wird P~IERLS-Kraft 
genannt. 

2 ESHBLBY, J. D.: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 197, 396 (1949). 



Theorie der Versetzungen in eindimensionalen Atomreihen. III. 193 

richtung ausbreiten. Sie zeigen, dab in diesem Falle kein Energieaus- 
tausch zwischen Versetzungen und Schallquanten stattfindet. Dieses 
Resultat entspricht genau dem entsprechenden Fall bei der COMPTON- 
Streuung an Elektronen. 

Dieses Ergebnis wird dadurch modifiziert, dab die Versetzung be- 
schleunigt und wieder verz6gert wird, und zwar sowohl wenn wit wie 
in Abschnitt 5 das Wellengruppenmodell fiir die thermische Bewegung 
zugrunde legen als auch bei tier Betrachtung harmonischer Scherungs- 
wellen. Dies hat die Aussendung elastischer Wellen (deren Intensit~t 
jedoch in der Gleitrichtung Null ist) zur Folge, so dab sich auf diese 
Weise in beiden Bildern ~bereinstimmend ein Energieverlust ergibt. 
Die Untersuchungen von Punkt 5 zeigen abet dariiber hinaus, dab die 
nichtlineare Wechselwirkung mit den thermischen Schwankungen dazu 
f~hrt, dab die mittlere Geschwindigkeit der Versetzungen gr6Ber ist als 
es ihrer kinetischen Energie (ira Falle eines idealen Kristalls) entspricht. 
Ob diese beiden Effekte zusammen zu einer Geschwindigkeitserh6hung 
oder zu einer Geschwindigkeitsverminderung ftihren, kann beim jetzigen 
Stand der Untersuchungen noch nicht gesagt werden. Von physikalischer 
Bedeutung wird bei h6herer Temperatur zweifellos die M6glichkeit sein, 
dab Zusammenst6Be von Wellengruppen und Versetzungen diesen fiber 
kleine Energieschwellen hinweghelfen. 

AbschlieBend sei noch die Frage angeschnitten, ob die nichtlineare 
Kopplung zwischen Eigenbewegungen und Eigenschwingungen prinzipiell 
ausreicht, um die Ausgleichsvorg~nge in Kristallen, zu denen ja auch 
die D~mpfung bewegter Versetzungen geh6rt, richtig zu beschreiben. 
Ft~r den Spezialfall der W~rmeleitung wurde von PEIERLS 1 bewiesen 
und yon KLEMENS 2 neuerdings best~tigt, dab die nichtlinearen Kopp- 
lungsglieder zwischen den Eigenschwingungen nicht gentigen, sondern 
dab die diskontinuierliche Struktur der Kristalle in geeigneter Weise 
bert~cksichtigt werden muB. Entsprechendes gilt ffir den zu Beginn des 
Abschnit~es besprochenen D~mpfungsmechanismus ffir Versetzungen. 
Dagegen ist die Antwort auf diese Frage ftir die Wechselwirkung zwi- 
schen Versetzungen und thermischem Schallfeld noch unbekannt. 
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1 PEIERLS, R.: Ann. Phys. (5) 3, 1055 (t929). 
2 I~LEMENS, B. G. : Diss. Magdalen College u. Clarendon Lab., Oxford t950. 


