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Zur Formulierung eines allgemeinen Beugungss
problems durch eine Integralgleichung.

Von
A.-W. MAvUE.

Mit 2 Textabbildungen.
(Eingegangen am 25. April 1949.)

Dasg Problem der Beugung vor skalaren und elektromagnetischen Wellen an
Korpern wird mit Hilfe einer Integralgleichung formuliert, die fiir eine Belegung
der Kérperoberfliche giit. Im elektromagnetischen Falle wird der Korper als
ideal leitend angencmmen, die Belegung ist in diesem Falle der Oberflichenstrom.
Die besonderen Verhiltnisse an Kanten und die Beugung an berandeten Flichen-
stiicken werden erdrtert. Als Beispiel wird die Beugung am Zylinder betrachtet.

Auf einen allseitig begrenzten Koérper falle eine Welle. Gefragt ist
nach den auftretenden Beugungserscheinungen. Diese allgemeine Frage-
stellung ist noch im einzelnen zu charakterisieren 1. durch die Form
des Korpers und 2. durch die auf der Kérperoberflache geltenden Rand-
bedingungen. :

Bei' der iiblichen Behandlung des Problems. fiihrt man spezielle
Koordinaten ein, die der Korperform angepaBt sind und die Kérper-
oberfliche als Koordinatenfliche enthalten. Die Losung der Wellen-
gleichung fiihrt auf spezielle Funktionen, die nur bei den einfachsten
Kérperformen bekannt und tabuliert sind.

Das skizzierte allgemeine Problem ist eine Randwertaufgabe (Wellen-
gleichung + Randbedingung -+ Ausstrahlungsbedingung im Unendli-
chen) im dreidimensionalen Raum. Das Zijel der folgenden Ausfith-
rungen ist, das dreidimensionale Problem auf ein zweidimensionales
zuriickzufithren, bei dem statt einer Raumfunktion eine Flichenfunktion
als Unbekannte auftritt. Diese ist auf der Oberfliche des Kérpers
definiert und geniigt einer Integralgleichung. Die angegebene Ziel-
setzung liegt nahe, besonders bei komplizierteren Kérperformen, weil
dann die Gestalt des Korpers, nicht die einfache Wellengleichung, das
eigentliche Problem.darstellt. Bei der Allgemeinheit des betrachteten
Beugungsproblems erscheint es wiinschenswert, die vorliegenden Zu-
sammenhinge auch von einem anderen als dem iiblichen Standpunkte
aus zu iiberblicken, auch wenn man di¢ Frage der Niitzlichkeit fiir
praktische Rechnungen zunichst offenliBt. '

Das Auftreten einer Integralgleichung an Stelle einer Differential-
gleichung, der Wellengleichung, ist eine Erschwerung der Aunfgabe.
Dem stehen 2 Vereinfachungen gegeniiber: 1. Die Zahl der unabhingigen
Variablen ist um 1 verringert, und die Einfithrung eines speziellen
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raumlichen Koordinatennetzes ist nicht notig. 2. Die Befriedigung
der Integralgleichung ist die einzige an die gesuchte Funktion zu stellende
Forderung. Es handelt sich daher von vornherein um die Bestimmung
einer einzigen Funktion, nicht wie bei der urspriinglichen riumlichen
Formulierung um die Auffindung simtlicher Losungen einer Diffe-
rentialgleichung, aus denen erst nachtriglich durch die Randbedingungen
eine bestimmte ausgewdhlt wird.

Die Verwendung einer Integralgleichung zur Formulierung einer
Randwertaufgabe ist eine bekannte allgemeine mathematische Methode.
Auf das Beugungsproblem ist sie neuerdings von Macnus! und Fock?
angewandt worden.

Im folgenden ist der Hauptwert auf eine parallel gechende Behandlung
des skalaren und des vektoriellen (elektromagnetischen) Beugungs-
problems gelegt. Den Ausgangspunkt bildet die Kircuniorrsche Integral-
formel und -ihre Verallgemeinerung fiir elektromagnetische Wellen.
Die Formeln driicken das HuvGENssche Prinzip mathematisch aus.
Sie werden meist zur niherungsweisen Behandlung von Beugungs-
problemen (KircHHOFFsche Beugungstheorie)® benutzt, sind aber selbst
exakt giltig. Bei der Einfilhrung der Formeln und der allgemeinen
Eigenschaften der in ihnen auftretenden Integrale verzichten wir auf
eine Begriindung und verweisen hierfiir auf eine Arbeit von Franz?,
der auch skalare und elektromagnetische Wellen nebeneinander be-
handelt. Die bei FraNZ angegebenen beiden Integraleigenschaften sind
noch durch eine dritte erginzt, die sich aus dem besonderen Unstetig-
keitscharakter der GREENschen Funktion durch direkte Rechnung
folgern 148t.

§ 1. Das skalare Beugungsproblem.
Nach KircrHOFF laBt sich die Losung # der Wellengleichung
Au4+R2u=0 ' (1)

'in einem Raumgebiet angeben, wenn # und ¢u/é» auf der Randflache
des Gebiets bekannt sind. Das geschieht mit Hilfe eines Integrals iiber
die Randfliche. Ist P der Aufpunkt, Q der Integrationspunkt und n
die innere Normale, so gilt

9G (P, Q) ou(Q)
w(p) = [{u@) 2522 — 62,0 52 do. @)
I Macnus, W.: Uber Eindeutigkeitsfragen bei einer Randwertaufgabe von
Au + k*u = 0, Jber..dtsch. Math.-Ver. 52, 177 (1943). ‘ )
2 Fock, V.: J. Physics 10, 130 (1946). — Bull, Acad. Sci. URSS., s. phys.
10, 171 (1946). i
3 Ein systematisches Naherungsverfahren, das sich an die KirRcHHOFFsche
Beugungstheorie als erste Naherung anschlieft, gibt W. Franz, Z. Physik. 125,
563°(1949).
4 Franz, W.: Z. Naturforsch. 32, 500 (1948).
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G(P, Q) ist die GreEENsche Funktion des unendlichen Raumes, wobei
es gleichgiiltig ist, welche der Formen

eiﬂ,kr

cos kv — (7 - 7’PQ) (3)

G(P,Q) =

4my

verwendet wird.

Fir die eingangs gestellte Aufgabe wenden wir (2) auf die gesuchte
Loésung # und auf das AuBere des beugenden Korpers an. SchlieBen
wir dabei die Strahlungsquelle- durch eine kleine Kugel aus, so besteht
der Rand des betrachteten Raumes aus 3 Teilen, der Oberfliche des
Korpers, der kleinen Kugelfliche und einer Fliche im Unendlichen.
Da # der Ausstrahlungsbedingung geniigt, verschwindet das Integral
iiber die letztere Fliche, wenn wir bei der Zeitabhingigkeit e=%*¢
(0 = k¢, ¢ = Phasengeschwindigkeit der Wellen) speziell

g'lk7

G= 4y (4)

wihlen. Das Integral iiber die kleine Kugelfliche liefert die einfallende
Welle u,. Bezeichnen wir die zundchst unbekannten Randwerte von #
und gu/0n am beugenden Korper mit f und g, so ergibt sich

oG (P, Q)

w(P) =uoP) + [{250

HQ)—G(P.0g@}a0, ()

wobei sich die Integration tber die Korperoberfliche erstreckt und n
vom Korper nach auBlen zeigt. Hiermit ist die gesuchte Raumfunktion
auf die beiden Flichenbelegungen fund g zuriickgefiihrt, die zu bestimmen
bleiben.

In (5) tritt der Integraltyp

v(2) = [{Z5 210~ G(P, Q) g(Q)} 40 )

ong

auf. Diesem iiber eine geschlossene Fliche erstreckten Integral kommen
ganz allgemein bei willkiirlichen Funktionen f und g und einem belie-
bigen der Werte (3) fiir G die folgenden Eigenschaften zu:

1. v geniigt beiderseits der Fliche der Wellengleichung (1).
2. An der Fliche erfiillt es die’ Grenzbedingungen

v —vy=] »
(2_:&)1 - (%L =& v

in denen sich der Index 1 auf die Seite der Fliche bezieht, nach der
die Normale 5 weist.

40%
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3. Auf der Fliche selbst sind v und 8v/én gleich dem Mittel 1hrer
Randwerte beiderseits der Fldche:

v =1} (s +vy)
ov 1 ({0v ov (8)
(s (37)2)

Von diesen Aussagen erfordert die dritte eine nihere Erliuterung.
Die erste Gl. (8) hat unmittelbar Sinn. Da G und 8G/é» nur wie /¥
unendlich werden, wenn sich P und' Q auf der Fliche ndhern, kon-
vergiert ndmlich das Integral (6) auch dann, wenn P auf der Fliche
liegt. Hingegen divergiert der aus (6) durch Differentiation nach #,
unter dem Integral entstehende Ausdruck

(), = [{552.9 1) - 529 g(g)}ag

dng onp

fiir Punkte P auf der Fliche. Er 1Bt sich jedoch durch partielle Inte-
gration so umformen, daBl ihm auch auf der Fliche ein bestimmter
Wert beigelegt werden kann, fiir den dann die zweite Gl. (8) gilt. Durch
zweimalige partielle Integration 140t sich die Divergenz vollstindig
beseitigen. Nach einmaliger partieller Integration wird das Integral be-
dingt konvérgent, wenn P auf der Fliche liegt. Man hat dann P durch
einen kleinen Kreis um P auszuschlieBen, dessen Radius man gegen Null
gehen 14Bt, um zum richtigen Integralwert zu gelangen. In unserem
Zusammenhange (vgl. §4) ist es zweckmdBig, sich auf eine einmalige ‘
partielle Integration zu beschrinken. Hierzu hat man die Differentiation
nach P im ersten Summanden in eine solche nach @ umzuwandeln:
‘ #6

Bng onp (ng grady (np grady G)) .

In der NaBLA-Schreibweise erhdlt man durch Anwendung der Vektor-
formel ([A B], [ED]) — (A 6) (BD)—(AD) (B )
die Darstellung
26
— (1o Vo) (np Vo) G= (g Vol, npVol) G — (ng up) (Vo Vo) G

ang 31/L_P_ =

Auf das zweite Glied rechts wendet man die fiir G giltige Wellen-
gleichung (1) an. - Im Bestandteil des Integrals, der vom ersten Glied
herrithrt, integriert man partiell, indem man das linke I/, st\att' auf
die in der letzten Gleichung rechts von ihm stehenden Gréfen unter
Vorzeichenumkehr auf f anwendet. Dann ergibt sich

(22), =~ [ (npgrade G (P, 011, (o grad /(Q)]) 40 +

| , o)
+ 2 [6(P,0) o) HQ) 20— [ L5 ¢(0) 0.
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Wir wenden die iiber den Integraltyp (6) getroffenen Feststellungen
auf den Lésungsansatz (5) fiir die Randwertaufgabe an. Zunichst
sehen wir, daB (1) durch den Ansatz von selbst erfiillt ist. Weiter ist
zu fordern, daB « und 9u/én am Kérper tatsichlich die dueren Rand-
werte f-und g annehmen oder, was wegen (7) dasselbe ist, daBl beide
den inneren Randwert 0 annehmen. Da (5) innerhalb des Kérpers die
Wellengleichung erfiillt, geniigt es, entweder fiir » oder fiir gu/on
den inneren Randwert 0 zu fordern; denn hieraus, folgt bereits, wenn
wir den Sonderfall ausschlieBen, daBl % ein Eigenwert des Kdrperinnern
ist, daB # im Korperinnern identisch verschwindet und daher auto-
matisch auch die jeweils andere der beiden GréBen # und 9u/én den
inneren Randwert 0 annimmt. SchlieBlich kénnen wir wegen (8) statt
dessen auch fordern, dafl auf der Korperoberfliche selbst # = §f wird
oder dall dort 9u/on =-%g wird. Das fithrt mit Ricksicht auf (5),
(6) und (9) zu den beiden gleichwertigen Integralgleichungen

SHO=u@+ [ 10 -62.@)d0  10)

und
S e(P)= (52— [ (Tnpgrady G (P, 0)), [ng grad /(Q)11 4 Q +
+# (6P, Q) emo) HQ 20— [ 217D g(0)ag,

die sich auf der Kdrperoberfliche abspielen. Jede dieser Gleichungen

legt zusammen mit einer aus den vorgegebenen Randbedingungen am

Koérper folgenden Beziehung die Flachenbelegungen f und g eindeutig

fest, da dann allen Forderungen gentigt ist, die anf und g zu stellen sind,

und die Randwertaufgabe als eindeutig losbar vorausgesetzt sein soll.
Schreiben wir die Randbedingung in der Form

(11)

F
au+bo =0, (12)

so tritt neben (10) und (11) als zweite Bestimmungsgleichung fiir f und ¢

af+bg=0. (13)
Im allgemeinsten Falle sind 2 und 4 komplexe Funktionen auf der
Korperoberfliche. Sie seien so beschaffen, daBl die Randwertauigabe
eindeutig 16sbar ist. Es darf also eine selbstdndige Ausstrahlung des
Korpers ohne Bestrahlung von auBlen nicht moglich sein. Sind ins-
besondere 4 und b reell, so findet-am Kérper weder Ein- noch Ausstrah-
lung, sondern reine Reflexion statt.

Von den beiden Gln. (10) und (11) ist im allgemeinen (10) als die
einfachere vorzuziehen. (10) ist eine reine Integralgleichung zweiter Art,
wiahrend (11) auch Ableitungen von j enthilt. ‘Nur bei der Randbe-
dingung #.= O ziehen wir (11) vor. In diesem Falle artet nimlich (10)
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zu einer Integralgleichung erster Art aus, und in (11) verschwinden die
Ableitungen der Unbekannten. Trifft man die Auswahl zwischen (10)
und (11) in dieser Weise, so vermeidet man damit auch die oben einge-
fithrten bedingt konvergenten Integrale.

SchlieBlich betrachten wir noch die beiden einfachsten Spezialfille
der Randbedingung. Die gewonnene Formulierung des Beugungspro-
blems lautet fiir die Randbedingung u=0 .

. oG (P, 7
#P) =0, P+ [0 ggrag=(F0), a4
und flir die Randbedingung éu/on = 0

1O = [FEER Qa0 =m(P),  g(P)=0.  (13)

Bei den noch folgenden Betrachtungen iiber das.skalare Beugungs-
problem beschrinken wir uns auf diese einfachen Fille.

Alle abgeleiteten Formeln gelten auch, wenn der beugende Korper
unendlich ausgedehnt ist. Liegt die Strahlungsquelle im Endlichen, so
verschwinden G und f im Unendlichen wie 1/, G/dn und ¢ mindestens
wie 1/r, was zusammen mit den Oszillationen der Exponentialfunktion
in G zur Konvergenz der Flachenintegrale gentigt. Liegt die Strahlungs-
quelle im Unendlichen, so ist ein Konvergenzfaktor zu verwenden, den
man nachtréiglich gegen 1 gehen laft.

$ 2. Das elektromagnetische Béugungsproblem.

Die MaxwELLschen Gleichungen des leeren Raumes fiir das elektro-
magnetische Feld €, $ lassen sich schreiben:

ot =4k 9, rotH =—1k€. (16)

Das Feld innerhalb. eines Raumgebietes 148t sich angeben, wenn die
Tangentialkomponenten von € und % auf der Randfliche bekannt sind.
Die der KircunoFFschen Integralformel (2) entsprechenden Beziehungen
entnehmen wir aus den Gln. (17) und (18) bei Franz (1. c. S.602, Anm. 4),
die wir fiir ein homogenes Medium spezialisieren und in unsere Bezeich-
nungsweise umschreiben:

@3:[ [grad, G [@nQ]]dQ—;—krotf[gradQG[@ 11140,
9= [ lgrade G [5 1161120+ wot [ [grado G [C 1] Q.

G ist wieder durch (3) gegeben, n ist die innere Normale. Zur Verein-
fachung der Formeln wurde darauf verzichtet, die Abhingigkeit der
einzelnen GroBen von Aufpunkt P und Integrationspunkt @ anzugeben.
Das soll auch im folgenden geschehen, wenn MiBverstindnisse aus-
geschlossen sind. G hingt stets von P und @ ab, die anderen Gréfen

(17)
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von Q, wenn sie unter dem Integral, von P, wenn sie auBerhalb des
Integrals stehen. Entsprechend beziehen sich Differentiationen dieser
GroBen unter dem Integral auf Q, aulerhalb auf P. Bei Differentiation
von G und bei den Normalenvektoren n ist der Index P oder @ beigefiigt.

Den beugenden Korper nehmen wir als ideal leitend an, so daB8 an

der Korperoberfliche
[En]=0 (18)

wird. Fiir den Randwert der Tangentialkomponente von $ gelte mit n
als dullerer Normalen am Kérper

[on] =—3. (18a)

& ist der elektrische Oberflichenstrom und spielt die Rolle der unbe-
kannten Flichenbelegung. Die einfallende Welle sei €, §,. Anwendung
von (17) auf das Beugungsproblem liefert dann

¢ = G, —|—#rotf[gradg G, 5140,
9 =9o— [ [grady G, §14Q,
FLln (20)

und unter G jetzt wieder der Ausdruck (4) zu verstehen ist.

Wie in (5) sorgt auch in (19) die Form des Ansatzes dafiir, daB
jetzt die im AuBenraum vorgeschriebenen Differentialgleichungen, das
ist Gl (16), erfillt sind. Uberdies geniigt (19) diesen auch im Kérper-
innern. Weiter gelten fiir die Tangentialkomponente des in (19) aui-
tretenden Integralausdrucks

A = [ [grady G, F14Q (21)

und seiner Rotation, wenn § (20) erfiillt, aber sonst beliebig ist, an
der Fliche die Grenzbedingungen

[An]— [An)y = X, [tot U, ul, —[rot A, nly =0.  (22)

Der Index 1 bezieht sich auf die Seite der Fldche, nach der n weist.

‘Damit rot % auch auf der Fliche selbst einmen Sinn -erhdlt, muf}
es umgeformt werden. Durch Umwandlung einer Differentiation nach P
in eine solche nach @ und Benutzung einer Vektorformel ergibt sich

rotp [grady G, F1 =G [EP |§Q %H = G [EQ r17—0 %H
——GVy o) +6 eV 5.

Dabei deuten die Pfeile an, daB |/ auf G, nicht auf § wirkt. Im zweiten
Glied rechts 148t sich (1) fir G anwenden. Im Integral fithrt man
dann im ersten Glied eine partielle Integration durch und 14Bt unter

(19)

wobel
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Vorzeichenumkehr das rechte I statt nach links auf % wirken. Man
erhilt dabei
rot A = [divF-grady GAdQ—k2 [ G- FdQ. (23)

Die Integrale (21) und (23) sind ebenso wie (§) auf der Fliche nur bedingt
konvergent und im selben Sinne wie (9} als Grenzwerte zu verstehen.
Die Singularititen treten auf bei der Normalkomponente von (21) und
der Tangentialkomponente von (23). Die Werte auf der Fliche sind
wieder die Mittelwerte der beiderseitigen Randwerte. Insbesondere
gilt fiir die Tangentialkomponenten auf ‘der Fliche, in der zweiten
Gleichung mit Riicksicht auf (22),

[An] =3§ ([Unly + [An]y) } (24)

[rot U, n] = [rot A, n]; = [rot A, nl,.

Wegen (18) und (18a) ist zu fordern, dal die mit (19) gebildeten
Gréflen [€ n]und [$ n] am Korper die duBeren Randwerte 0 und —
annehmen. Nach (19), (21) und (22) sind die zugehérigen inneren
Randwerte fiir beide GroBen 0. Genau entsprechend den Verhiltnissen
beim skalaren Beugungsproblem gentigt es wieder, von einer der beiden
GroBen zu verlangen, daB ihr innerer Randwert verschwindet, da hier-
durch und, weil (19) im Korperinnern (16) erfiillt, bereits das identische
Verschwinden des Feldes (19) innerhalb des Korpers gewdhrleistet ist.
Dabei ist wie in § 1 angenommen, dafl £ kein Eigenwert des Kérper-
innern ist. Die zugehoérigen Werte von [€ n] und [$ n] auf der Fliche
sind mit Riicksicht auf (24) 0 und — }&. Hieraus ergeben sich nach
(19), (21) und (23) zwei Integralgleichungen auf der Koérperoberfliche.
Sie lauten, ausfithrlich geschrieben,

ikfG(P, Q) [F(Q),npldQ +
o [12radg G(P, ), e div () 40 = — (6 (P), 2], (25)

§3(P)—[[lgrado G(P, Q), F(Q) ], npldQ = — [9o(P), np].  (20)

Da wir die Randbedingung (18) schon beriicksichtigt haben, stellt jede
dieser beiden Gleichungen fiir sich allein eine vollstindige Formulierung
des Randwertproblems dar. Die einfachere Gleichung ist (26). Sie
ist eine reine Integralgleichung zweiter Art und enthélt keine nur be-
dingt konvergenten Integrale.

§ 3. Beugende Objekie mit Kanten.

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, daBl die Normalen-
richtung in jedem Punkte der Kérperoberfliche eindeutig festliegt, die
Fliche also iiberall endlich 'gekrﬁmmt ist. Jetztsollangenommen werden,
daB Kanten vorhanden sind.
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Der Kern der Integralgleichungen (14), (15) und (26) besitzt bei
glatter Oberfliche nur in Q@ = P eine Unstetigkeit und verhélt sich
hier wie 1frp,. Die Inhomogenititen duy/dn, u, und — [§; n] sind
auf der Korperoberfliche stetig. Die eindeutige Losbarkeit der Integral-
gleichungen durch stetige Funktionen g, f und & ergab sich durch die
Herleitung der Gleichungen aus den beiden Voraussetzungen, dal die
gestellte Randwertaufgabe eindeutig 16sbar und % kein Eigenwert des
Korperinnern ist. Treten Kanten auf, so wird der Kern an diesen
unstetig, ebenso die Inhomogenititen ou,/6n und — [$H, n], weil die
Normalenrichtung an den Kanten springt. Zusitzliche Unstetigkeiten
des Kerns allein brauchen keine besondere Bedeutung fiir die Losung
zu haben, da das mit einem solchen unstetigen Kern gebildete Integral
im allgemeinen trotzdem stetig ist. So bleibt beispielsweise die Losung f
von {15) auch beim Auftreten von Kanten stetig. Aber gerade wegen
dieser Unempfindlichkeit des Integrals gegeniiber Unstetigkeiten des
Kerns lassen sich die Gl. (14) und (26) mit unstetiger Inhomogenitit
nur durch Funktionen ldsen, die an der Kante unendlich werden.

Vom glatten Kérper zum Korper mit Kanten gelangt man durch
einen Grenziibergang von fiberall endlicher zu stellenweise unendlicher
Krimmung.  Einen solchen Grenziibergang vom Standpunkte der
Integralgleichung aus streng durchzufithren, wiirde schwierig und un-
noétig umsténdlich sein und ist daher nicht beabsichtigt. Vielmehr sollen
die einfachen Methoden der ebenen Potentialtheorie angewandt werden,
um die Formulierung des Beugungsproblems durch eine Integralgleichung
auf Kérper mit Kanten auszudehnen.

Zwei Fragen sind zu beantworten: Erstens ist-zu kliren, ob die
Losungen f, g und § an den Kanten singuldr werden und wie diese
Singularititen beschaffen sind. Zweitens ist die Moglichkeit des Auf-
tretens von Linienintegralen lings der Kanten in der Integralgleichung,
zusétzlich zu den Flichenintegralen, zu erdrtern.

Es soll die Laosung # der Wellengleichung (1) in der Umgebung einer
Stelle der Kante betrachtet werden. Die Ausdehnung des. ins Auge
gefafiten Bereichs sei klein gegen die Krimmungsradien der Kanten-
linie und der anstofenden Flichen und gegen die Wellenlinge. In
diesem engen Bezirk kann « als Lésung der zweidimensionalen Potential-
gleichung in der Ebene senkrecht zur Kante (x-y-Ebene) angesehen,
also insbesondere als unabhingig von der Koordinate z in Kanten-
richtung betrachtet werden. # baut sich dann bei Verwendung ebener
Polarkoordinaten 7, ¢ auf aus den Funktionen

rEvcosve,  rt?sinyp, mit v > 0
1, lgr entsprechend » =0 }
Die zulissigen »-Werte ergeben sich aus der Randbedingung am Kérper
{vgl. Abb. 1). Die fiir den Aufbau der Lésung # eines Beugungsproblems

(27)
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erforderlichen Zahlenkoeffizienten werden grundsétzlich immer genau zur
einen Hilfte durch die Bedingungen in weitem Abstand vom Beugungs-
objekt (Strahlungsquelle 4 Ausstrahlungsbedingung), zur anderen Halfte
durch die Bedingungen am Objekt festgelegt. Es diirfen daher durch
Nullsetzen der entsprechenden Zahlenkoeffizienten alle Funktionen (27)
mit negativem Exponenten von # (zuziiglich der Funktion lg#) aus-
geschieden werden, um so zu erreichen, da} # auch an der Kante endlich
bleibt. Somit bleibt auch f endlich, und der Fall der Randbedingung
du/0n = 0 ist damit erledigt. Bei der Randbedingung » = 0 haben ‘wir
zu bilden ou Su
Al
was fiir Werte < 1 in den nicht ausgeschiedenen Funktionen (27} zu
einem Unendlichwerden von g wie »* ! fiihrt. Die einzige Funktion, fiir
die das zutrifft und die die Randbedingung #» = 0 erfillt, ist

7¥-cosye mit v — sz?’ {29)
wobei man die Bedeutung von «aus Abb. 1 entnimmt. Die hiermit ge-
wonnenen Aussagen iber das Verhalten von f und g an den Kanten
fassen wir zusammen zu

. 1
-y

(28)

20
/ endlich, s s w2 (30)
wobei s den Abstand von der Kante bedeutet. (30) gilt auch fiir den
Fall kantiger Einbuchtungen des Koérpers. « ist dann negativ.
Es soll noch bemerkt werden, daf3 (30) nicht die Rolle von Grenz-
bedingungen an der Kante zukommt. Grenz- oder Randbedingungen
sind bei Integralgleichungen unnétig. Der Sinn von (30) ist vielmehr,

den Kreis der Funktionen abzugrenzen, die als Losungen zugelassen
’ 20

sind. Nicht die Stetigkeit von f und g - s@+ 2 wird also gefordert,
sondern nur ihre Endlichkeit. Die Stetigkeit ergibt sich bei der Lésung
von selbst ébenso, wie bei glatten Kérpern f und.g auch dann von selbst
stetig werden, wenn man nur stiickweise Stetigkeit von ihnen verlangt.

Es bleibt die Frage eines etwaigen von der Kante herrithrenden
Zusatzgliedes in der Integralgleichung zu kldren. Fir f ist ein solches
Glied von vornherein auszuschlieBen, da f endlich bleibt. Fiir g wiirde
das Auftreten eines Zusatzgliedes bedeuten, daf das iiber eine unendlich
kleine Nachbarschaft der Kante erstreckte Integral

[g(@aQ 1)
endlich ist. Um zu einer schirferen Formulierung zu gelangen, sind
einige Vorbereitungen nétig.

In der x-y-Ebene seien die kartesischen Koordinaten auf ein krumm-
liniges Koordinatensystem &,# mit dem Linienelement

ds? = (d&% + dy?) (32)
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konform abgebildet. Die Kdrperoberfliche sei die (geknickte) #-Achse,
auf der & = 0 gelte (vgl. Abb. 1). An der Kante selbst sei auBerdem
# = 0. Betrachtet man statt £ = 0 eine beliebige Kurve & = &, als
Korperoberfliche, so lautet die der Randbedingung # = 0 geniigende
Losung niedrigster Ordnung in &,# der Potentialgleichung

Pu >’u
et Fre 0 (33)
einfach
w=§—&. (34)
Sie stimmt fiir &, = 0 mit (29), d.h. der unter den in
Frage kommenden Lésungen (27) mit niedrigster
Ordnung in 7, iiberein.

'Um die Frage nach dem Kantenglied zu be-
antworten, hat man (31) zunichst fiir & == 0 iiber
einen endlichen Bereich — #< 7 < 7, zu erstrecken.
Dann hat man von der abgerundeten zur scharfen
Kante iiberzugehen (&, —0) und schlieBlich’ den endlichen Integrations-
bereich schrumpfen zu lassen (7, —~ 0). Wegen (32) und (34) erhdlt man

Abb. 1. Schnitt senk-
recht zu einer Kante.

_ Ou 1 Qu 1

S P T (35)
und weiter auf & = £, wegen (32)
ds=e-dy. (36)

Hieraus ergibt sich das fragliche Integral (31) in der Schreibweise des
ebenen Problems unabhingig von &, zu

7o
[ gds =2, (37)

— o
was Hir 5y -0 verschwindet. Die Kante liefert alse auch fiir g kein
Zusatzglied. Da an der Kante das &-»-Netz unendlich dicht ist, ver-
schwindet hier die MaBgroBe e. Es ist daher fiir das eben:gewonnene
Ergebnis ausschlaggebend, daB sich ¢ in (35) und (36) gegenseitig hebt.
Beim Auftreten zweiter Ableitungen statt der ersten Ableitung in (35)
wiirde das nicht mehr der Fall sein.

Der elektromagnetische Fall 1dBt sich ebenso wie der skalare als
ebenes Problem behandeln und auf diesen zurtickfithren. Hierzu werde
der zur x-y-Ebene senkrechte Einheitsvektor 3 eingefithrt, der zusammen
mit dem Normalenvektor n und mit [3 n] ein rechtwinkliges auf der
Kérperoberfliche ortsabhingiges Achsenkreuz bildet. Zerlegung des
Oberflichenstroms & und der Tangentialkomponente von §, in den
zur Kante senkrechten und den zu ihr parallelen Bestandteil liefert

$o=HY [3n]+Hiz+ Hom, }

38
§=F Gnl+ F3. 08)
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Durch diese Zerlegung zerfdllt (26) in 2 Gleichungen, die bei Weg-
lassung des Gliedes

JE G mome1ag 39)

lauten
SE+ [ Rag—HY, (40)
TR~ 5 FLdg ——H. (41)

(39) enthilt das Glied aG/azo. Durch partielle Integration 14Bt sich
die Differentiation nach z auf F, abwilzen. Da F| im Sinne der an-
gewandten ebenen Betrachtung in Richtung parallel zur Kante als
konstant anzusehen ist, ist (39) folgerichtig zu streichen. Ein aus-
integrierter Bestandteil tritt bei der partiellen Integration nicht auf, da
die Kante, lings der z gemessen wird, sich nicht ins Unendliche erstreckt,
sondern den Korper umschlieBt. z vertritt also eine zyklische Variable.

{40) und (41) stimmen mit (14) und (15) in der Form iiberein und
gehen aus diesen hervor, wenn man darin g, f, due/dn, u, durch F,
F|, H%, — H} ersetzt. Wie dort du,/0n springt hier H an der Kante,
weil §, selbst fest ist, aber n springt. Hingegen ist H| wie u, stetig,
da j eine feste Richtung hat. Ubertragung von (30) Lefert

20

F| endlich, Fi<s nt2a, (42)

Mit Riicksicht auf (38) besagt das, daB der Oberflichenstrom lings
der Kante unendlich werden kann, wihrend der senkrecht zur Kante
endlich bleibt.

Im Zusammenhang mit den Rechnungen von MEIXNER! iiber d1e
elektromagnetische Beugung an der Kreisscheibe ist es interessant,
nach dem Feld im AuBenraum in der Umgebung der Kante zu fragen,
das zu der unendlich werdenden Komponente I gehort. F; ist wegen
(18a) und der zweiten Gl. (38) das tangentlale Magnetfeld lings der
geknickten #-Achse von Abb. 1. Das normale Magnetfeld verschwindet
am Korper wegen (18) und der ersten Gl. (16). Demnach ist hier (vgl.
Abb. 1) bei komplexer = Zusammenfassung der beiden kartesischen
Komponenten von $

‘ Hx*—’LHwalE] 6¥i°‘, (43)
wobei das Vorzeichen im Exponenten fiir die positive bzw. negative
n-Achse gilt. Als mit (43) als Randbedingung in Einklang stehende
Losung der Potentialgleichung ergibt sich, wenn der in (42) wegge-
lassene hier speziell als reell angenommiene Proportionalitdtsfaktor mit
C, bezeichnet wird ra

Hy—iH, =—iCy(x+iy) "%2%, (44)
1 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 3a, 506 (1948).
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Die Energiedichte des Feldes ist der GrofSe

4a

H2 4 H2=C%.y =t2e (45)

proportional. Sie ist, da « hichstens /2 sein kann, in der Ebene inte-
grierbar und erfiillt damit die von MEIXNER an die Losung des Beugungs-
problems gestellte Forderung. Diese Vorschrift der endlichen Feld-
energie dient bei MEIXNER dazu, aus der groBen Schar der an der
Kante singuldren Losungen der MAxXwELLschen Gleichungen die physi-
kalisch sinnvolle auszusondern und reicht hierfiir aus. Durch- (45)
wird das Verhalten des Feldes schirfer gefafBt.

Ganz Entsprechendes gilt vom elektrischen Feld €, das zu der
endlichen an der Kante ungeraden Ldsung F| von (41) gehort, die sich

k13

hier wie o s#+2« verhilt. Aus dem zugehorigen Magnetfeld H,
berechnet sich nach (16) das an der Kante unendliche elektrische Feld

20
E,—iE,=Cy(x+iy) 7t (46)
mit reellem C,.

§ 4. Die Beugung an bevandeten Flichenstiicken.

Einen Sonderfall eines Kdrpers mit Kanten stellt ein berandetes
Flachenstiick dar. Hier ist speziell o = /2, so daB an der Berandung gilt

f endlich, g sk, }
i,

F, endlich, Fi<ss (47)

In Gl (15), die zunichst betrachtet werden soll, ist das Integral
{iber beide Seiten des Flichenstiicks zu erstrecken, die wir als Ober-
seite (4) und Unterseite (—) unterscheiden. Da sich dabei der Inte-
grationspunkt @ zweimal auf derselben Fliche bewegt, nimmt ¢ G/dn,
abgesehen vom Vorzeichen zweimal dieselben Werte an. Es ist daher
praktisch, fir die Werte von f auf Ober- und Unterseite getrennte
Bezeichnungen f;. und f_ einzufilhren und unter Verwendung der
Differenz f, — f_ nur einmal iber die Fliche zu integrieren. Setzt man
fiir diese eine Integration die Normalenrichtung als nach der Oberseite
weisend fest, so tritt an die Stelle des Integrals in (15)

oG
ong

(f+ —1-)dQ. (48)

Hierbei bleibt noch ein Punkt zu korrigieren. Man denke sich die
Fliche durch Zusammenriicken von Ober- und Unterseite eines Kérpers
endlicher Dicke d (vgl. Abb. 2) entstanden. Der Aufpunkt P liege auf
der Oberseite. Dann ist bei der Integration iiber diese Seite P als
Punkt der Fliche zu betrachteén. Anders bei der Integration iiber die
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Unterseite. Hier ist der Grenzwert des Integrals zu verwenden, der
sich ergibt, wenn P von oben her an die Unterseite heranriickt.. Soll
daher in (48) der Aufpunkt P einheitlich als Punkt auf der Fliche be-
trachtet werden, so hat man den Bestandteil von (48), der von der
Unterseite herrithrt, noch durch die Differenz seines oberen Randwertes
und seines Wertes auf der Fliche zu korrigieren. Man hat dann nach
n (6), (7) und (8) das Glied —4f_ zu (48) hinzuzu-

+ fiigen.. So entsteht aus (15) mit den Abkiirzungen

= F+ +1-=w, fr—f-=¢ (49)
als Integralgleichung fir die’ Randbedmgung

Abb. 2. Grenziibergang zur 0 M/ on =0

berandeten Fliche. ‘ ! ’(/) f s @ dQ — . (50)

Nimmt man den Aufpunkt vor dem Grenziibergang statt auf der
Ober- auf der Unterseite an, so gelangt man zur selben Gleichung,
da (50) beziiglich beider Seiten symmetrisch ist. Um eine zweite Glei-
chung zu erhalten, kann man beim Grenziibergang 4 —0 in Abb. 2
auch noch das in 4 lineare Glied beriicksichtigen. FEinfacher ist es,
GL (11) mit g =0 zu benutzen, was zum gleichen Ergebnis fiihrt.
Geht man in derselben Weise vor wie bei der Herleitung von (50), so
erhdlt man mit Riicksicht auf den Umstand, daB die vorkommenden
Integrale wegen g = 0 nach (9), (7) und (8) an der Integrationsfliche
nicht springen, als zweite Gleichung

[ (e grady 61, (o grad g 40—kt [ G (nprg)gpd @ =422, (51)

Fiir die Welle # im AuBenraum ergibt sich aus (5)

u~u0—l—fano (52)

Da p weder in (51) noch in (52) vorkommt, eriibrigt sich seine Be-
rechnung tiberhaupt, und Gl..(50) wird iiberfliissig.

Ganz entsprechend liegen die Verhiltnisse bei der Randbedingung
# = 0 und im elektromagnetischen Falle. Von zwei unbekannten Bele-
gungen und zwei Integralgleichungen wird jeweils nur eine, und zwar
eine bestimmte, bendtigt. Es soll daher jeweils nur die ¢ entsprechende
Belegung eingefiihrt und nur die (51) entsprechende Integralgleichung
angegeben werden. Mit der Abkiirzurg

g+—|-g~’—_7/ 53

)
[GyaQ =u,. (54)
Bei der Herleitung wird benutzt, daBl das Integral nach (6), (7) und (8)
an der Integratwnsﬂache stetig ist. Die rdumliche Welle wird nach (5)

w=uy— [ GydQ. . (55)
Bei (54) legt der Aufpunkt auf der Fliche, bei (55) im Raum.

folgt aus (10) mit /=0
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Die Integralgleichung fiir den elektromagnetischen Fall ergibt sich
aus (25) mit Ricksicht auf die Stetigkeit der Integrale an der Fliche,
die aus (23) und (24) folgt. Mit der Abkiirzung

S =%+ + T (56)

erhdlt man die auf der Fliche giiltige Gleichung

ik [G13m1dQ+ i [Terad Gonpl - divydQ =—[Gonpl.  (57)
Das Magnetfeld im Raum wird nach (19)
$ = 90— [grady 6, 374 (58)

Hier ist es physikalisch ohne weiteres einleuchtend, daB das Feld nur
durch den gesamten Flachenstrom  bestimmt sein und dafl die Differenz
% — F_ keine Rolle spielen kann.

Aus (47) folgt fiir das Verhalten der neu eingefithrten Flichen-
belegungen an der Randlinie:

@ endlich, yS s, (59)
J1 endlich, Jy=ss—h 0

Fir die Konvergenz des zweiten Integrals in (57) am Rand ist es we-
sentlich, daB3' J, endlich bleibt; denn aus J| ~ s~ wiirde div§ ~s—#
folgen.

Wihrend in den vorangegangenen Abschnitten immer die Moég-
lichkeit bestand, von zwei verfiigharen Integralgleichungen die ein-
fachere zu verwenden, besteht eine solche Wahl bei der Beugung an
Flachenstiicken nicht mehr. Man wird vielmehr zwangliufig auf die
GIn. (51), (54) und (57) gefithrt. Diese sind in dreifacher Hinsicht un-
bequermn.

Erstens treten in (51) und (57) bedingt konvesgente Integrale des in
§1 ndher besprochenen Typs auf, deren Wert durch einen Grenz-
ibergang festzulegen ist. Das in §1 erwihnte Verfahren, die Integrale
statt einer einmaligen einer zweimaligen partiellen Integration zu unter-
werfen, ehe man fir P auch Punkte auf der Fliche zuliBt, wiirde
zwar die Divergenz bei Q = P vollstindig beheben, dafiir aber eine neue
an der Berandung erzeugen. Zweitens sind (51) und (57) keine reinen
Integralgleichungen, da Ableitungen der Unbekannten vorkommen, und
drittens sind alle 3 Integralgleichungen von erster Art.

Im Sonderfalle eines ebenen Flichenstiickes vereinfacht sich (51) zu

f (grad, G, grad ¢) dQ — &2 f GopdQ="% (60)

dnp

withrend sich (54) und (57) nicht dndern.
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$ 8. Die Beugung am Zylinder als Beisprel.

Zum Schlufl sollen die aufgezeigten allgemeinen Zusammenhinge
durch ein geldufiges Beispiel erldutert werden. Wir wihlen hierzu
die elektromagnetische Beugung am ideal leitenden Zylinder unendlicher
Linge bei senkrechter Anstrahlung.

Der Radius des Zylinders sei @, seine Achse die z-Achse eines karte-
sischen Koordinatensystems #, y, z. Die Anstrahlung erfolge in der
x-Richtung. Je nach der Polarisation ist dann das Magnetfeld der
einfallenden Strahlung

oy =A€i**  oder o, = B et (61)

mit beliebiger Amplitude 4 oder B. Die Infegralgleichung (26} zer-
{4llt in 2 Gleichungen, die sich auf die beiden Polarisationsfille beziehen.
Die beiden Fille konnen gleichzeitig als Beispiele zweier skalarer
Beugungsprobleme mit den Randbedingungen # = 0 und 9u/dn =0
aufgefalit werden. Man erhilt die Gleichungen auf demselben Wege
wie die Gl. (40) und (41). Das (39} entsprechende Integral verschwindet
Adabel da ¥ ebenso wie $, von z unabhingig und 2G/oz, beziiglich
29— zp ungerade ist. Die Gleichungen lauten bei Verwendung von
Zylinderkoordinaten 7, ¢, z, wenn wir die Koordinaten des Aufpunktes P
mit groBen, die des Integrationspunktes Q mit kleinen Buchstaben be-
zeichnen:

E@)+a[(SfE0)  Elg)dpdz—u,(a.9),

1
2
oG
3H@—a [, EWdpdz=— 5.0 0).

(62)

Bei Aﬁsﬁihrung der Integration iiber z geht die GREENsche Funktion
(4) des dreidimensionalen Raumes in die der Ebene

G(P,Q) =+ HP (krpg), rpo =R+ 7*—2Rrcos(p—B) (63)

iiber. H( ist die erste HaNkELsche Funktion mit dem Index 0. Ihr
Faktor in (63) berechnet sich so, daf} sich G bei @ = P wie ;—nlg C::Zt
verhilt. Wegen der Symmetrie von 75, in Rund 7 wird fiir R =7 = a:

oG 8G 1 (eG | aG 1 0 (=
a—R=“67=Z<a—R+?7>=za‘ Grer=df - (64)

Auf dem Zylindermantel ist

7pg =2a sin %} mit y=¢—@ (65)
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zu setzen, und (62) geht mit Riicksicht auf (61) und (63) bis (65) iiber in

2x
i}g(q})_{_fg— ~H<1)<2kusm )F(@+X)dx A eikacos? cos
V]

%1«;( f H(l)(zkusm ) F(@+x>dx:__Be1kucos¢ J|
Entw1cke1t marn h1erm die rechten Seiten und die unbekannten
Funktionen nach FOURIER:

plkacos® Z Z‘n]n(ka)gind?’
gtkacosPongh — Z in—lﬂ(ka)einé’ (67)
n=—o0
Z aneinlﬁ, _Ep(@): Z bngind?,

so erhilt man mit der Abkﬁrzung
/~— Zkasm z)e““fdx (68)

durch Koeffizientenverglemh
t+Cla,=A4m"1] (ka),
}(—Cp) by =—Bi ], (ka). }

J, ist die BrsseLsche Funktion #-ter Ordnung. Striche bedeuten

hier und im folgenden Ableitungen.
(68) berechnet man am einfachsten mit Hilfe des Additionstheorems

(69)

HY (VRZ +72—2R7cosy) = =§; oan (k7) HD (R R) "% (70)

fir R>r, 0<y<2nw,
das fir R=7=a in

HE (zkasm ) Z J,(ka) HO (k a) e (71)
iibergeht. Mit Riicksicht auf
L,=E1),  HO =(~1y-HY (72)
erhilt man
Co="ZEL1 [ (ka) HO (k) + ] (k@) HY (k). 73)
Mit dem Wert
T (ka)y HY (ka)— ] (ka) HY' (ka) = —> (74)

inka

Zeitschrift fir Physik. Bd. 126. 41
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der Wronskischen Determinante ergibt sich weiter

14+C, —imka] (ka)HY (ka),
1—C,=—inka] (ka) HV (ka), 75)
womit aus (69) und (67) die Losungen
‘ 24 Crgin?
E(¢) =T Rka Hnl) (ka)
e (76)
F (D) — 2: B nein?®
o )__nk_a Hy;l) (k a)

fiir den Oberflichenstrom folgen.
Aus (76) kann man das Magnetfeld der gebeugten Welle 9 = H— Do
mittels der zweiten Gl. (19) berechnen, die man zweckmi8ig in der Form

.‘)Z)bR@ _faG(R®a99 (‘P)d(P

oG ,D;a
B R = —a [LEEL00) £ 4 (77)

oG R, D;a,
(RO =—a [ LTI E (g dg |

verwendet. Bei der ersten Gl. (77) ist grad, G = —gradp G benutzt.
Die Integrale, in die G nach (63) einzusetzen ist, lassen sich mit Hilfe
von (70) ausrechnen, wobel sich die Ausdriicke

o0

_i ]n(ka) t! in
(R, @)= 5 Z nir s )H J(kR) ¢in®
]n ka) , i
$(R,®) =id Z ey HY (R R) ¢in® (7)
£ (R, ®) =—BZ 1), Hl(kR)eM

ergeben, in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der iiblichen Rechnungs-
methoden.



