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Das Problem der Beugung von skalaren und elektromagnetischen Wellen an 
K6rpern wird mit i i l fe  einer Integralg]eichung fotmuliert, die flit eine Belegung 
der K6rperoberfl~iche gilt. Im elektromagnetischen FMle wird der 1K6rper als 
ideal leitend angencmmen, die Belegung ist in diesem Falle der Oberfl~ichenstrom. 
Die besonderen Verh~ltnisse an Kanten und die ]3eugung an berandeten Fliichen- 
stricken werden er6rtert. Als Beispiel wird die Beugung am Zylinder betraehtet. 

Auf einen allseitig begrenzten K6rper falle eine Welle. Gef rag t  ist 
nach den auftretenden Beugungserscheinungen. Diese allgemeine Frage- 
stellung ist noch im einzeh~en zu charakterisieren t. dutch die Form 
des K6rpers und 2. durch die auf der K6rperoberfl{iche geltenden Rand- 
bedingungen. 

Bei' der tiblichen Behandlung des Problems. fiihrt man spezielle 
Koordinaten ein, die der K6rperform angepagt sind und die K6rper- 
oberfl~iche als Koordinatenfi~iche enthalten. Die L6sung der Wellen- 
gleichung fiihrt auf spezielle Funktionen, die nur bei der[ einfachsteli 
K6rperformen bekannt  und tabuliert sin& 

Das skizzierte allgemeine Problem ist eine Randwertaufgabe (WelleI1- 
gleichung + Randbedingung + Ausstrahlungsbedingung im Unendli- 
chen) im dreidimensionalen Raum. Das Ziel der folgenden Ausfiih- 
rungen ist, das dreidimensionale Problem auf ein zweidimensionales 
zurtickzuftihren , bei dem stat t  einer Raumfunktion eine Fl~tchenfunktion 
als Unbekannte auftritt .  Diese ist auf der Oberfl~iche des K6rpers" 
definiert und genfigt einer Integralgleichung. Die angegebene Ziel- 
setzung liegt nahe, besonders bei komplizierteren K6rperformen, weft 
dann die Gestalt des K6rpers, nicht die einfache Wellengleichung, das 
eigentliche Problem. darstellt. Bei der Allgemeinheit des betrachteten 
Beugungsproblems erscheint es wfinschenswert, die vorliegenden Zu- 
sammenNinge auch yon einem anderen als dem tiblichen Standpullkte 
aus zu iiberblicken, auch wenn man die Frage der Ntitzhchkeit ffir 
praktische Rechnungen zun~ichst offenlABt. 

Das Auftreten einer Integralgleichung an Ste]le einer Differential- 
gleiehung, der Wellengleichung, ist eine Erschwerung der Aufgabe. 
Dem stehen 2 Vereinfaehungen gegentiber: t .  Die Zahl der unabh{ingigen 
Variablen ist um t verringert, und die Einftihrung eines speziellen 

Zeitschrift fOr Physik. Bd. t26. 40 



602 A,-W. MAu~: 

r~iumlichen Koordinatennetzes ist nicht n6tig. 2. Die Befriedigung 
der Integralgleichulig ist die einzige an die gesuchte Funktion zu stellende 
Forderung. Es handeIt sich daher yon vornherein um die Bestimmung 
einer einzigen Funktioli, nicht wie bei der ursprtinglichen r~umlichen 
Formtilierung um die Auffilidung s~imtlicher L6gungen einer Diffe- 
rentialgleichung, aus denen erst IIachtr~iglich durch die Randbedinguligen 
eine bestimmte ausgew~ihlt wird. 

Die Verwendung einer Integralgleichung zur Formulierung einer 
Ralidwertaufgabe ist eine bekannte allgemeine mathematische Methode. 
Auf das Beugungsproblem ist sie neuerdings von MAGNUS 1 und FOCK ~ 
angewandt worden. 

Im folgenden ist der Hauptwert  aufeine parallel gehende Behandlulig 
des skalaren und des vektoriellen (elektromagnetischen) Beugungs- 
problems gelegt. Den Ausgangspunkt bildet die KIRClmOF~sche Integral- 
formel und i h r e  Verallgemeinerung ffir elektromagnetische Wellen. 
Die Formehl driicken das ItUYGENssche Prinzip mathematisch aus. 
Sie werden meist zur II~therungsweisen Behalidlung yon Beugungs- 
problemen (KIRCI~HOFFsche Beugungstheorie) a benutzt, sind aber selbst 
exakt gfiltig. Bei der Einffihrung der Formeln und der allgemeinen 
Eigenschaften der in ihnen auftreteliden Integrale verzichten wir auf 
eine Begrtindulig und verweiseli hierftir auf eine Arbeit -con FRANZ ~, 
der auch skalare und elektromagnetische Wellen nebeneinander be- 
handelt. Die bei FRANZ angegebenen beiden Integraleigenschaften sind 
noch durch eine dritte erg~inzt, die sich aus dem besonderen Unstetig- 
keitscharakter der GREENschen Funktion durch direkte Rechnung 
folgern l~13t. 

w 1. Das skalare Beugungsproblem. 
Nach I~IRCHI{OFF l~iBt sich die L6sung u der WellengMchung 

Au + k ~ u = o  (1) 

i n  einem Raumgebiet aligebeli, wenn u ulid ~u/~n auf der Randfl~che 
des Gebiets bekannt sind. Das geschieht mit Hilfe eines Integrals fiber 
die Randfl~che. Ist P der Aufpunkt, Q der Integrationspulikt und n 
die innere Normale, so gilt 

f {  c3G(P,Q) au(Q)~dQ (2) 

1 MAGNUS, W.: 13bet Eindeutigkeitsfragen bei einer Randwertaufgabe yon 
A u -}- k2u = O, Jber..dtsch. Math.-Ver. 52, 177 (t943). 

FOCK, V.: J. Physics 10, t30 (t94'6). - -  Bull, Acad. Sci. URSS., s. phys. 
10, 171 (1946). 

3 Ein systematisches N~herungsverfahren, das sich an die KIRCHI~OFFsche 
Beugungstheorie als erste N~herung anschiiel3t, gibt W. FRANZ, Z. Physik. 125, 
563 (t949). 

FRANZ, W.: Z. Naturforsch. 3a, 500 (t948). 
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G (P, Q) ist die GREENsche Funktion des unendlichen Raumes, wobei 
es gleichgiiltig ist, welche der Formen 

cos k r e m ~ ~" ( r  = r p  Q) (3) 
G(P, Q) = 4~r ' 4~r 

verwendet wird. 

Ftir die eillgangs gestellte Aufgabe wendell wir (2) auf die gesuchte 
L6sung u und auf das J~uBere des beugenden K6rpers an. SchlieBell 
wir dabei die Strahlungsquelle durch eine kleine Kugel aus, so besteht 
der Rand des betrachteten Raumes aus 3 Teilen, der Oberfliiche des 
K6rpers, der kleinen Kugelfl~cke und einer Fl~che im Unendlichen. 
Da u der Ausstrablungsbedingung gelliigt, verschwilldet das In tegra l  
fiber die letztere Fl~che, wenn wir bei der Zeitabh~ngigkeit e - i o t  
((o = kc, c = Phasengesckwindigkeit der Wellen) speziell 

eik~" 
G -  4~ '  (4) 

w~hlen. Das Integral fiber die kleine Kugelfl~che liefert die einfallende 
Welle %.  Bezeichnen wir die zun~chst unbekannten Randwerte yon u 
und au/On am beugenden K6rper m i t  [ ulld g, so ergibt sich 

Q) [(Q)-G(P,Q)g(Q)}dQ , (5) 

wobei sich die Integration fiber die K6rperoberfl~che erstreckt und ~t 
yore K6rper nach augen zeigt. Hiermit ist die gesuchte Raumfunktion u 
auf die beiden Fl~chenbelegungen [ und g zurfickgeffihrt, die zu bestimmen 
bleiben. 

In (5) t r i t t  der Integraltyp 

v(v)--f{   G(p" Q) enQ ](Q)-G(P,Q)g(Q)}dQ (6) 

auf. Diesem fiber eine geschlosselle Fl~che erstreckten Integral kommen 
ganz allgemein bei wfllkfirlichen Funktionen [ ulld g und einem belie- 
bigen der Werte (3) fiir G die folgenden Eigensckaften zu: 

i .  v genfigt beiderseits der Fl~iche der Wellengleichung (t). 

2. An der Fl~che erffillt es die Grellzbedingungen 

v 1 -- v 2 = / ] / (7) 

in denen sich der Illdex t auf die Seite der Fl~iche bezieht, nach der 
die Normale n weist. 

46* 
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3- Auf der Fl~che selbst sind v und av/Sn gleick dem Mittel ihrer 
Randwerte beiderseits der Fl~che: 

v = ,~ (vi + v~) ] 

~ - 2  -~)1+(~) �9 

Von diesen Aussagen erfordert die dritte eine nShere Erl~uterung. 
Die erste G1. (8) hat unmittelbar Sinn. Da G und 8G/Sn nur wie t/r 
unendlich werden, wenn sich P u n d Q  auf der F18che n~hern, kon- 
vergiert n~mlich das Integral (6) auch dann, wenn P auf der Fl~tche 
liegt. Hingegen divergiert der aus (6) durch Differentiation nach np 
un• dem Integral entstekende Ausdruck 

f{ e, } ~v . vG(e,o) l((2)_ ~ g(O) aO p = 8 n  0 8r ip  8r ip  

ffir Punkte P a u f  der Fl~che. Er  l~Bt sick jedock dutch partielle Inte- 
gration so umformen, dab ihm auch auf der F1/tche ein bestimmter 
Weft  beigelegt werden kann, ffir den dann die zweite G1. (8) gilt. Dutch 
zweimalige partielle Integration l~f3t sich die Divergenz vollstSndig 
beseitigen. Nach einmaliger partieller Integration wird alas Integrai be- 
dingt konvergent, wenn P auf der Fl~iche liegt. Man hat dann P durch 
einen kleinen Kreis u m P  auszuschliel3en, dessen Radius man gegen Null 
gehen 1/iBt, nm zum richtigen Integralwert zu gelangen. In unserem 
Zusammenhange. (vgl. w 4 ) i s t  es zweckm~tBig, sich auf eine einmalige 
partielle Integration zu beschrSnken. Hierzu hat man die Differentiation 
naeh P im ersten Summanden in eine solche nach Q nmzuwandeln: 

8 2 G, 
-- (nQgrad 0 (upgrad o G)). 

~nO ~np 

In der NABLA-Schreibweise erh~It man durch Anwendung der Vektor- 
f0rmel 

die Darstellung 

82G 
-- ("o [7o) (rtp [7o) G =  (E~ o Vol, Enp Vo~) G -- (n o ~v) ( V 0 [7o) G. 8n 0 8np 

Auf das zweite Glied rechts wendet man die fiir G giilfige Wellen- 
gteiehung (1) an. Im Bestandteil des Integrals, der yore ersten Glied 
herrfihrt, integriert man partiell, indem man das linke V 0 s t a t t  auf 
die i n  der letzten Gleiehung reehts von ikm stekenden Gr613en unter 
Vorzeichenumkehr auf [ anwendet .  Dann ergibt sieh" 

(~)~=--f(In~gradoG(P'O)l'I~ograd/(Q)l)dO+ ] 
+ (9) 
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Wit wenden die fiber den Integraltyp (6) getroffenen Feststellungen 
auf den L6sungsansatz (5) ffir die Randwertaufgabe an. Zun~ichst 
sehen wir, dab (t) durch den Ansatz von selbst erffillt ist. Weiter ist 
zu fordern, dab u und 9u/~n am K6rper tats~chlich die ~iul3eren Rand- 
werte / u n d  g annehmen oder, was wegen (7) dasselbe ist, dab beide 
den inneren Randwert 0 annehmen. Da (5) innerhalb des K6rpers die 
Wellengleichung erfiillt, .ger~figt es, entweder flit u oder ftir ~u/gn 
den inneren Randwert 0 zu f.ordern; denn hieraus, folgt bereits, wenn 
wir den Sonderfall ausschliel3en, dab k ein Eigenwert des K6rperinnern 
ist, dab u im K6rperinnern identisch verschwindet und daher auto- 
matisch auch die jeweils andere der beiden Gr6Ben u und ~u/~n den 
inneren Randwert 0 annimmt. Scbliel31ich k6nnen wir wegen (8) s tat t  
dessen aucll fordern, dab auf der K6rperoberfl~tche selbst u = �89 
oder dab dort 9u/~n =�89 wird. Das ffihrt mit Rficksicht auf (5), 
(6) und (9) zu den beiden gleichwertigen Integralgleichungen 

 10/ 
und 

+k fG<v'QI("P ol/(OlclQ-f G20! (Q>eQ' I 
die sich auf der K6rperoberfl~iche abspielen. Jede dieser Gleichungen 
legt zusammen mit einer aus den vorgegebenen Randbedingungen am 
K6rper fo!genden Beziehung die Fl~tchenbelegungen / und g eindeutig 
lest, da dann allen Forderungen geniigt ist, die a n / u n d  g zu stellen sind, 
und die Randwertaufgabe als eindeutig 16sbar vorausgesetzt sein soll. 

Schreiben wir die Randbedingung in der Form 
~ u  

a u  + b~7=o,  (a2) 

so tr i t t  neben (t0) und (t t) als zweite Bestimmungsgleichung ftir / und g 

a/+bg=O. (13) 
Im allgemeinsten Fa]le sind a und b komplexe Funktionen auf der 
K6rperoberfl/iche. Sie seien so beschaffen, dab die Randwertaufgabe 
eindeutig 16sbar ist. Es darf also eine selbst{indige Ausstrahlnng des 
K6rpers ohne Bestrahlung von auBen nlcht m6glich sein. Sind ins- 
besondere a und b reell, so findet am K6rper weder Ein- noch Ausstrak- 
lung, sondern reine Refiexion statt. 

Von den beiden Gln. (10) und ( t t ) i s t  im allgemeinen (t0) als die 
einfachere vorzuziehen. (10) ist eine reine Integralgleichung zweiter Art, 
w~hrend (t l) auch Ableitungen von / enth~tlt. N u t  bei der Randbe- 
dingung u = 0 ziehen wit (1t) vor. In diesem Falle artet  n~imlich (10) 
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zu einer Integralgleichung erster Art aus, und in (tt) verschwinden die 
Ableitungen der Unbekannten. Trifft man die Auswahl zwischen (t0) 
und (t t) in dieser Weise, so vermeidet man damit auch die oben einge- 
ftihrten bedingt konvergenten Integrale. 

Schliel31ich betrachten wir noch die beiden einfachsten Spezialf~ille 
der Randbedingung. Die gew0nnene Formulierung des Beugungspro- 
blems lautet fiir die Randbedingung u - - 0  . 

t f G(Pe g(e/de_(0%/ (t41 / (P) -- O, Y g (P) + Onp \ on ]p 

und fiir die Randbedingung 8u/an--0 

, j 7 / (P) - " oo (p, o) / (O) a 0 - Uo ( v ) ,  g (P) - o.  (15) Ono 
Bei den noch folgenden Betrachtungen fiber das skalare Beugungs- 
problem beschr/inken vcir uns auf diese einfachen F/ille. 

Alle abgeleiteten Formeln gelten auch, wenn der beugende K6rpei 
unendlich ausgedehnt ist. Liegt die Strahlungsquelle im Endlichei1, so 
verschwinden G und / im Unendlichen wie t/r, ~ Glen und g mindestens 
Wle t/r, was zusammen mit den Oszillationen der Exponentialfunktion 
in G zur Konvergenz der Fl~ichenintegrale geniigt. Liegt die Strahlungs- 
quelle im Unendlichen, so ist ein Konvergenzfaktor zu verwenden, den 
man nachtr~iglich gegen t gehen l~gt. 

w 2. Das elektromagnetische Beugung@roblem. 
Die MAXWELLSChen Gleichungen des leeren Raumes ffir das elektro- 

magnetische Feld ~, ~ lassen sich schreiben: 

r o t ~ - - i k ~ ,  r o t ~ - -  i k ~ .  (16) 

Das Feld innerhalb eines Raumgebietes.~ l~iBt sich angeben, wenn die 
TangentiaIkqmponenten yon ~ und ~ auf der Randfl/iche bekannt  sin& 
Die der KIRCmtOF~schen Integralformel (2) entsprechenden Beziehungen 
entnehmen wir aus den Gin. (t 7) und (t8) bei FRANZ (1. C. S. 602, Anm. 4), 
die wir fiir ein homogenes Medium spezialisieren und in unsere Bezeieh- 
nungsweise umschreiben: 

e-f ~ [grad0 G[grad~ no :--Tr~ nO (t7) 

- f nn d e + rot j [grad e G [e ?~ dQ. 

G i s t  wieder durch (3) gegeben, n ist die innere Normale. Zur Verein- 
fachung der Formeln wurde darauf verzichtet, die Abh~ngigkeit der 
einzelnen Gr6Ben yon Aufpunkt P und Integrationspunkt Q anzugeben. 
D a s  soll auch im folgenden geschehen, wenn Mil3verstfindnisse aus- 
geschlossen sin& G h~tngt stets yon P und Q ab, die anderen GrSl3en 
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von Q, wenn sie unter dem Integral, von P, wenn sie aul3erhalb des 
Integrals stehen. Entsprechend beziehen sich Differentiationen dieser 
Gr6Ben unter dem Integral auf Q, aul3erhalb auf P. Bei Differentiation 
yon G und bei den Normalenvektoren ~t ist der Index P oder Q beigeftigt. 

Den beugenden K6rper nehmen wir als ideal leitend an, so dab an 
der K6rperoberfl~iche 

[ ~  H] = o ( t 8 )  

wird. Fiir den Randwert der Tangentialkomponente yon # gelte mit n 
als ~iuBerer Normalen am K6rper 

[s~ n] = - ~ .  (18 a) 
ist der elektrische Oberfl~ichenstrom und spielt die Rolle der unbe- 

kannten Fl~tchenbelegung. Die einfallende Welle sei ~0, ~o. Anwendung 
yon (17) auf das Beugungsproblem liefert dann 

---- ~0 + T #  rot [grad e G, ~] dQ, (t9) 

-~ ~0 -- f [grad0 G, ~] d Q, 
wobei 

i rt (20) 

and unter G je tz t  wieder der Ausdruck (4) zu verstehen ist. 
Wie in (5) sorgt aueh in (!9) die Form des Ansatzes daftir, dab 

jetzt  die im AuBenraum vorgeschriebenen Differentialgleichungen, das 
ist G1. (t6), erfiillt sind. Oberdies geniigt It9) diesen auch im K6rper- 
innern. Weiter gelten ftir die Tangentialkomponente des in (t9) auf- 
t retenden Integralausdrucks 

gI = f [gradQ G, ~] dQ (21) 

und seiner Rotation, wenn ~ (20) erftillt, aber sonst beliebig ist, an 
der F1/iche die Grenzbedingungen 

[~I nil -- [9~ his ---- ~ ,  [rot 9~, n]a -- [rot ~l, ~t]2 = 0. (22) 

Der  Index I bezieht sich auf die Seite der Fl~iche, nach der n weist. 
Damit rot ~1 auch auf der Fl~tche selbst einen Sinn erh~tlt, mug 

es umgeformt werden. Durch Umwandlung einer Differentiation nach P 
in eine solche nach Q und Benutzung einer Vektorformel ergibt sieh 

rotp [grad e G, ~] =G [F~ [VQ @1] --G [FQ IV 0 @]] 

Dabei deuten die Pfeile an, dab V auf G, nicht auf ~ wirkt. Im zweiten 
Glied rechts l~Bt sich (1) fiir G anwenden. Im Integral ftihrt man 
dann im ersten Glied eine partielle Integration durch und l~iBt unter 
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Vorzeichenumkehr das rechte V statt  nach links auf ~ wirken. Man 
erh~ilt dabei 

rot ~ = f div ~-  gradQ G d Q - k 2 f G. ~ d Q. (23) 

Die Integrale (2t) und (23) sind ebellso wie (9) auf der Fl~iche nur bedingt 
konvergent und im selben Sinne wie (9) als Grenzwerte zu verstehen. 
Die Singularit~iten treten auf bei der Normalkomponente yon (21) und 
der Tangentialkomponente yon (23). Die Werte auf der Fl~iche sind 
wieder die Mittelwerte der beiderseitigen Randwerte. Insbesondere 
gilt ftir die Tangentialkomponenten auf "der Fl~iche, in der zweiten 
Gleichung mit Rticksicht auf (22), 

[~it] =1 ([~,[lt]l @- [~It]~) } (24) 
[rot g[, n] = [rot 9I, ~t]l = [rot gf, rt]2. 

Wegen  (18) und (t8a) ist zu fordern, dab die mit (19) gebildeten 
Gr6Ben [~ n] und [~ tt] am K6rper die ~tuBeren Randwerte 0 und -- 
annehmen. Nach (19), (21) und (22) sind die zugehSrigen inneren 
Randwerte fiir beide Gr6Ben O. Genau entsprechend den Verh~iltnissen 
beim skalaren Beugungsproblem gentigt es wieder, yon einer der beiden 
Gr6Ben zu verlangen, dab ihr innerer Randwert versctlwindet, da hier- 
durch und, weil (t9) im K6rperinnern (t6) erfiillt, bereits das identische 
Verschwinden des Feldes (19) innerhalb des K6rpers gew~ihrleistet ist. 
Dabei ist wie in w t angenommen, dab k kein Eigenwert des K6rper- 
innern ist. Die zugeh6rigen Werte yon [~ tt] und [~ It] auf der Fl~tche 
sind mit Riicksicht )mr (24) 0 und --�89 ~. Hieraus ergeben sich nach 
(t9), (2t) und (23) zwei IntegrMgleichungen auf der K6rperoberfl~iche. 
Sie lauten; ausfiihrlich geschrieben, 

ik f G(P, Q) [~(Q), rtp] dQ + 1 (25) 

I f [grade G (P, Q), Itp] div ~ (Q) d Q = - [~0 (P), nt,], / 
~ (P) - f [ IgradQ ~ (V, 9), ~ (Q) ], It~] d 9 = -- [~0 (P), ~ ] -  (26) 

Da wit die Randbedingung (t.8) schon beriicksichtigt haben, stellt iede 
dieser beiden Gleictmngen fiir sich allein eine vollst~indige Formulierung 
des Randwertproblems dar. Die einfachere Gleichung ist (26). Sie 
ist eine reine Integralgleichung zweiter Art und enth~lt keine nur be- 
dingt konvergenten Iiltegrale. 

w 3. Beugende Ob]ekte mit Kanten. 
Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, .daB die Normalen- 

richtung in jedem Punkte der K6rperoberfl~che eindeutig festliegt, die 
Fl~iche also tiberall endlich gekriimmt ist. Jetzt  soll angenommen werden, 
dab Kanten vorhanden sind. 
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Der Kern der Integralgleichungen (t4), (15) ulld (26) besitzt bei 
glatter Oberfl/iche nur i l l Q - - P  eine Ullstetigkeit und verh/ilt sich 
bier wie t/rpo. Die Inhomogenit~tell ~Uo/~n, u o und - - [~0 n] sind 
auf der K6rperoberfl/iche stetig. Die eindeutige L6sbarkeit der Integral~ 
gleichungen durch stetige Funktionen g, / und ~ ergab sich durch die 
Herleitung der Gleichungen aus den beidell Voraussetzungen, dab die 
gestellte Randwertaufgabe eindeutig 16sbar und k kein Eigenwert des 
K6rperinnern ist. Treten Kanten auf, so wird der Kern all diesell 
unstetig, ebenso die Inhomogenit/iten ~Uo/~n und -- [~0 hi, weil die 
Normalenrichtung an dell Kanten springt. Zus/itzliche Unstetigkeiten 
des Kerns allein brauchell keille besondere Bedeutung fiir die L6sung 
zu haben, da das mit eillem solchen unstetigen Kern gebildete Integral 
im allgemeinen trotzdem stetig ist. So bleibt beispielsw~ise die L6sung [ 
yon (t5) allch beim Auftreten von Kanten stetig. Aber gerade wegen 
dieser Unempfindlichkeit des Integrals gegeniiber Unstetigkeiten des 
Kerns lassen sich die G1. (t4) und (26) mit unstetiger Inhomogenit~tt 
nur durch Funktionen 16sell, die an der Kante unendlich werden. 

Vom glattell K6rper zum K6rper mit KanteI1 gelangt mall durch 
einen Grenziibergang von iiberall endlicher zu stellenweise une'lldlicher 
Krtimmung. E i n e n  solchell Grenziibergang yore Standpunkte der 
Integralgleichung aus streng durchzuftihren, wiirde schwierig und un- 
n6tig umst/indlich sein ulld ist daher Ilicht beabsichtigt. Vielmehr sollen 
die ein{achen Methoden der ebenen Potentialtheorie angewandt werden, 
um die Formulierung des Beugungsproblems durch eine Illtegralgleichung 
auf K6rper m i t  Kanten auszudehnen. 

Zwei Fragen sind zu beantworten: Erstens i s t  zu kl~iren, ob die 
L6sullgell /, g und ~ an den Kantell singul~ir werden und wie diese 
Singularit~itell beschaffell sind. Zweitens ist die M6glichkeit des Auf- 
tretens "con Linienintegralen l~tngs der Kanten in der Integralgleictmng, 
zus~itzlich zu den Fl~ichenintegralen, zu er6rtern. 

Es soll die L6sung u der Wellengleichung (1) in der Umgebung einer 
Stelle der Kante betrachtet werden. Die Ausdehnung des ins Auge 
gefaBten Bereichs sei klein gegen die Krtimmungsradien der Kanten- 
linie und der anstol3enden Fl~tchen und gegen die Wellenl~tnge. In 
diesem engen Bezirk kann u als L6sung der zweidimensionalell Potential- 
gleichung in der  Ebene senkrecht zur Kante (x-y-Ebene) angesehen, 
also insbesondere als unabh~tngig yon der Koordinate z in Kanten- 
richtung betrachtet werden, u baut sich dann bei Verwendung ebeller 
Polarkoordinaten r, ~0 auf aus dell Funktionell 

r •  r • mit v>0[O.] (2Z) 
t ,  l g r  entsprechend v = 

Die zul~issigen v-Werte ergeben sich aus der Randbedingung am K6rper 
(ygl. Abb. I). Die ftir den Aufbau der L6snng u eines Bellgungsproblems 
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erforderlichelt Zahlenkoeffizienten werden grunds~tzlich immer genau zur 
einen I-I~tlfte durch die Bedingungen ir~ weitem Abstand vom Beugungs- 
objekt (Strahlungsquelle + AusstrahlullgsbedLngullg ), zur allderen H~ilfte 
durch die Bedingungen am Objekt festgelegt. Es diirfen daher durch 
Nullsetzell der entsprechellden Zahlenkoeffiziellten alle Funktionell (27) 
mit  negativem ExponenteI1 yon r (zuzfig!ich der Funktioll lg r) aus- 
geschiedell werdell, um so zu erreichen, dab u auch an der Kante  ellr 
bleibt. Somit bleibt auch [ endlich, ulld der Fall der Ralldbedingung 
~u/an = 0 ist damit,erledigt.  Bei der Ralldbedingung u = 0 ,habell 'wir 
zu bilden ~u t ~u 

g ~ ~ ~lq~l ' (28) 

was fiir Werte v < t in den nicht ansgesehiedenen Funktionen (27) zu 
einem Unendlic~werden roll g wie r ~ - 1 ffihrt. Die einzige Funktion, fiir 
die das zutrifft  ulld die die Randbedingullg u = 0 erfiillt, ist 

r ~. cos v~0 mit  v . . . .  (29) ~q-2~ ' 

wobei man die Bedeutung voll ~aus  Abb. t entnimmt.  Die hiermit ge~ 
wonnenell Aussagen fiber das Verhalten yon [ und g an den Kantell  
Iassen wir zusammen zu 

2cr 

/ elldlich, g ~< s ~ + 2~, (30) 

wobei s den Abstand voll der Kallte bedeutet. (30) gilt auch ffir den 
Fall  kantiger Einbuchtullgell des KSrpers. c~ ist danll negativ. 

Es s011 noch bemerkt  werden, dab (30) nicht die Rolle yon Grenz- 
bedingullgen an der Kante  zukommt.  Grellz- oder Randbedillgungen 
sind bei Integralgleichungen nllnStig. Der Silln von (30) ist vielmehr, 
den Kreis der Funktionell abzugrenzen, die als LOsungell zugelassen 

2~X 

sind. Nicht die Stetigkeit von ] und g ' s ~ + ~ wird als0 gefordert ,  
sonderll nur ihre Endlichkeit. Die Stetigkeit ergibt sich bei der LSsung 
yon selbst 6benso, wie bei g!atten KSrpern [ und,g auch danll -con selbst 
stetig werden, wenn man nut  stiickweise Stefigkeit yon ihnen verlallgt. 

Es  bleibt die Frage eines etwaigell yon der Kante  herriihrenden 
Zusatzgliedes in der Illtegralgleichung zu kl~iren. Fiir i i s t  eill soiches 
Glied roll vornhetein auszuschliel3en, da [ endlich bleibt. Ffir g wfirde 
das Auftreten eines Zusatzgliedes bedeuten, daB das fiber eine unendlich 
kleine Nachbarschaft  der Kante  erstreckte Integral  

f g(9,) d9 ~3~) 

elldlich ist. Um zu einer schiirferell Formulierung zu gelangen, sind 
einige Vorbereitullgen nStig. 

In  der x-y-Ebene seien die kartesischell Koordinaten auf ein k rumm-  
tiniges Koordinatensystem ~, ~q mi t  dem Liniellelement 

ds~ = e~ (d~ + d~') (32) 
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konform abgebildet. Die K6rperoberfl~iche sei die (geknickte) ~-Achse, 
auf der ~ = 0 gelte (vgl. Abb. t). An der Kante selbst sei auBerdem 

= 0. Betrachtet  man stat t  ~ = 0 eine betiebige Kurve ~ = ~o als 
K6rperoberfl~iche, so lautet die der Randbedingung u = 0 genfigende 
L6sung niedrigster Ordnung in ~, ~/ der Potentialgleichung 

einfach ~ ' i  
u = ~-- ~o. (34) 

Sie stimmt fiir 8o = 0 mit (29), d.h. der unter den in b 

Frage kommenden L6sungen (27) mit niedrigster ~ ]  ~7 
Or dnung in r, fiberein. 

Um die Frage nach dem Kantenglied zu be- 
antw6)ten, hat  man (3t) zun~tchst ffir ~o ~ 0 fiber 
einen endlicllen Bereich --  ~7o < ~7 < ~7o zu erstrecken. Abb. t. Schnitt senk- 

r e c h t  zu  e ine r  K a n t e .  

Dann hat man yon der abgerundeten zur scharfen 
Kante fiberzugehen (~o -+ 0) und schliel31ich den endlichen Integrations- 
bereich schrumpfen zu tassen (~o -+ 0). Wegen (32) und (34) erh/ilt mart 

8u t 8u 1 
g=~s;~ = e a ~ = T  (35) 

und weiter auI 8 = 8o wegen (32) 

ds = e . d ~ .  (36) 

Hieraus ergibt sich das fragliche Integral (31) in der Schreibweise des 
ebenen Problems unabh~ngig yon ~o zu 

rb  

f gds  = 2rlo, (37) 
- -  7 o  

Was ftir ~7o-+0 verscl!windet. Die Kante liefert also auch ffir g kein 
Zusatzglied, Da an der Kante das ~-~-Netz unendlich dicht ist, ver- 
schwindet liier die MaBgr6Be e. Es ist datter fiir das ebem gewormene 
Ergebnis ausschlaggebend, dab sich e in (35) und (36) gegenseitig hebt. 
Beim Auftreten zweiter Ableitungen stat t  der ersten Ableitung in (35) 
wiirde das nicht mehr der Fall sein. 

Der elektromagnetische Fall 1/iBt sich ebenso wie der skalare als 
ebenes Problem behandeln und auf diesen zuriickffihren. Hierzu werde 
der zur x-y-Ebene senkrectlte Einheitsvektor 3 eingefiikrt, der zusammen 
mit dem Normalenvektor It Und mit [3 It] ein rechtwinkliges auf der 
K6rperoberfl/iche ortsabh~ingiges Achsenkreuz bildet. Zerlegung des 
Oberfl/ichenstroms ~ und der Tangentialkomponente yon ~o in den 
zur Kante senkrechten und den zu ihr paralMen Bestandteil liefert 

~o = H  ~ E~n] + H ~  + H~ I 
(38) 

,~ =F• [~n] + F~.  J 
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Durch diese Zerlegung zerf/illt (26) in 2 Gleichnngen, die bei Weg- 
lassung des Gliedes 

f F• ~G ~7~z o E~o "pl d Q (39) 
lauten 

+ f ~ F j j  dQ = H~ (40) 

WFl , f  Tq Q r• dO =--H~. (41) 

(39) enth~ilt das Glied ~G/~z O. Dutch partielle Integration 1/iBt sich 
die Differentiation nach z auf F• abw~ilzen. Da F• im Sinne der an- 
gewandten ebenen Betrachtung in Richtung parallel zur Kante als 
konstant anzusehen ist, ist (39) folgeriehtig zu streichen. Ein aus- 
integrierter Bestandteil tr i t t  bei der partiellen Integration nicht auf, da 
die Kante, l~ings der z gemessen wird, sich nicht ins Unendliche erstreckt, 
sondern den K6rper umsehliel3t, z vertritt  also eine zyklisehe Variable. 

(49) und (4t) stimrnen mit  (14) und (15) in der Form fiberein und 
gehen aus diesen hervor, wenn man darin g, [, 3Uo/~n, u o durch F~l, 
F•  H ~ ,  --H~ ersetzt. Wie dort ~Uo/~n springt hier H~177 an der Kante, 
well go0 se]bst fest ist, abet n springt. Hingegen is t H~ wie u 0 stetig, 
da 3 eine feste Richtung hat. ~3bertragung von (30) liefert 

2c~ 
F• endlich, Fir ~< s ~ + 2~ (42) 

Mit Riieksicht auf (38} besagt das, dab der Oberfl~iehenstrom l~ings 
der Kante unendlich werden kann,  w~ihrend der senkrecht zur K a n t e  
endlich bleibt. 

Im Zusammenhang mit den Rechnungen yon MEIXNER 1 fiber die 
elektromagnetische Beugung an de~ Kreisseheibe ist es interessant, 
nach dem Feld im Aul3enraum in der Umgebung der Kante zu fragefl, 
das zu der unendlieh werdenden Komponente F H geh6rt. F~l ist wegen 
(t8a) und der zweiten G1. (38) das tangentiale Magnetfeld l~ings der 
geknickten ~-Achse yon Abb. 1. Das normale Magnetfeld versehwindet 
am K6rper wegen (t8) und der ersten G1. (t6). Demnach ist hier (vgi. 
Abb. 1) bei komplexer-Zusammenfassung der beiden kartesischen 
Komponenten yon gO 

H~--iHy = --/FH eT i~, (43 

wobei das Vorzeichen im Exponenten fiir die positive bzw. negative 
~-Achse gilt. Als mit (43) als Randbedingung in Einklang stehende 
L6sung der Potentialgleichung ergibt sich, wenn der in (42) wegge- 
lassene hier speziell als reell angenommene Proportionalit~tsfaktor mit 
C 1 bezeichnet wird 2~ 

H~ -- i Hy = -- i C~ (x + i y) '  ~ + 2 ~ (44) 

x MEIXI'~ER, J . :  Z. Naturforsch.  r 506 (t948). 
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Die Energiedichte des Feldes ist der Gr6Be 
4c* 

H ~ + H ] = C ~ . r  ~+2~ (45) 

proportional. Sie ist, da e h6chstens ~z/2 sein kann, in der Ebene inte- 
grierbar und erffillt damit die yon MEIXNER an die L6sung des Beugungs- 
problems gestellte Forderung. Diese Vorschrift der endlichen Feld- 
energie dient bei MEIXNER dazu, aus der grogen Schar der an der 
Kante  singul~iren L6sungen der MAXWELLschen Gleichungen die physi- 
kalisch sinnvolle auszusondern und reicht hierffir aus. Durch,  (45) 
wird das Verhalten des Feldes sch~irfer gefal3t. 

Ganz Entsprechendes gilt vom elektrischen Feld ~, das zu der 
endlichen an der Kante ungeraden L6sung F• von (41) geh6rt, die sich 

bier wie 4-s~+ 2~ verh~ilt. Aus dem zugeh6rigen Magnetfeld H,  
berechnet sich nach (t 6) das an der Kante unendliche elektrische Feld 

20r 

E~ -- i Ey = C~ (x ~ i y) ~ + 2~ (46) 
mit reellem C~. 

w 4. Die Beugung an berandeten Fldchenstiicken. 

Einen Sonderfall eines Kfrpers  mit Kanten stellt ein berandetes 
Fl~ichenstfick dar. Hier ist speziell ~ = ~/2, so dab an der Berandung gilt 

/ endlich, g ~< s-~ ,  ] 

F• endlich, F~I ~< s-~.  / (47) 

In G1. (15), die zun~chst betrachtet  werden soll, ist das Integral 
fiber beide Seiten des Fl~chenstficks zu erstrecken, die wir als Ober- 
seite (+)  und Unterseite (--) unterscheiden. Da sich dabei der Inte- 
grationspunkt Q zweimal auf derselben Fl~tche bewegt, nimmt a,G/enQ 
abgesehen yore Vorzeichen zweimal dieselben Werte an. Es ist daher 
praktisch, Ifir die Werte yon / auf Ober- und Unterseite getrennte 
Bezeichnungen /+ und f_ einzufiihren und unter Verwendnng 'der 
Differenz/+ - - / _  nur einmal fiber die Fl~iche zu integrieren. Setzt mall 
ffir diese eine Integration die Normalenrichtung als nach der Oberseite 
weisend fest, so t r i t t  an die Stelle des Integrals in (15) 

f I/+-/_)do. I481 
Hierbei  bleibt noch ein Punkt  zu k0rrigieren. Man denke sich die 

Fl~che dnrch Zusammenrficken yon Ober~ und Unterseite eines K6rpers 
endlicher Dicke d (vgl. Abb. 2)- entstanden. Der Aufpunkt P liege auf 
der Oberseite. Dann ist bei der Integration fiber diese Seite P a l s  
Punkt  der Fl~ctle zu betrachten. Anders bei_ der Integration fiber die 
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Unterseite, tIier ist der Grenzwert des Integrals zu verwenden, der 
sieh ergibt, wenn P yon oben her an die Unterseite heranriickt. Soll 
daher in (48) der Aufpunkt P einheitlich als Punkt  auf der Fl~iche be- 
traehtet  werden, so hat  man den Bestandteii yon (48), der yon der 
Unterseite herriihrt, noch durch die Differenz seines oberen Randwertes 
und seines Wertes auf der Fl~tche zu korrigieren. Man hat  dann nach 

r~ . (6), (7) und (8) das Glied --�89 zu (48) hinzuzu- 
_ ~ ~  ftigen. So entsteht aus (t5) mit den Abkiirzungen 

.1+ + 1 -  = ~ ,  1+ - -  1 -  = ~ (49) 

als Integralgleichung fiir die Randbedingung 

Abb. 2. Grenztibergang zur ~ N / ~ H ,  ~ 0 
b deten Fl~iehe. . . . .  t f O~ 

~ , - . ,  ~,,~ ~dQ = n o .  (50) 

Nimmt man den Aufpunkt vor dem Grenziibergang stat t  auf der 
Ober- auf der Unterseite an, so gelang t man zur selben Gleichung, 
da (50) beziiglich beider Seiten symmetrisch ist. Um eine zweite Glei- 
chung zu erhalten, kann man beim Grenziibergang d-~0  in Abb. 2 
auch noch das in d lineare Glied beriicksichtigen. Einfaeher ist es, 
G1. (tt)  mit g = 0 zu benutzen, was zum gleichen Ergebnis fiihrt. 
Geht m a n  in derselben Weise vor wie bei de r  Herleitung yon (50), so 
erh{ilt man mit  Riicksicht auf den Umstand, dab die vorkommenden 
Integrale wegen g = 0 nach (9), (7) und (8) an der Integra;i0nsfl~iche 
nicht springen, als zweite Gleichung 

OUo (51) f (E.. gradQ G], [n o grad ~o]) d Q -- (,.,o) a e - 
Fiir die Welle u im AuBenraum ergibt sich aus (5) 

u + c o g  d = - o  9. (52) 

Da ~o weder i n  (51) noch in (52) vorkommt, eriibrigt sich seine Be- 
rechnung tiberhaupt, und G1. (50) wird iiberfttissig. 

Ganz entspreehend liegen die Verh~iltnisse bei der Randbedingung 
u = 0 u n d  iln elektromagnetisehen Falle. Von zwei unbekannte n Bele- 
gungen und zwei Integralgleichungen wird jeweils n u r  eine, und zwar 
eine bestimmte, benStigt. Es soll daher ieweils nur die ~o entsprechende 
Belegung eingeftihrt und nur die (5t) entspreekende Integralgleichung 
angegeben werden. Mit der Abkiirzurfg 

g+ + g_ = ~, (53) 
folgt aus (t0) mit / -- 0 

fGedQ --no. (54) 

Bei der Herleitung wird benutzt, dab das Integral nach (6), (7) und (8) 
an der Integrationsfl~tche stetig ist. Die r~tnmliche Welle wird nach (5) 

U=Uo--f GedQ. (55) 
Bei (54) liegt der Aufpunkt anf der Fl~tche, bei (55) im Raum. 
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Die Integralgleichung fiir den elektromagnetischen Fall ergibt sieh 
aus (25) mit Rticksicht auf die Stetigkeit der Integrale an der Fliiche, 
die aus (23) und (24) folgt. Mit der Abkiirzung 

= ~+ + ~_ (56} 

erh~ilt man die auf der Fliche giiltige Gleichung 

ik f G[~snp]dQ q- ~-f  [gradeG, np]'div~dQ=--[~oUp]. (57) 

Das Magnetfeld im Raum wird nach (t9) 

S) = ~ o - f  [grado G, ~] dQ. (58) 

Hier ist es physikalisch ohne weiteres einleuchtend, dab das Feld nur 
durch den gesamten F1/ichenstrom ~ bestimmt sein und dab die Differenz 
~ + -  ~_  keine Rolle spielen kann. 

Aus (47) folgt fiir das Verhalten der neu eingefiihrten Fliichen- 
belegungen an der Randlinie: 

~o endlichl y < s ~, (59) 
f•  endlich, JJl <~ s-�89 

Fiir die Konvergenz des zweiten Integrals in (57) am Rand ist es we- 
sentlich, dab JA endlich bleibt; denn aus JA ~ s-~ wiirde div ~ ~ s-'~ 
folgen,. 

W~hrend in den vorangegangenen Absehnitten immer die M6g- 
lichkeit bestand, yon zwei verftigbaren IntegralgMchungen die ein- 
fachere zu verwenden, besteht eine solche Wahl bei der Beugung an 
Fliichenstiicken nicht mehr: Man wird vielmehr zwangl~tufig auf die 
Gln. (5t), (54) und (57) gefiihrt. Diese sind in dreifacher Hinsicht un- 
bequem. 

Erstens treten in (5t) und (57) be~ngt  konvo,gente Integrale des in 
w 1 niiher besprochenen Typs auf, deren Wert dureh einen Grenz- 
iibergang festzulegen ist. Das in w t erw~thnte Verfahren, die Integrale 
statt  einer einmaligen einer zweimaligen partiellen Integration zu unter- 
werfen, ehe man Itir P auch Punkte auf der Fl~tche zul~iBt, wiirde 
zwar die Divergenz bei Q = _P vollst~indig beheben, dafiir aber eine neue 
an der Berandung erzeugen. Zweitens sind (5t) und (57) keine reineI1 
Integralgleichungen, da Ableitungen der Unbekannten vorkommen, und 
drittens sind alle 3 Integralgleichungen yon erster Art. 

Im sonderfalle eines ebenen Flgehenstiickes vereinfacht sieh (51) zu 

f ( g r a d o  G, grad~ ) dO_k2fG~odQ= ~P~ (60) 

w~ihrend sich (54) nnd (57) nicht 5ndern. 
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w 8. Die Beugung am Zylinder als BeispieI. 

Zum SchluB sollen die aufgezeigten allgemeinen ZusammenMnge 
durch ein gel~tufiges Beispiel erl~utert werden. Wir w~klen hierzn 
die elektromagnetische Beugung am ideal leitenden Zylinder unendlicher 
'L~nge bet senkrechter Anstrahlung. 

Der Radius des zylinders set a, seine Achse die z-Achse eines karte- 
sischen Koordinatensystems x, y, z. Die Anstrahlung erfolge in der 
x-Richtung. Je nach der Polarisation ist dann das Magnetfeld der 
einfallenden Strahlung 

~oy = A e ~k~ oder ~oz ~ Bee ~ (61) 

mit beliebiger Amplitude A oder B. Die Integralgleichung (26) zer- 
fiillt in 2 Gleichungen, die sick auf die beiden Polarisationsf~lle bezieken. 
Die beiden F~ille k6nnen gleichzeitig als Beispiele zweier skalarer 
Beugungsprobleme mit den Randbedingungen u = 0 und Ou/On = 0 
aufgefaBt werden. Man erh~lt die Gleickungen auf demselben Wege 
wie die G1. (40) und (4t). Das (39) entsprechende Integral verschwindet 
dabei, da ~ ebenso wie ~o yon z unabh~ingig und 3G/3z O bezfiglich 
zo--Zp ungerade ist. Die Gleichungen lauten bet Verwendung yon 
Zylinderkoordinaten r, ~, z, Well, n wir die Koordinaten des Aufpunktes P 
mit groBen, die des Integrationspunktes Q mit  kleinen Buchstaben be- 
zeichnen : 

F~(q)) -- : : 0G(~po)~  ] 
2 = '~ [ (62) 

3 \  Or /R= = " 

Bet Ausffihrung der Integration fiber z gekt die GREENsche Funktion 
(4) des dreidimensionalen Raumes in die der Ebene 

-G(P,Q)=+H(o~)(kreo), r p e = g R ~ + r 2 - - 2 R r c o s ( ~ - - q ~ )  (63) 

tiber. H(o 1) ist die erste HA:~KELsche Funktion mit dem Index 0. Ihr  
1 c o n s t  

Faktor  in (63) berechnet sick so, dab sick G bei Q = P wie ~ / l g  re~ 

verh~lt "vVegen der Symmetrie yon rpo in R und r wird fiir R ----- r = a: 

(64) 

Auf dem Zylindermantel ist 

rp O = 2 a sin ~- mit X = ~o -- q) (65) 
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zu setzen, und  (62) geht  mi t  Riicksicht auf (61) und  (63) his (65) fiber in 
2 =  

2- 8 J ~ a  o 
0 

g~ 

t ia a ~ {~)----g-f-Ua H(o 1) (2ka sin ~ ) .  ~ (#  + z) d z  = --  B e r176 
0 

Entwickel t  man  hierin die rechten Seiten und  die unbekannten  
Funkt ionen  nach FOURIER: 

eik~~ ~, i"J~(ka)e ~'*, 
~= --00 

e i ~ ~  9 =  ~' i~-lJ~(ka)e i~0, (67) 

so erNilt  man  mi t  der Abkiirzung 
2 ~  

i a  ~ ~ )  
C~ = - -  [ - -  H (~) [2 k a sin d ~ z d Z (68) 4 J e a  o \ 

0 

durch  Koeffizientenvergleich 

�89 +C, , )a~=Ai"-~Js  } 
�89 (1 --  C~) b. = - -  B i ~ ]~ (k a).  (69) 

J~ ist die BESSELsche Funk t ion  n-ter  Ordnung.  Striche bedeuten 
hier  und  im I01genden Ableitungen. 

(68) berechnet  m a n  am einiachsten mi t  Hilfe des Addit ionstheorems 

~g)(l/R~+,2--2Rrco~z) =o=~_~Z~(kr)~J~(kR)~'~fa~ R ~ , ,  o<z<2~, } (70) 
das Ifir R = r = a  in 

N =  - -oO 

fibergetlt. Mit Riicksicht auf 

Lo = (_ t)~-I~, ~(_~-- (- t)~. H~ (72) 
erh~lt  man  

C~-- i z~2k ~ [.['(ha) H~) (k a) + f~ (k a) H~)' (k a)]. (73) 

Mit dem Wer t  

1" (k a) H~) (k a) -- I,~ (k a) H~)'(k a) = 2 (74) 
i ~ k a  

Ze i t s ch r i f t  ffir Pt iys ik .  Bd.  t26 .  41 

(66) 
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der WRoNsI~Ischer/ Determinante ergibt sich weiter 

t ~C,:--- i~zkaJ.(ka)H~) ' (ka),  I (75) 

womit aus (69) und (67) die L6sungen 
OO 

~(,/,) 2A ~ r  

~=  - - 00  

, ~o (76) 
_ 2~B X-~ i"e ~ 

k.an =/// ooH~l)t (k a) j. 

fiir den OberflXchenstrom folgen. 
Aus (76) kann man das Magnetfeld der gebeugten Welle ~b = ~ _ ~o 

mittels der zweiten G1. (t9) berechnen, die man zweckm~iBig in der Form 

~ (R, qb) = - -  a aR F~ (9) dqo (77) 

b R f e~(R,~;a,~v) ~( , ~ ) - - - a  a~ ~ (~)d~  J 

verwendet. Bei d e r  ersten G1. (77) i s t  grad 0 G = -- gradp G benutzt. 
Die Integrale, in die G nacll (63) einzusetzen ist, lasseI1 sich mit Hilfe 
yon (70) ausrechnen, wobei sich die Ausdrficke 

oO 
b R A ~ ,  i*' ] ' (ka)  .~, ( , qS) n H~II(k R)  e i " ~ 

= ~ t . . .  z~(.~> (k a) 

(R, q~) 
H(~ 1) (k a) " (78) 

OO 
~ (R, q~) = -- B Z i" J" (k a) H~ll (k R) e'" �9 

ergeben, in ~bereinstimmung mit dem Ergebnis der fiblichen Rechnungs- 
methoden. 


