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B e m e r k u n g  f i b e r  d i e  F o r m  d e r  J a c o b i s c h e n  
z w e i t e n  I n t e g r a l e  d o r  B e w e g u n g e n .  

Von V. S. Vrkljan in Zagreb. 

(Eingegangen am 11. August 1925.) 

Es wird eine systematische Diskussion fiber die Form der sogenannten Jaeobi-  
schen zweiten Integrale der Bewegungen gegeben, aber nur im Falle der Sepa- 
ration der Zeit und der Variablen und wenn keine Variable zykliseh ist. Der 

Fall, dull einige Koordinaten zykliseh sind, wird bier nicht er5rtert. 

Bekanntlich ffihrt uns die H a m i l t o n s c h e  Wirkungsfunktion 

S = - -  H t  + W(qt , . . . q , , ;  c%,...~n) (1) 

(die Konstanten H, c% . . . .  u~, s~nd voneinander unabhangig) zu den 

J a c o b i s c h e n  Integralen der Bewegungen 1) 

0 s  
_ ~ (i = 2 , . . . ~ ) ,  (2) 

0 s  
O ~  = r, (3) 

wo die n Konstanten ~, f l y ' - - ~ , ,  voneinander unabh~ngig sind. 

In  den Lehrbfiehern 2) fiber die H a m i l t o n - J a e o b l s c h e  Theorie 

finder man gew~hnlich nur fiber die Form der Gleichung (3) eine n~here 

Ausfiihrung. Man erhalt namlieh bei der Anwendung der Gleichung (1) 
au~ die Gleichung (3) 

0 w  
0 H - -  t + r ~4) 

und die Gleichungen (2) ergeben 

OW 
O ~  ~ =  t~ (i : 2 , . . .n ) .  (5) 

Es wird aber nichts Naheres fiber die Form der LSsungen gesagt. Naeh 

B o l t z m a n n  3) and W h i t t a k e r  ~) kSmlte man wleder melnen, dal] die 

Koordinaten q v " "  qn nur als Funktlonen der Zeit erhaltbar sind. 

1) Die sogenannten intermedi~ren Integrale werden wir nieht betrachten. 
2) Vgl. z. B. C. Schae fe r ,  Prinzipe der Dynamik 191% S. 62; C.L. 

Char l ie r ,  Mechanik des Himmels I, i902, S. 66; M. P lanck ,  Allg. ~eehanik 
1921, S. 182 u. 184. 

3) L. Bol tzmann,  Prinzipe der ~[eehanik II, 1904, S. 223. 
4) E. T. Whi t t ake r ,  Analytische Dynamik 1924, S. 336. 
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Da e s i n  manchen Fallen notwendig ist, yon vornherein die Rech- 

nung so durchzuffihren, um die gewfinsehte Form der Integrale zu er- 
halten, so sol] diese Arbei t  eine systematische nahere Diskussion fiber 

die Form der erwahnten J a c o b i s c h e n  zweiten Integrale geben 1). 
A. Usa die Form der Integrale  der Bewegungen im Falle der Sepa- 

ration de{ Variablen durehstndieren zu k(innen, werden wir nicht n ~m- 

abhangige Konstanten H, u v . . .  an, sondern n + 1 voneinander abhangige 
Konstanten ul, a v " "  an, H in die Rechnung einfiihren. Wir  setzen also 

voraus, dai~ unsere Gleichnng (1) die Form (keine Variable ist zyklisch !) 

s ---- - -  H t  + ~ W~ (q~, H) (6) 
mit i=1 

i = n  

H = ~ Hi (H) (7) 
i : l  

hat, wo Hi  (H) irgend eine Funktion yon H bedeutet 2); die J a c  o bi  schen 

zweiten Integrale der Bewegungen werden damn 

OS 3 H  0 W /  __ fli ( i ~  1, 2 , . . . n )  (8) 

oder 
6] dH~ 

~)~i ~(q~'  H) : da~ t + ~ (i ---- 1, 2 , . . .n) .  (9) 

Aus dieser Gleiehung sieht man sofort, daft wi t  durch das eben be- 

schrlebene Veffahren ehlzelne Koordinaten als Funktionen der Zeit be- 
bekommen (ob explizite oder implizite, h~ngt selbstverstandlich yon der 

0 W/ ab). Ar~ des Ausdruekes 

B. Wenn wir  aber in der Gleichung (6) eine der Konstanten ai 

mlttels der Gleichung (7) eliminieren, z. B. die Konstan~e us, welehe in 

Beziehnng auf die Gleiehtmg (7) eine Funktion yon H, al, . . .  ac -1 ,  

eec + I, �9 �9 �9 C~n iSt~ ac = hc (H, a v . . . a c _ D  u c + l , " ' U n ) ,  (10) 

so geht die Gleiehung (6) fiber in die Gleichung 

S = -  Ht+ W 1 (ql, al)+...+ W c _  1 (qc-l, a t - l ) +  W s  [qc, h, (H, a v ""O~c__l,O~c + l,  ...an) ] 
+ W~+I (q~+~, ~+~)+--- + W~ (q~, ~).  (11) 

1) Voraussetzung: Separation der Variablen, keine Variable ist ~yklisch. 
2) Es wird im einfachsten Falle H i (ai) = a s gesetzt, man finder aber in 

a i a?  (wenn es sich um die den Lehrbtichern auch H i (a~) ~- ~mm oder H i (a i) ~ 2-m 

Bewegnngsgleichungen eines einzigen ]~[assenpunktes vonder  Masse m handelt), 
vgl. z. ]3. Sommerfe ld ,  Atombau, 4. Anti., 1924, S.783, oder Bo l tzmann ,  1. c., 
S. 227. 
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Nach J a cob i  slnd dann die h~tegrule der Bewegungen durch fol- 
gende Gleichungen ansgedrtickt: 

O ~,~ (~, cci) + d 

( i :  1 , . . . c - - l , s + l , . - . n ) ,  (12) 

O 
a H 1~% be, h~ (H, ~1,.-. ~e-1, ~e + 1 . . . .  ~,,)] : t + ~'c. (13) 

Wir sehen hieraus, dag die n -  1 Gleiehullgen (12) uns die Bezie- 
hungen zwischen ieder yon n -  1 q{-Koordinaten und einer konstanten 
Koordinate qc llefern, die Gleichung (13) abet die Koordinate qe (explizite 
oder implizite) als Funktion tier Zeit ergibt. 

C. Wenn wir in die Gleichungen (12) und (13) den Wert fiir 
h c (It, c q , . . ,  coo-l, tze + 1 , " .  sin) aus (10) substituieren und beachten, daL/ 

Oils  Og'% Oue O}l; 0 t i c  Our (14) 

ist, so erglbt slch 

__O / ~  0ee 
]4~.(qi, g~)+ gZc(qe, v % ) , ~ = ~ )  ( i = l , . . . c - l , c + l , . . . s ) ,  (15) 

O c~t' 

O . 0 -e  
0 ~  w,  (q~, e ~ ) . ~  : t + 3;. (1~) 

0 
Dutch Elimination yon O~e gre(qe' Otc) aus (15) und (16) erh~lt man 

bei Beaehtung, dag naeh (7) 
dH{ 

O~e dai  O~e 1 
(17) 

6] cr i - -  d He' c) H d l i  e 

d ae d ore 
ist, 

0 aH~ dH~ 
a ~,. ~ (q~' ~) -- a ~i t + r ~ + r (!8) 

oder dutch Substitution 
, d H i  

die Gleichung (9), abet nut ftir i = 1 , . . . c - -  1. c + 1 . . . .  n. 

Eine entsprechende Gleiehung fib qc folgt aus (16) bei Beachtunz 
von (17). Wir haben also auch in (18) und (16) wieder die n Gbi- 
ehungen (9) erhalten. 
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D. Wir haben in (12) die Gleichungen zwisehen qi and qc erhalten. 
Wir k~nnen aber aus (12) auch Gleichungen zwischen qi und qj 
(i, j ~ 1 , . . . c - -  1, c ~- 1 , . . .n ,  i :~= j) bekommen. Za diesem Zwecke 
stellen wit die Gleiehung (12) ftir qj-Koordinaten ant, dana folgt 

o wj(q~.,@ + O 
c)~  We[qc, he(H, gl , . . .cZ~-l ,  ae+l . . . .  a,)] = fl). (19) O--~j 

Dutch ein analoges u welches uns yon der Gleichung (12) 
zu der Glelchung (15) fiihrte, erhalt man 

0 w j @ , ~ j ) +  0 0 , ~ _  , o~j ~ Wc(qc,~c)" O-~ - -  E. (20) 

o 
Durch Elimination yon 0~c Wc (qc, (zc) aus (15) und (20) bekommt 

man, wenn man beachtet, dal3 die erste Glelchung (17) auch Iiir aj 

(o c  ./dH 4 
,~ultig ist ~o.j  - -  ~ / ~ ; '  

dH~ , dHi 

(i, j = 1 . . . .  c - -  1, c n L 1 . . . .  n; i +-.~-- j), (21) 

also ein Gleichungssystem, das uns die Verbindung zwisehen den Koor- 
dinaten qi und qj liefert. 

Dusselbe Gleiehungssystem kann uueh auf einem einfacheren Wege 

gefunden werden, nlimlieh dutch Elimination yon t aus zwei naeh tier 
Vorlage yon (9) fiir i und j aufgeschriebenen Gleichungen. Allerdings 
kann man in diesem letzten Falle aul~er den Gleichungen (21) aueh die 
unter (12) bzw. (15) enthaltenen Gleiehungen finden, wenn man niimlich 
i und j n l c h t - -  wie in (21) - -  nut 1 , . . . c ~ l , c - } - l , . . . n ,  sondern 
iiberhaupt 1, 2, . . .  n gleichsetzt (se]bstverstandlich bei i ~-~ j). 

Deswegen sehreiben wit jetzt start (21) kiirzer und allgemeiner 

- O W~ d t t j  O g 5 d H~ ] 
]_O~ d ~ j - -  O ~ ' d ~  = y~j~ ( i , j =  1 , 2 , . . . n ; i ~ j ) ,  (22) 

wo ?ij willkiirIiche Konstanten bedeuten. 
Dg$ die Gleichungen (22) gleichfalls als Jacobische LSsungen, 

d. h. Bewegungsintegrale aufzufassen sind, kann man auch folgendermagen 

beweisen. 
Differenzieren wir zunachst die Gleiehnngen (22) nach t, so ergibt sich 

021~ dH.~ 02!4~' d H ~ - - O  ( i , j _ ~ - l , 2 , . . . n ; i = C = j ) .  (23) 
O~,iOq-----~t qi do~j OOljOqj (~j dg i 
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Dal~ diese Gleiehung eine ]dentit~t ist, l~gt sieh folgenderweise 
zeigen. Dutch Differentiation der t t ami l tonschen  partiellen Diffe- 
rentialgleiehung 

0-7 + H . ~ ' " "  ~1,~ ; 0 q~ " ~ ]  = 0 (24) 

0 . ~  ( a G. ) 
naeh cq (bzw. exj) und mit Benutzung yon 0 qi - - 2 i  bzw. ~)~/~.- = l~j' 

ergibt sieh 
dth OH O~W~ 

. . . .  o (25) 
do~i -~ {)t)i OqiO0~ i 

bzw. 
_ d H.~ + 0 / { .  a ~ w j  _ o, (2~)  

docj Opj 6)qjo)~j 

welche Gleiehungen identisch befriedigt sin& 

Wenn wir die Gleiehung (25) mit ~ die Gleichung (26) mit dHidcq 

multiplizieren und die so erha]tenen G]eiehungen voa~einander subtra- 
hieren, erh~l~ man 

0~1~ c) H . d Hj O~ Wj OH d H~ 
- -  O~ - -  . - -  ~ . . . . . . .  

C)~iOqi O_Pi do~j  O~]Oqj Opj dtz i 
welche Gleiehung identisch befrledigt ist und auf Grund der H a m i l t o n -  

OH 
sehen kanonisehen Gleiehungen qi ---~ O_p--~. mit (23) tibereinstimmt. 

Naeh der Gleichung (22) k~nnen wir also, wenn erforderlich, die 
Beziehung zwisehen irgendwelehen zwei Koordinaten als Jaeobisehe 
LSsung sofort aufsehreiben. Als Beispiele daftir k~nnen Wurfbewegung 
und 0szillatorbewegung im Raume dieaen. 

Zusammen~assung:  Es wird gezeigt, daft man naeh der H a m i l t o n -  
Jaeoblschen Methode (im Falle der Separation der Zeit und der Variablen 
und wenn keine Variable zyklisch ist) je naeh Bedarf bei der Reehnung 
schon yon vornherein so verfahren kann, dag man als L~sungen e~_t- 
weder solehe Formen der Bewegungsgleiehungen erhalt, in weIehen die 
Koordinaten als Fnnktionen der Zeit ausgedrtiekt sind, oder aber Glei- 
ehungen, in welehen die Beziehungen zwisehen den Koordinaten selbst 
darges~ellt werden. 

Zagreb,  August 1925. 


