Do
=1

Bemerkung iber die Form der Jacobischen
zweiten Integrale der Bewegungen.
Von V. 8. Vrkljan in Zagreb.
(Eingegangen am 11. August 1925.)

Es wird eine systematische Diskussion iber die Form der sogenanunten Jacobi-

schen zweiten Integrale der Bewegungen gegeben, aber nur im Falle der Sepa-

ration der Zeit und der Variablen und wenn keine Variable zyklisch ist. Der
Fall, daB einige Koordinaten zyklisch sind, wird hier nicht erdrtert.:

Bekanntlich fithrt uns die Hamiltonsche Wirkungsfunktion

S:_“Ht—,l‘Wr(qli---%z;“y---“n) 1)
(die Konstanten H, oy, ... 0, sind voneinander unabhingig) zu den
Jacobischen Integralen der Bewegungen ?)
d8 .
om =f; (¢ =2 ...n), 2)
08
oH == P (3)

wo die n Konstanten p, 8,, ..., voneinander unabhingig sind.

In den Lehrbiichern?) iiber die Hamilton-Jacobische Theorie
findet man gewthnlich nur iiber die Form der Gleichung (8) eine nihere
Ausfithrung. Man erhilt ndmlich bei der Anwendung der Gleichung (1)
auf die Gleichung (3)

w ,
om Ty @
und die Gleichungen (2) ergeben
ow .

Es wird aber nichts Naheres itber die Form der Losungen gesagt. Nach
Boltzmann?®) und Whittaker*) konnte man wieder meinen, daf die
Koordinaten ¢,,...q, nur als Funktionen der Zeit erhalthar sind.

1) Die sogenannten intermediiren Integrale werden wir nicht betrachten.

%) Vgl. z. B. C. Schaefer, Prinzipe der Dynamik 1919, 8. 62; C. L.
Charlier, Mechanik des Himmels I, 1902, 8. 66; M. Planck, Allg. Mechanik
1921, 8. 182 u. 184.

3) L. Boltzmann, Prinzipe der Mechanik II, 1904, 8. 223.

%) E. T. Whittaker, Analytische Dynamik 1924, S. 336.
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Da es in manchen Fillen notwendig ist, von vornherein die Rech-
nung so durchzufithren, um die gewiinschte Form der Integrale zu er-
halten, so soll diese Arbeit eine systematische nihere Diskussion iiber
die Form der erwihnten Jacobischen zweiten Integrale geben?).

A. Um die Form der Integrale der Bewegungen im Falle der Sepa-
ration der Variablen durchstudieren zu konnen, werden wir nicht » un-
abhiingige Konstanten H, o, ... oy, sondern # -+ 1 voneinander abhingige
Konstanten oy, &g, - . . 06, H in die Rechnung einfilhren. Wir setzen also
voraus, da unsere Gleichung (1) die Form (keine Varjable ist zyklisch!)

S = —Ht+ 3 Wi, @) ®)
mit i
H — gl H; (o) (7

hat, wo H; («;) irgend eine Funktion von e; bedeutet?); die Jacobischen
zweiten Integrale der Bewegungen werden dann

g8 0H oW, o

Tos = B T om P =12 ®
oder P .

m%(%,W)Z—Et—{-ﬂi (¢ =1,2,...n). )

Aus dieser Gleichung sieht man sofort, dafl wir durch das eben be-
schriebene Verfahren einzelne Koordinaten als Funktionen der Zeit be-
bekommen (ob explizite oder implizite, hiingt selbstverstindlich von der

Art des Ausdruckes o W; ab).
aocz-

B. Wenn wir aber in der Gleichung (6) eine der Konstanten o
mittels der Gleichung (7) eliminieren, z. B. die Konstante o, welche in
Beziehung auf die Gleichung (7) eine Funktion von H, &, ... 01,

... Oy ist
Fot 1l % 5 oy = R, (H, oty - - tg—1y Rt 10+ Om)s (10)

so geht die Gleichung (6) tiber in die Gleichung
S=—Ht+ W, (g,,00)++ Wert (@e—1s o)+ W [@e B (H, 064, 061, G415 tig)]
+Wer1 (o1 tep D)t + W (qny o) ()

1) Voraussetzung: Separation der Variablen, keine Variable ist zyklisch.
2) Es wird im einfachsten Falle H, (¢,) = o, gesetzt, man findet aber in
a, a?
den Lehrbiichern auch H,(a) = Wzn oder H; () = 2—;2 (wenn es sich um die
Bewegungsgleichungen eines sinzigen Massenpunktes von der Masse m handelt),
vgl. z. B. Sommerfeld, Afomban, 4. Aufl,, 1924, §.783, oder Boltzmann, L c,
S. 227.
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Nach Jacobi sind dann die Integrale der Bewegungen durch fol-
gende Gleichungen ausgedriickt:

J 0 .
TOCZ- W'i(Qia o) + Toa, VVC[QCy h (Ha Olys v v e Olpnn 1z Qg -1y + ““11)] e ﬁi
t=1,--c—1,¢41,---n), (12)
Jd .. , .
57{ W (40 Re (H7 Ohyy v oo Olp 1y Olg £ 1y - - an)] =i+ ﬂC' (l 3)

Wir sehen hieraus, daf die n — 1 Gleichungen (12) uns die Bezie-
hungen zwischen jeder von #» — 1 g;-Koordinaten und einer konstanten
Koordinate g, liefern, die Gleichung (13) aber die Koordinate ¢, (explizite
oder implizite) als Funktion der Zeit ergibt.

C. Wemn wir in die Gleichungen (12) und (13) den Wert fiir
oo (H, 0bgy .+ Blg1y O 41, - - - Oh) 2US (10) substituieren und beachten, daf

oW, OW, due oW, _OW, du,

e d 5= e 14
doy ~ Owe Oog % OH = Oda, 0H 19
ist, so ergibt sich
0 .. 0 du . .
de Wi (45 0) + (Toch; (Qc:“c)'o_o—é =B (=1,...c-Lec+1l,...m) (I5)
0 O , :
EP We (ge 0tc) (Wf? =1+ B (16)
Durch Elimination von d—d— W, (g o¢c) aus (15) und (16) erhilt man
O
bei Beachtung, dafi nach (7)
d H;
Oog __ _ dou Oz 1 (17)
dw,  dH, OH dH, '
. d o, d ot
ist,
0 d Hy . d H; .
ﬁ%(%“i):ﬁt‘FﬁcW‘}—ﬁz (18)
i Li Li
oder durch Substitution
’ dH ’
ﬁc' doa: "1'— 6;‘ - ﬂz‘

die Gleichung (9), aber nur fir ¢ = 1,...c — 1, ¢+ 1,...n.

Eine entsprechende Gleichung fiir g, folgt aus (16) bei Beachtunyg
von (17). Wir haben also auch in (18) wnd (16) wieder die n Glei-
chungen (9) erhalten.



30 V. 8. Vkrljan,

D. Wir haben in (12) die Gleichungen zwischen ¢; und ¢, erhalten.
Wir konnen aber aus (12) auch Gleichungen zwischen ¢; und g;
Gji=1...c—1,¢+41,...n i 5= j) bekommen. Zu diesem Zwecke
stellen wir die Gleichung (12) fiir ¢;-Koordinaten auf, dann folgt

d d ,
6 I/V (2 o) + d W lde oo (H 0ty -+ Gp—1y O g15--- )] = B (19)

Durch ein analoges Verfahren, welches uns von der Gleichung (12)
zu der Gleichung (15) fiihrte, erhilt man

d %) docc :
Ja Wi @ o) + 5 We (Ger 0tc) - P = B (20)
Durch Elimination von aa W, (4 &) aus (158) und (20) bekommt
man, wenn man beachtet, daf die erste Gleichung (17) auch fiir o
do “dH; /dH,
sitlbie ist (J - _1/ c>
e 18 0 o doy/ deg)’
d dH; 0 d H; dHj; , dH;
5‘0;1- Wi (@, o)+ do o 0” W; (45, “)) ﬂ da — B do;
@G j=1,...c—1, c—l—l... ;z-,_/'-J), (21)

also ein Gleichungssystem, das uns die Verbindung zwischen den Koor-
dinaten ¢; und ¢; liefert.

Dasselbe Gleichungssystem kann auch auf einem einfacheren Wege
gefunden werden, namlich durch Elimination von ¢ aus zwei nach der
Vorlage von (9) fiir i und j aufgeschriebenen Gleichungen. Allerdings
kann man in diesem letzten Falle aufer den Gleichungen (21) auch die
unter (12) bzw. (15) enthaltenen Gleichungen finden, wenn man namlich
i und j nicht — wie in (21) — nur 1,...¢—1, ¢+ 1,...n, sondern
iiberhaupt 1, 2,...n gleichsetzt (selbstverstindlich bei ¢ =f j).

Deswegen schreiben wir jetzt statt (21) kiirzer und allgemeiner
oW, dH; 0 W; dH, '

Sty == Yi5 A 2,... ;'_}“’-, 22
Jon de Ou de — v I =L ZeemiigE)) (22)

wo 9;; willkiirliche Konstanten bedeuten.
Daf die Gleichungen (22) gleichfalls als Jacobische Losungen,
" d. h. Bewegungsintegrale aufzufassen sind, kann man auch folgendermaBen
beweisen.
Differenzieren wir zunichst die Gleichungen (22) nach ¢, so ergibt sich

W, . dH; AW, . dH; . ‘
— s =20 =1,2,...n; % . (23
0061' a 4 LA P d o ao‘] 0 (1] q‘g d [+ 4] (" J ¢ j) ( )
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Dal diese Gleichung eine Identitat ist, 14Bt sich folgenderweise
zeigen. Durch Differentiation der Hamiltonschen partiellen Diffe-
rentialgleichung

d8s aVV oW,
et A, 24
dt+H<(117"’qlzv 0 dqn> 0 ( )

. ow; ow; :
nach ¢; (bzw. ;) und mit Benutzung von dq: = p; (bzw. "71‘??' = pj)
ergibt sich

dH; O0H BQE_

o dOﬂL' dpl dqidai
bzw.
+ OH 0*W,

docj dpj 0q,daJ o

welche Gleichungen identisch befriedigt sind.

d I d H;
Wenn wir die Gleichung (25) mit T die Glelchuno (26) mit ¥
o 27

multiplizieren und die so erhaltenen Gleichungen voneinander subtra-
hieren, erhilt man
0*W; 0H dH; o'W, 0H dH;
00;0q; 0p; doy doa,dqj dpj, do;

welche Gleichung identisch befriedigt ist und auf Grund der Hamilton-

=,

schen kanonischen Gleichungen ¢; = mit (23) iibereinstimmt.

H
op;
Nach der GGleichung (22) konnen wir also, wenn erforderlich, die
Beziehung zwischen irgendwelchen zwei Koordinaten als Jacobische
Lisung sofort aufschreiben. Als Beispiele dafiir kimnen Wurfbewegung
und Oszillatorbewegung im Raume dienen.

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, daf man nach der Hamilton-
Jacobischen Methode (im Falle der Separation der Zeit und der Variablen
und wenn keine Variable zyklisch ist} je nach Bedarf bei der Rechnung
schon von vornherein so verfahren kann, daB man als Losungen ent-
weder solche Formen der Bewegungsgleichungen erhilt, in welchen die
Koordinaten als Funktionen der Zeit ausgedriickt sind, oder aber Glei-
chungen, in welchen die Beziehungen zwischen den Koordinaten selbst
dargestellt werden.

Zagreb, August 1925,




