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Die Bewegung eines harmonischen Oszillators unter Einwirkung einer Kraft eF (l) 
wird fiir beliebiges F (t) exakt gel6st. 

])as DIRACSChe N~herungsverfahren gibt die ersten Gliederung einer Reihenent- 
wicklung nach Potenzen des Kopplungsparameters e. 

Der HamLToN-Opera tor  fiir ein Teilchen der Masse m, das an eine 

m a~ 2 q= gebunden ist und Ruhelage q = 0 mit  der potentiellen Energie - y -  

von einer ~ul3eren Kraf t  e F (.t) beeinflul3t wird, lautet  bekanrttlich: 

H ~ -  1 ~ (.0 2 g 
-2,~p 2 q- ~ - -  q -- e qF( t ) ,  (1) 

wobei p und  q der HEISENBERGschen Vertauschungsrelat ion [t~, q] -~ a/ i  
genfigen. Um die Bezeichnungsweise zu skizzieren, soll der frei schwin- 
gende Oszillator kurz behandel t  werden. Im  ersten Teil benutzen wir 
das HEISENBERG-Bild, wo die Observablen R zeitver/inderlich nach der 

Gleichung - -  i a k = [H, R] und die statistischen Operatoren (bzw. Zu- 
st~tnde) zeitlich kons tan t  sind. Die L6sungen des freien Osziltators m6gen 
P (t), Q (t) mit  

g/z {o 2 

~ =  2tm P2 q- ---2--Q2 (2) 

sein, ffir die ebenfalls IP  (t), Q (t)] = h/i gelten soll. Man setze zur Ab- 
kfirzung: 

1 m o~ i d * = t m o~ i A=V~ O+Vg~ e; TO 1/~P (31 
Aus IP, Q I = a / i  folgt [ A , A * ] = t  und 

/~ o, (4) 3-I= a~oA* A + ~ -  

Daher  genfigt es, die Eigenwerte des Operators N = A* A zu best immen. 
Sei q0 a ein Eigenvektor  zum gigenwer t  ,% yon N :  

N ~ .  = 2 ~ . ,  (5) 
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so folgt dutch Multiplikation mit  A: 

AN(I)~ = Aq)a + N A ~  = ; r  
oder 

N (A(I)~) = (4-- t) A(I);. (6) 

Also ist entweder  A CO n Eigenvektor  zum Eigenwert  2 - - t  oder A ~ = 0. 
Ebenso Iolgt durch Multiplikation mit  A*: 

N(A*a)a) = (;o + 1) A*q)~. (7) 

Wegen 2 ((/)~, (/)~) = (~a, A* A (/)~) = (A ~ ,  A ~ )  ~ 0 mtissen alle Eigen- 
werte 2 ~_ 0 sein. Wegen (6) muB es mindestens einen Vektor  60~ geben 
mit  A(/)~ = 0, da man sonst von einem ). ausgehend beliebige negative 
Eigenwerte  nach (6) finden k6nnte.  Ffir ~ gilt 

N00f, = A* A (P~ = A* 0 = 0, (8) 

so dab ~ .  Eigenvektor  zum Eigenwert  0 yon N ist, also q). = ~0- Aus 
(6) folgt dann sofort, dab alle 2 ganze Zahlen ~ 0 sein mfissen, da man 
nach n-Schri t ten yon r auf (/)~_,, kommt,  wo bei einem n dann 
A C b a _ , y 0  folgt, so dab 2 - - n = O  ist. 

Von ~0 aus Iassen sich der Reihe nach die Vektoren 

A*~, ,  = Vn + 1 ~0~l  oder ~ =  - l - -A*nch  V,~ - o  (9) 

bilden, ffir die N(I), ,=n(]),  und (~ , ,~b  , )=~, , , ,  gilt. Es folgt dann: 

A ~ = l/~ ~n_~. (~o) 

Setzt  man  Irreduzibilit~tt des HILBERT-Raumes in bezug auf den durch 
P und  Q erzeugten Ring voraus, so ist die obige L6sung die einzige. 

Aus t~ ./i = E34, A ] = - - / i  o~ A folgt A (t) = A (0) e io t, woraus sich 

auch sofort nach (3) mit  

1/--t~ P = ~ I / m ~ ( A * - - A )  ~ d  0 = V 2 , ~ ( A + A * )  (tl) 

P(t)  und  Q(t) ergeben. Ill (5) bis (t0) ist Itir A immer  A(0) gemeint.  
Ftir den Fall der erzwungenen Schwingungen setzen wir p (t), q (t), 

?~ . 

a(t) und H(t)  als Operatoren.  Mit (1) folgt aus ~ a ~  IH, a] 

ie a = - i o~ a -~ F (t), (t 2) 
V2,~  g 

was integriert  Ifalls F (t) erst nach der Zeit t = 0 wirkt] 

ie 
a(t) = A (o) ~_.o,+ V ~ '~o,  ~ - ' *  fF(.)o ~ " ~ ' ~  (1~) 
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ergibt, da dann auch a (t) die Vertauschungsrelation Ia (t), a* (t)] = l 
erftillt, da A (0) es tut .  Die Energie des Osziltators ist 

Zur Zeit t = 0 ist E = f/co (A* (0) A (0) + �89 Man m6ge zu dieser Zeit E 
mit  dem Ergebnis k co (n + �89 gemessen haben, so dab dann der Zustand ~b  
vorliegt. Dann folgt ffir den Erwar tungswer t  E von E sehr leicht mit  (t 3)" 

E :  ( # . ,E  (t) ~.) = hco(n + �89 + Y~lC l2), (15) 

wobei zur AbkiJrzung 
t 

e und  C (t) = f F (z) e i ~ ~ d 
7 V ~  ~ o 

gesetzt  ist. Der  Zuwachs h~y~lCl s ist also der gleiche, wie man ihn 
klassisch erwartet : .  

Die Energie E (t) zur Zeit t ha t  nach (t4) dieselbe Fo rm wie in (4) 
mit  Operatoren a*, a die dieselbe Vertauschungsrelat ion erffillen wie 
A*, A. Daher  gibt es einen (und nur  einen Vektor) hUG mit  a (t) hUG = 0. 
(Es ist ~o von t abh~ngig, da a(t) yon t abh~ngig!) 

1 
Mit ~ff~ = V ~.t a * ' T o  folgt a * a  ~ .  = n T~ und 

E(t )  ~t  = hco(n + �89 kP.. (16) 

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit  ffir den Energiewert  E .  = *co (n + -~) 
zur Zeit t, wenn zur Zeit 0 der Energiewert  E o = ~o /2  gemessen ~vurde ? 
Da damit  der Zustand q)o ist, ist die Wahrscheinlichkeit  ffir 7t. (d.h. 
fiir E,, zur Zeit t) gleich ](kP., ~o)i  s. 

Ffir dieses innere Produkt  folgt mit  A (0)q~o = 0 

t ( ~ . .  ~ffo, ~o) = t (~r~o, ~" ~o) (~,,, ~0) = V~-., ~ . ,  

- -  ~ ~ - ~ ' ~ " ( ' , ; ~ c ) " ( m o , ~ o ) ,  

und 
i (~ , , , ,Z,o) lS= , Cl s. is. ,,~ Iv i (~o, r (t7) 

Wegen q)o ----~ ~.(TJ. ,  ~bo) und (~bo, q)o) = t folgt 

1 = Z [ (~'., r s =  ~ ~'~~ I (e0, ~ o ) ? .  

1 ls ist E = ? ~ o ] a [ ~  mit  a=(A(O)-t- i~C)e - i  ~t, wobei A(0) und a 
keine Operatoren sondern Zahlen sind. Somit also 

E = ~ co [[ A (0) [~ + ?~ l C I ~ + Realt (A* (0) i ~ C)J. 
Ftir viele Oszillatoren, wo A (0) eine beliebige Phase enth~l• is~ also im Mittel 

= ~ ( I A ( o ) ? + 7  ~]c? ) .  
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Da ~o nut  bis auf einen Zahlenfaktor bestimmt war, kann man einfach 

(~o, ~o ) = e ~ (~8) 

setzen. So erh/ilt man schliel31ich ftir die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

w ( o l n ) -  Iv Cl~" e-I~< =, ( 19 )  

Der allgemeinere Fall, dab zur Zeit t = 0 der Wert E~ gemessen 
wurde, erfordert ftir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t 
den Wert E .  zu messen, die Aufstellung der Gr6Be (kP~, ~gm): 

(~.,r = 1/-ZT., 
Nach (13) ist 

n 

Weiterhin folgt nach (t0): 

A (o)* @m = V ~ ( , ~ - 1 ) . . .  ( ~ - p  + t) @,,,_,. 

Es ist dann das innere Produkt (g*0, q~.~) zu berechnen: 

(~o,~)-~- ' (~o,A*(o)~~ - -V~t  (A(~176176176 

_ t ~ (i c*)- o ( ~ ,  @o) 1/g (['~ (t) ei,,,,_ r  c3 -~ ~o, @o) = ~ r (20) 

b, Cl ~ 
__ I ( i  y C*)'~' e 2 

Damit erh/ilt man schliel31ich: 
lye', z 

x Vm ( ,~ -  1 ) . . .  ( m - ~  + v + 1) 

= 1/.,~ ,.o,, . . - I .<"  ,. (21) 

v ~ O  

1 
X - -  (m - n + v)! 

mit a = 0  ffir m ~  ~, und ~ = n - - m  ffir m ~ n .  
Die 0-te Ableitung des LAGUERRESChen Polynoms: 

n 

7(-x)~ 
V = 0  
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l au te t  

~ - _ ~ . ,  ( -  ( - t )~ .  
v =  0 

D a m i t  erh~tlt man  ffir m N n: 

( m - n + v ) !  
v=n--m 

und somit :  

1 . . . .  L~ -~ (x) 
n ! 

(22) 

(%, r  1/~" ~ r !'"'~ = I/~-.' ~ ~ ( - i  v c )  . . . .  L~-"(lyCt~)', (23a) 

und ffir m ~ n  (mit ~ = ~ - - v  und o = m - - p ) :  

n n n 

(m -- n + ~) ! t~ (m -- j~) m ! (m -- tl) ! /* ! (n --/~) ! 
v = 0  p = 0  / ~ = 0  

m 

ft! ~ ,  m!  ( _ x )  e m+n n! n--m 1 m--n 
= ,z~.. ,..., O! ( m - O ) ! ( q - m + n )  --  m! (--1) ~;~L,~ (x) 

O~m--f~ 

und somit  

2 t a - - - ~  ' _ F ~ . ~ n T .  (-- i y C*)"-"  L, ,  ( lyC[2) .  (23 b) 

Die Absolu tquadra te  I (~,~, q),,) [~ geben die Wahrscheinl ichkei t  w (mln) 
daftir, dab m a n  nach einer Energiemessung zur Zeit  0 mi t  dem Ergeb-  
nis E,~ danach  zur Zeit  t einen Energiewert  E,, miBt:  

w ( m l n ) = { , ~ @ e - t ~ c l " [ L ~ ( l ~ , C l ~ ) [  ~ fiir n = m  (24) 

[ ~ e - i ' c l ' ( I  ~ I L : - ' ( I ~ C I ~ ) I  2 fa r  m > n .  j 

Die bisher  berechneten inneren P roduk te  (~,~, ~, ,)  geben uns eine 
M6glichkeit,  auch die allgemeine L6sung der SCHR6DINGER-Gleichung 

t /t~ ~ \ 2  ' , m~ 2 h ~ ~ ( y , t ) ( 2 5 )  2m~-T~-y) ~(Y t ) + ~ y  ~ o ( y , t ) - - e F ( t ) y ~ o ( y , t ) - -  i Ot 

zu finden. Wir  not ieren die Eigenfunkt ionen  q~, in der Ortsdarstel lung 

$t~ co y-* 

~o . (y )=  ~'H,, ~ -  y e , 



Die erzwungenen Schwingungen des harmonischen Oszillators. 473 

wo H,~ (y) die HERMITEschen Polynome mit 

e -t2+2ty = g ~  (y) ~ (27) 
r~=0  

sind. 
Die L6sung der Bewegungsgleichung - -  i 2z ~ = [H, a~ lautet mit einer 

uniffiren Transformation U (t), die der Gleichung 

i 
: ~ - H  U mit U (0) : t 

genfigt : 
(t) = U a (0) U*. (28) 

L~igt man die Operatoren konstant und l~iBt sich die Zust~inde zeitlich 
~ndern, d.h. geht man vom HEISENBERG- zum SCHR6DII~GER-Bild fiber, 
so folgt 

(t) = U* 9 (o) (29) 

und damit die Scm~6DiNGER-Gleichung 

i ~(t) = H ~  (t), (30) 

wobei t / d e r  Energieoperator gebildet mit/5 (0), q (0) ist, also von t nu r  

explizit abh~ingen kann: 

74r 0)  2 " "2  
/ ~ =  2;~ p(O) 2 + ~ q ( O )  + eF( t )  q(O). (3t) 

] ~ S  w a r  

e~ = ) ~* (t)- ~o = ~ u ~* (o) - u *  ~Vo 

mit 
a (t) ~o - o = u a (o) u *  ~.. 

Daraus folgt, dab 

Wegen A (0) q5 o -- 0 muB 

sein. Daraus folgt: 

A (o) U* ~(o) = o. 

U* ~o = ~ r  

U a* (o)" q~o = ~o= [ ~  V,~ UA*(~176 

Um c~ zu berechnen, bilde man 

5~o ~ Uq)o + ~ C?O~o a i = : - - o ~ U q )  o +  t ~ H U ~ o ,  
O: 

~ Z4 eo. q~o: ~ ~ + ~  0( 

Ze i t schr i f t  ftir P h y s i k .  Bd, 130. 3 2  
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Daraus : 

Wegen : 

wird hiermit 

(~0o, ~o) • + ~(~o H~o) 

' 

& i~o 
- ~ + ( ~ o , ~ o ) .  

Um das letzte innere Produkt zu berechnen, benutzen wir Ilach (20) 
die Beziehung : 

n /$ 

Durch zeitliche Differentiation folgt: 

1 (21) C ) u _  1 e eiO~ t 

1 e e~oot ~ C ,  . c e _ ~  a~t ~ �9 ) ]  
- ( - i ~ , c ) . - ( - - - F ( t )  -~ F(t) C ~ 

2 ~V2mho, V ~  ] J  

Damit wird: 

Z "1 [ C[ "~)n-l~'C* e Fe~O,t_ 

n 

f f  

= ~yF( t ) l  (d~'ty C* -- e - ~ t  y C). 

Somit folgt ftir c~: 

und daraus 

e )] 
]/2mhT~ F e- i~tYC 

io  ~ (d~tC.  2 + F(t) --e-i~ 

t 

0 r  0 

Wegen 
~.  = Y, ~ ( q ~ ,  ~.) = ~ U ~ .  

folgt : 

Die L6sung der SCHR6DINGER-Gleichung mit 

9~(y, 0) = ~ ( y )  a~.; ~ ( y )  nach (26) 

(32) 
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lautet also 

r (y, t) = u ~ (y, o) = X u *  q). (y) a .  = Z ~m (Y) (~'m, q~.) ~ ~., 
#~ ~, m 

wobei c~ und (7Jm,~n)nach (32) und (23a u. b) einzusetzen sind. 
DIRACsche N~iherung" Mit 

~(y,t) = ~ ~m(Y) e--io(m+6)tCm(t) 

geht (25) fiber in 

475 

wobei 

(33) 

i c~ = --eF(t) ~ d~~ (34) 

1/ 
- 

y.,.+~---1/- F~ 7;%- i (3~) IP 2moo, 
aUe anderen 

Y,~m ~ O. 
Somit folgt aus (34): 

~..=r176 (36) 

Zur Zeit t = 0  ist G=a , , .  Man setzt an: 

c. (t) an + r c#~ (t) ~ ~ = + y  c~ ( t ) + . . .  (37) 

und erh~ilt damit ffir die einzelnen Glieder der Reihenentwicklung: 

rd~, ]/~a - - -  "(')= i F ( t )  t V ,~-I + e-~<~ + I a,+,] (38a) o n 1 

~-i.F,(t) re,~, ] /~c  ('> + e-'~' V; .a> L | n - -1  (t) -}- t ~nq-1 (t)] �9 ( ~ 8 b )  

Aus (38a) folgt sofort: 

c~>= iC(t) ~ a ~ _ ~  + iC*(t) V~7+ I a.+l (39) 

mit C(t) nach (t5). Damit geht (38b) fiber in: 

~ , -  i.F (0 [~ ~' i c ~ (,~-1) ~._~ + 

Bezeichnet man die Ableitung yon C(t) mit C(t), so kann man dies 
aueh schreiben : 

~7~-- - d c ]/,~ (~;~-  ~) ~,,_~- ( .  d c *  + (,~ + ~) d* c) a. - 

--d*C*V(~-~-t  ) (#@2)an+ 2. 
32* 
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Das erste und letzte Glied auf der rechten Seite ]~iBt sich sofort aus- 

integrieren, da z.B. C C - -  t d C~ ist. 
2 ~  

Weiterhin ist 

n ~ C * + ( n + l )  O*C==_ 1,+ ~ ~(C*C-OC*),  

so dab schlieBlich: 

c(:~ = - ,~ c ~  V + ~ v - -  t )  ++_3  - 

- (++~)Icl~+~fd*(~)c(~)-d(r)c*(~)d~ a . -  (4o) 
0 

- ~  c*~ gN + t1 (t,+ a/~,,+~. 

Nach (33) und (34) muB aber exakt  gelten: 

c~=  ~+++)~ Z ( ~ ,  r ~ ~,., 
m 

Mit (23a u. b) und (32) folgt: 
t 

2 ~ (c:*c-dc*)~ 
C~,~- e o X 

".__1V 1 ~ •  ~- i~ c),.-~, r4-,. (v= Ic t ~) a,~+ 
x t,+~ov ,,, ,+,' (4t) 

- } l / " t  ~ ( z ..... ( ~ l c l  ~)a,~. 

Dies l~iBt sich in eine konvergente (!) Reihe Ilach y entwickeln, deren 
erste Glieder man leieht als mit  (39) (40) fibereinstimmend feststellt. 

Berlin, Inst i tut  ffir theoretische Physik der freien Universifiit. 


