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Die erzwungenen Schwingungen des harmonischen
Oszillators nach der Quantentheorie.

Von
GUNTHER LuDpWiG, Berlin.,
(Eingegangen am 13. Juli 1951.)

Die Bewegung eines harmonischen Oszillators unter Einwirkung einer Kraft eF (f)
wird fiir beliebiges F{f) exakt geldst.
Das Diracsche Naherungsverfahren gibt die ersten Gliederung einer Reihenent-
wicklung nach Potenzen des Kopplungsparameters e.

Der HamrrtoN-Operator fiir ein Teilchen der Masse m, das an eine
Ruhelage ¢g=0 mit der potentiellen Energie 12&2{12 gebunden ist und
von einer duBeren Kraft ¢ F (¢) beeinfluBt wird, lautet bekanntlich:

1
2m

H=topry "2 g oqFp), (1)
wobei p und ¢ der HEISENBERGschen Vertauschungsrelation [p, ¢] == %/s
geniigen. Um die Bezeichnungsweise zu skizzieren, soll der frei schwin-
gende Oszillator kurz behandelt werden. Im ersten Teil benutzen wir
das HEISENBERG-Bild, wo die Observablen R zeitveridnderlich nach der
Gleichung —4 % R==[H, R] und die statistischen Operatoren (bzw. Zu-
stande) zeitlich konstant sind. Die Losungen des freien Oszillators mégen
P(t), Q) mit

1 i w?
H— g 22 g ?)

sein, ftir die ebenfalls [P (), Q ()] = %/7 gelten soll. Man setze zur Ab-
kiirzung:

_ 1 (]/me i op\. e A [ me i
A”’Vi( Z Q+ymwnp>’ 4 1/2(]/ W ¢ VWP>' )
Aus [P, Q] = %ji folgt [A, A*] —1 und

He=liwd* A+ 12, (4)

Daher gentigt es, die Eigenwerte des Operators N = A* A zu bestimmen.
Sei @, ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von N:

N®,=10,, (5)
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so folgt durch Multiplikation mit A4:
AN@A = A@A + NA(DA = A‘.A@;.

oder

NAD,) = (A—1)AD,. (6)

Also ist entweder A @, Eigenvektor zum Eigenwert 1 —1 oder A @, = 0.
Ebenso folgt durch Multiplikation mit A*:

N(A*D,) = (A -+ 1) A*®,. (7)

Wegen M@, D;) = (D,;, A¥*AD,)=(4D,, AD,) =0 miissen alle Eigen-
werte 2 > 0 sein. Wegen (6) mu3 es mindestens einen Vektor @, geben
mit A@,=0, da man sonst ven einem 4 ausgehend beliebige negative
Eigenwerte nach (6) finden kénnte. Fiir @, gilt
N®,=A*AD,=A*0=0, (8)

so daB3 @, Eigenvektor zum Eigenwert 0 von N ist, also @, = @,. Aus
(6) folgt dann sofort, dabB alle 4 ganze Zahlen >0 sein miissen, da man
nach #-Schritten von @, auf @, _, kommt, wo bel einem # dann
AD,_,=0 folgt, so daBB A—n==0 ist.

Von @, aus lassen sich der Reihe nach die Vektoren

A*D, :V'ﬂ —{—7@,1T1 oder (Dn"_*A*”@ (9)

n!

bilden, fir die N@,=#»®, und (D,,D,)=34,, gilt. Es folgt dann:
D,=n®, ;. (10)

Setzt man Irreduzibilitdt des HieBErRT-Raumes in bezug auf den durch
P und @ erzeugten Ring voraus, so ist die obige Lésung die einzige.
Aus 7;1 A=[H A]=—%wd folgt A(H)=A (0)e "¢, woraus sich

auch sofort nach (3) mit
=1 Cmohar—4) wd Q= ]/ 4% (1)

zmw
P(z) und Q(z) ergeben. In (5) bis (10) ist fiir 4 immer 4 (0) gemeint.
Fir den Fall der erzwungenen Schwingungen setzen wir 4 (t), ¢ (¢),

a(f) und H(t) als Operatoren. Mit (1) folgt aus %d: [H, a)

ie

—F(), (12)

a=—iwa :
+]/2mhw

was integriert [falls F{f) erst nach der Zeit {=0 wirkt]

a(t) = A(0) e""”—{——rﬁ——e“’"“"ftF(r) evvdy (13)
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ergibt, da dann auch a(¢) die Vertauschungsrelation [« (f), a* (£)] =1
erfiillt, da A(0) es tut. Die Energie des Oszillators ist

zszpz_}-%‘ﬁgz:ﬁw(a*a—k—;). (14)

Zur Zeitt=01ist E =7 (4*(0) 4 (0) + §). Man moge zu dieser Zeit E
mit dem Ergebnis Zw (% + %) gemessen haben, so dafl dann der Zustand @,
vorliegt. Dann folgt fiir den Erwartungswert E von E sehr leicht mit (13):

E:(@n’E(t)@n):ﬁw(”+%+72|ci2)’ (15)
wobei zur Abkiirzung
¢
¢ T0T
y—m und C(t)—OfF(T)e dr

gesetzt ist. Der Zuwachs hwy?|C|? ist also der gleiche, wie man ihn
klassisch erwartet®.

Die Energie E (f) zur Zeit ¢ hat nach (14) dieselbe Form wie in (4)
mit Operatoren a*, a die dieselbe Vertauschungsrelation erfiillen wie
A* A. Daher gibt es einen {und nur einen Vektor) ¥, mit a(f) ¥,=0.
(Es ist ¥, von ¢ abhingig, da 4(f) von ¢ abhingig!)

Mit ¥, = 1 a**¥, folgt a*a¥,=n¥, und

n!
EQ¥, =7%on+1)Y,. (16)
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Energiewert E,, = Zw (- 3)
zur Zeit £, wenn zur Zeit 0 der Energiewert E, = %w/2 gemessen wurde ?
Da damit der Zustand @, ist, ist die Wahrscheinlichkeit fiir ¥, (d.h.
fir E, zur Zeit ¢) gleich |(¥,,®,) %
Fiir dieses innere Produkt folgt mit 4 (0) @y=0

(}[ln:@> V (a*"}[/o’(j)) VA go:“ @)

= iy O (%, D),
i

I(Y’n,@on:m[?’ciz”](%,@o)iQ- (17)
Wegen @y=2 ¥, (¥,, D,) und (@,,D,)=1 folgt
[(F, Do) 2

und

1= 3 (F, B =

1 Klassisch ist E=hw|a|? mit a=(4(0)+iyC)e t®f, wobei 4(0) und a
keine Operatoren sondern Zahlen sind. Somit also

E=hw[|A4(0)[*+y2|C|2+ Realt (4*(0) i yC)].
Fiir viele Oszillatoren, wo 4 (0) eine beliebige Phase enthilt, ist also im Mittel
E=ho(40p+7|C]).
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Da ¥, nur bis auf einen Zahlenfaktor bestimmt war, kann man einfach
lvCf

(T @) = %)

setzen. So erhilt man schlieBlich fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
C 2n 2
w (01n) :%[L—e““’q : (19)

Der allgemeinere Fall, daB zur Zeit {=0 der Wert E , gemessen
wurde, erfordert fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢
den Wert E, zu messen, die Aufstellung der GréBe (¥,, D,,):

(TM 2 @m> = (%’ dn ®ﬂl) ‘

n

1
Tt
Nach (13) ist
ar = (A(0) + iy Cyre=inwt = g=inet Z (Z)A o yC)y.

p=0

Weiterhin folgt nach (10):

A(O)P@m: / WL(WL—1> ;(m— ?"{‘ ) m—p

Es ist dann das innere Produkt (¥, @,) zu berechnen:

(F, D) = Py, 4% (0)2 D) = = (4(0)* Ty, Do)

1
1y
Ve!
(0 ) e — iy C1e W), @) =

1/“ {

]/Q V@ (Z v C*> (l[/o, @o) (20)

_»vCp

1,}} C*)o 2

Vo'

Damit erhidlt man schlieBlich:
[yCie

w —inwt, 2 MM———”TV
s @) = imemimere = 3 () E

»

X Jm (m—1) ... (m—n-+v-+1)
\yC‘Z n

= | et E iy o ) (e

y=0

1
(m—n )l

mit ¢=0 fiir m=#» und o=n—m fir m=>x.
Die g-te Ableitung des LaGUERREschen Polynoms:

Lo =35

=0

X
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lautet

(r—o)!

Lw=) (§) g Ao e, (22)

Damit erhilt man fir m<#:

#w

2 (e = L ()

und somit: -
W 1 —inowt _ll‘.lc—2 . n—m J n—m |2y -
(B, ®,) = |[2n Leminate T (iyCpm Ly Cla); (23)

und fir m>n (mit g=n—v und g=m—u):

- n (—x" : w\ (="F  ml 4 ml (=)
Z(v) (m —n -+ 9)! _Z(,u) (m—p)! — m! (m—y)! pl(n—up)!
=0 u=0 u=0

— n! < m! (' x)gfm-}—n — n! n—m 1 —n
= D T et =t T I )
o=m—n
und somit
T e .
(l}'ln’djm) — E‘!_;’l._fg—‘mwte 2 (—'VV C*)m-—n L;'Z-—n (H/ C I2) . (23b)

Die Absolutquadrate | (¥,, @,,) |2 geben die Wahrscheinlichkeit w (m | )
dafiir, daB man nach einer Energiemessung zur Zeit 0 mit dem Ergeb-
nis E,, danach zur Zeit ¢{ einen Energiewert £, miBt:

[ emtrer(y Clgpn|Lem (y CIAF  fir m<n

(n1)?

wlm|n) =} e lver L,(yc» fiir n=m \ (24)
l(_Z"!)—se—wcw([ycyz)w}L;;;—n(lyclz)\z fir mzn. |

Die bisher berechneten inneren Produkte (¥,,®,,) geben uns eine
Méglichkeit, auch die allgemeine Losung der SCHRODINGER-Gleichung
1 (h 0\ 2 h oo
7,;(7@) Pt + ey ) —e FO) y oy, 0) = — - 5-9(v,1) (25)

zu finden. Wir notieren die Eigenfunktionen @, in der Ortsdarstellung

mw

nor =52 mpzps) ¥ e

|,
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wo H,(y) die HERMITEschen Polynome mit

tn
n!

6—t2+2iy — ZOHTL (y) (27)

sind.
Die Losung der Bewegungsgleichung — ¢ % a = [H, a] lautet mit einer
unitiren Transformation U (f), die der Gleichung

U—=tHU mit U(0)=1
geniigt:
a(t)y =Ua(0) U*. (28)

LiBt man die Operatoren konstant und 148t sich die Zustdnde zeitlich
andern, d.h. geht man vom HEISENBERG- zum SCHRODINGER-Bild iiber,
so folgt
¢(t) = U*p(0) (29)
und damit die SCHRODINGER-Gleichung
ho. °
—5 ) =He(), (30)

wobei H der Energieoperator gebildet mit 4 (0), ¢ (0) ist, also von ¢ nur
explizit abhingen kann:

He= L (02 + "2 q(0)2 + e F (1) (0). (1)
Es war
1 n 1 n
‘t }[fnzﬁa*(t) l.i"o—ﬁUrit"‘(O) U* ¥,
mi

a®) ¥y=0=Ual(0)U*¥,.
Daraus folgt, daB
A) U*¥(0) =0.
Wegen A(0) Py=0 mub
U =a®,
sein. Daraus folgt:

Y=2 Ua*(0)'Py= = UA*(0)' Dy =0 UD,.

]/nl - Vn!

Um « zu berechnen, bilde man
Uy =6 UDy+alUBy= 2 a Uy 5 2 HUD,,

Sy L HY,
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Daraus:
(%, B =L+ L, HE).
Wegen:
H= Zw(a*a+%)~e —h—F(t) (a* 4 a)

2mo
wird hiermit

a i ;
Um das letzte innere Produkt zu berechnen, benutzen wir nach (20)

die Beziehung:

_lrcp®

¥ = Z@ (@,,%) = Z D, (—iyCre
Durch zeitliche Differentiation folgt:

¥ = va@[ (iy C)= (—1) yzmh;F(t)e”‘”

_lrep

F) e=ioty cﬂ £ 2

M(_/LVC) ( —F()ei‘“tyc* !

]/thw

Vzmhw

Damit wird:

/ 1 - 2 n—1,, € . Twi
(o, )= Do [nlly CP1y €2 et
c ¢ givta, C% Fe—totyC
]}’ ] (Vzmhw 14 +]/2mhw ¢ 7 )}

— %’}/F(t) (8¢wtyc*_e—~1wt,yc)_

Somit folgt fir a:

« ___LU‘L ﬁ 1w o= tw

—= 5 + 2F(t)(e PC* — gm0t ),
und daraus

ﬁl—;—tTV—Z F) (0T CH(z) — e~ 107 C() dv

x=e 0 (32)
Wegen
folgt:

U0o,=>,9,,%,) a* U@, =>o, (%, 0,) «.

Die Losung der SCHRODINGER-Gleichung mit

0= X gul) i @a(s) nach (20
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475
(p( ) U* ZU*(pn Ay _Z(pm Wm:d)) Ay (33)
wobei « und (¥,,,®,) nach (32) und (23a u.b) einzusetzen sind
Diracsche Niherung: Mit
= 2 @, (y)eTremiiic, (1)
m=1
geht (25) tber in
o .
—%Cn:_e‘F(t);yw(m‘n)tynmcm: (34)

wobei

—
Ywrn—1= ]/Tm?]/;
h
Yar nt1 = |/ 2o V%+1
alle anderen '

(35)
Yum =0 )
Somit folgt aus (34):
=iy F(t) et e, o+ et 1,y (36)
Zur Zeit {=0 ist ¢,=a,. Man setzt an:
Gl =a,+ye )+ e i)+ (37)
und erhdlt damit fiir die einzelnen Glieder der Reihenentwicklung
(P =1F(f [e“”‘*]/nan 1—{—(3’“”]/%—{—141%1] (38a)
— PP () [t Pred, () + et Pa k163, @], (38D)
Aus (38a) folgt sofort:
W =iCt)na, ,+iC¥®) n+1a,,, (39)
mit C(¢) nach (15).

Damit geht (38D} iiber in:
&2 =i F(l) [é*ti C)fn (n—1) @y +
+(eti C¥n4- =it C(n 4 1)) a, 4 et C* ] (n + 1) (n + 2)

ntas
Bezeichnet man die Ableitung von C(f) mit C(¢), so kann man dies
auch schreiben:

(,“C]/n(nﬂi_)a,hz—(néé‘*%— (n-+1)C*C) a, —

-~ C* C*]/(%—I— 1) (n —}-‘27%4_2

M
cn

32%
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Das erste und letzte Glied auf der rechten Seite 14Bt sich sofort aus-
integrieren, da z.B. CC= %% C? ist.
Weiterhin jst

nCC* 4 (n+1)é*cz(n+-;-)§z(cc*) o (Crc—Co,
so daB schlieBlich:

@ =—3Cnn—1) ay,—
12

— |+ PICR+L[C*() C)—C (1) C* () d7|a, (40)

0

_%C*zl/(” A1) (4 2) Gy g
Nach (33) und (34) muB} aber exakt gelten:
€, = ele it Z(?’ D)

Mit (23a u. b) und (32) folgt:

vICPE

2
5 r f(r*c C(‘*)dr

m’ n m T n—m _
{Zl/ T (=iy O L (2 | CP) ay, (41)

M=n

“nl

Y iy o rop) m}

m! m'

m>n

Dies 1463t sich in eine konvergente (1) Reihe nach y entwickeln, deren
erste Glieder man leicht als mit (39) (40) tibereinstimmend feststelit.

Berlin, Institut fiir theoretische Physik der Ireien Universitit.



