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Elastische Nachwirkung und Plastizitit.
Von Richard Becker in Berlin-Grunewald.
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 8. Mai 1925.}

Es wird gegeigt, daB die Boltzmannsche Theorie der elastischen Nachwirkung
in ihrer allgemeinsten Form abgeleitet werden kann aus der Annahme einer
plastischen Inhomogenitit des Materials, wenn man annimmt, daf die Plastizitit
besteht in einer der XKraft proportionalen FlieBgeschwindigkeit. Da jedoch
die Plastizitit der Metalle sicher nicht diesem Gesetz folgt, ergibt sich die
Notwendigkeit einer Modifikation der Boltzmannschen Theorie, Diese Ab-
dnderung wird durchgefithrt unter der Annahme, daf das Flieflen von Metallen
in einzelnen, durch Wahrscheinlichkeitsgesetze geregelten diskreten Spriingen
erfolgt. Die Konsequenzen dieser Annahme werden in einigen der experimen-
tellen Priiffung zuginglichen Fillen ausgewertet. — Inhalt: I. Die Boltzmann-
sche Theorie. II. Plastische Inhomogenitit als Ursache der Nachwirkung,.
HI. Quantitative Durchfithrung der v. Wartenbergschen Theorie. IV. Versuch
einer Beriicksichtigung der wirklichen plastischen Eigenschaften von Metallen.

Einleitung.

Wir verdanken L. Boltzmann eine der Wirklichkeit in wesentlichen
Ziugen gerecht werdende phinomenologische Theorie der elastischen Nach-
wirkung. Die Nachwirkung kann danach gedeutet werden als eine Art
Erinnerungsvermdgen des Materials an seine fritheren Erlebnisse. Wihrend
man frither die Nachwirkung als eine selbstdndige Eigehschaft der be-
treffenden Korper ansah, faft man sie neuerdings in der Regel auf als
einen - Spezialfall der Plastizitdt, welcher immer dann zu erwarten ist,
wenn das Material ,plastisch inhomogen“ ist, d. h. wenn der Kérper
regellos zusammengesetzt ist aus sehr vielen und plastisch verschieden-
artigen Teilgebieten (aus ,harten und ,weichen Teilen). Es ist mehrfach
— und insbesondere durch v:-W-artenberg — ausgefithrt worden, wie
man von dieser Annahme aus qualitativ die Nachwirkungsphinomene
verstehen kanm. In der vorliegenden Arbeit wird zuniichst eine quanti-
tative Ableitung der Boltzmannschen Theorie aus dieser Vorstellung
heraus gegeben, welche iibrigens implizite bereits in einer viel dlteren
und von ganz anderen Anschaunungen aunsgehenden Arbeit von Wiechert
enthalten ist. Dabei ist es natiirlich nétig, die ,Plastizitat® der Teil-
gebiete irgendwie formelm#fig zu charakterisieren. Es zeigt sich nun,
dafl man gerade dann zur Boltzmannschen Formel gefithrt wird, wenn
man die Plastizitidt beschreiben kann als eine der wirkenden Kraft pro-
portionale Fliefgeschwindigkeit. Nun kann diese Beschreibung vielleicht
zutreffen fiir manche amorpben Substanzen, sie ist aber sicher ganz falsch
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bei Kristallen und vor allem bei Metallen in hinreichender Entfernung
vom Schmelzpunkt. Es wird daher weiterhin versucht, die Plastizitit
der Metalle in einer der Wirklichkeit besser entsprechenden Weise zu
kennzeichnen. Man ‘gelangt dadurch zu Ausdriicken fiir die Nachwirkung,
welche zwar beim einfachen Be- und Entlastungsversuch mit Boltzmann
iibereinstimmen, dagegen ergeben sich beim Uberlagerungs- und .Schwin-
gungsversuch charakteristische wnd experimentell gut priifbare Ab-
weichungen von den Forderungen der Boltzmannschen Theorie in
einem Sinne, welcher mit #lteren Messungen von Jordan und Sieg
ibereinstimmt.
I. Die Boltzmannsche Theorie.

Nach L. Boltzmann?) laft sich die Erscheinung der elastischen
Nachwirkung allgemein in folgender Weise beschreiben:

Auf einen elastischen Korper wirke eine als Funktion der Zeit vor-
gegebene Kraft P(f). Die zugebirige Deformation y sei die der Kraft-
wirkung entsprechende Anderung derjenigen Koordinate des Korpers,
deren Differential dy, multipliziert wit P, die von jener Kraft auf dem
Weg dy geleistete Arbeit ergibt. Sieht man von Trigheitskraften ab,
so ist nach der Elektrizititstheorie (Hookesches Gesetz)

r
y® = PO,

wo F einen Formfaktor und E einen Elastizititsmodul bedeutet. In
jedem Augenblick ist also ¥ von P nur um einen konstanten Faktor ver-
schieden. Bei einem nachwirkenden Korper jedoch ist y nicht allein
durch den Momentanwert von P gegeben, sondern auch durch alle fritheren
Werte der Kraft mitbestimmt; der Einfluf einer zur Zeit § wirkenden
Kraft P () ist dabei um so grofler, je linger diese Kraft einwirkte, und
um so kleiner, je weiter die Wirkung dieser Kraft zeitlich zurtickliegt.
Hat jene Kraft wihrend der Zeit d§ eingewirkt, so ist also ihr Einflu
auf den Momentanwert von y zu setzen gleich

F
Z BP®) .9t —9)do.

Hier bedeutet die dimensionslose Zahl § eine Konstante, welche die abso-
lute Grobe der Nachwirkung kenunzeichnet (Nachwirkungskonstante) und
welche stets klein gégen 1. ist. @@t—4@) ist die Nachwirkungs-
funktion von der Dimension ¢—1, welche fiir das zeitliche Abklingen des

1) Boltzmann, Ann. d. Phys., Erg.-Bd. 7, 624, 1876 (Ges. Abh. I, Nr. 30);
Derselbe, Wien. Ber. 76, 815, 1877 (Ges. Abh. II, Nr.43).



Elastische Nachwirkung und Plastizitit. 187

Erinnerungsvermdgens malgebend ist und hiufig fiir weite Bereiche

ihres Arguments etwa durch

5 wiedergegeben werden kann. Durch

Summation iiber alle fritheren Krifte erhilt man den zeitlicken Verlauf
von y unter Beriicksichtigung der Nachwirkung:
¢
F
v = z[PoO+8| P@ye—9as]

Unter Einfithrung der Vergangenheit @ = t— & also:

. F ¢
y(t) = E[P(t)—}—ﬁjl’(t—w)q)(m)dw]. 1)
: 0
Das Integral erstreckt sich von der Gegenwart (@ — 0) riickwirts in

die Vergangenheit.

Ubrigens gibt Boltzmann in seinen Formeln umgekehrt den zeit-
lichen Verlauf der Kraft P(f) als Funktion von einem vorgeschriebenen
Verlaut der Deformation y(f). Man erhilt somit die urspriingliche
Boltzmannsche Formel durch Auflsen von (1) nach P, was chne weiteres
moglich ist, wenn man die Losung zun#ichst in der unbestimmten Form

Py = Py(®) + P, ) + P, () ++--
in (1) einfithrt und die mit der gleichen Potenz von § multiplizierten
Glieder einander gleichsetzt. Bei der Kleinheit der Nachwirkungserschei-
nungen kann man Glieder der Ordmung B? vernachlissigen und erhilt
dann genau die Boltzmannsche Form

E

P@) — —ﬁ;[y(t%—ﬁjy(ww)«p(w)doa]l).
0

(1a)

1) Volterra (Drei Vorlesungen usw., Leipzig 1914, S.1591f) weist daranf
hin, daf der Boltzmannsche Ansatz mathematisch aufgefalit werden kann als das
erste Glied einer allgemeinen Entwicklang, derem hohere Glieder sich als zwei-
fache, dreifache usw. Integrale iiber die Vergangenheit darstellen lassen, also etwa
die Form haben:

ﬂ'j.J‘P31P327’(‘91s32t)d31d‘?”2
—}—,8"}:”P31P32P33¢(&1,02,19‘3,t)dw91d192d33—}---'

Die im weiteren Verlanf dieser Arbeit vorgeschlagene Erweiterung der Boltz-
mannschen Theorie wird zwar in einer formal vollig abweichenden Weise vor-
genommen werden, diirfte aber trotzdem vielleicht als eine spezielle physikalische
Ausfilhrung des Volterraschen Ansatzes gedeutet werden. — Eine einfache
experimentelle Priifung des linearen Charakiers der Boltzmannschen Formel
bietet der im folgenden unter ¢ angedeutete ,Uberlagerungsversuch®.
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Wir stellen zunsichst einige einfache Anwendungen von (1) zusammen,
die auch zur experimentellen Bestimmung der Nachwirkungsfunktion
¢ (@) dienen kinnen.

A. Belastungsversuch.

PH) = 0bist =0
P(t) = const = P von t = O ah.

Dann wird nach (1) fiir £>>0
¢

F
v = Z?[1+8(9@da].
0
Fiir das hier anftretende Integral filhren wir die spaterhin oft benutzte
Bezeichnung

4
v = [p@dw
0

ein. ¢ (f) nennen wir die ,Belastungsfunktion“. Damit lautet also die
»Belastungskurve® :

v® =7 2[1+6v0)] @

Zahlreiche Belastungsversuche haben ergeben, dal o () fiir weite
Bereiche seines Arguments sich darstellen 148t durch

() ~ Int, also @ (0) ~ s 3)

Fiir extrem kleine Werte von ¢ wird das Int-Gesetz (3) sinnlos. Es hat
sich jedoch gezeigt, daf von solchen {~-Werten ab, bei denen nach der vor-
genommenen Belastung und Berubhigung der elastischen Schwingungen die
experimentelle Aufnahme der Belastungskurve beginnen kann, das Int-Gesetz
bereits mit guter ﬁﬁherung erfiillt ist. Diese Unsicherheit hinsichtlich
des ersten Teiles der Belastungskurve hat eine betriichtliche Schwierigkeit
fiir eine exakte Bestimmung des Elastizititsmoduls E zur Folge.
B. Entlastungsversuch.
P = 0bist = —¢,
P() == P = const von t == — ¢, bis ¢ = 0,
P = 0 vont =0 ah.
Fiir ¢t > 0 wird jetzt nach (1):
iy
F F ,
v =578 [9@io =T Pp[ve+t)—v0] @

t
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Im Int-Gebiet also: v = %—Pﬂlnt + tl.

Bei Vernachlassigung von Gliedern der Ordnung f#? kann man hier die
konstante Belastung P ersetzen durch eine von — ¢, bis 0 vorgenommene

%P. Fir Zeiten t>>¢, erbalt dann die

Entlastungskurve (4a) die einfache Gestalt

t
y(t) - yoﬁ‘%r

welche zur Bestimmung der Konstanten f§ besonders bequem ist.

konstante Deformation y, =

C. Uberlagerungsversuch.
P(t) == 0 bis t = 0,
Pty =P, vont =0 bist = ¢
P{ty = Py von t = £, bis t = {,,
P@E) = P, vont =1, ah.
Nach (1) wird fiir ¢ >> ¢,:

Iy t—t; ¢

t—
v0 = 5 [7+ 82 [ 9 @do+ 82, [ g @10 + 2, [ g (@) o]
oder auch ’ e T

v = %[Plﬂ FBVOI+ BB — Pty —w ¢ —1))]. ©

Die voriibergehende Zusatzbelastung P, — P, zu der seit t = 0
wirkenden Last P, gibt Veranlassung zu einer normalen Entlastungskurve
(Py— Pt —t) — ¢t —ty)] vom Typus (4), welche sich der im
iibrigen ungestorten Belastungskurve 1 4+ B (f) tiberlagert.

Die Bedeutung dieses Versuches liegt darin, daB er eine wesentlich
schirfere Priifuug des Boltzmannschen Ansatzes (1) bedeutet als der
einfache Be- und Entlastungsversuch. Wir werden im Abschnitt IV die
Notwendigkeit einer von (1) abweichenden Fassung der Nachwirkungs-
erscheinungen zu begriinden suchen. Dabei wird sich zeigen, daf zwar
die Versuche 4 und B auch von der neuen Fassung unverindert be-
schrieben werden, daB jedoch beim Uberlagerungsversuch die Zusatzlast
Py — P, auller einer iberlagerten Entlastungskurve noch eine weiter-
gehende [und von Jordan?') anscheinend auch beobachtete] Storung der
Belastungskurve ¢ (f) zur Folge hat.

1) Jordan, Verh. d. D. Phys. Ges. 17, 423, 1915.
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D. Periodische_ Beanspruchung.
P@E) = 0bist = 0,
P(t) = A.sinvf von t = 0O ab.

Gleichung (1) liefert jetzt
¢

y(@) = %A[sinvt—}-ﬁjsinﬂt—co)go(m)dw]
oder ' t
y(t) = %A[Siﬂﬂt{l + ﬁjcosww(p(m)dw}
0

t

—cosvif j. sinqu)(w)dco].
0
Unter Vernachlissigang von Gliedern der Ordnung 8% und mit den Ab-

kiirzungen
¢ : ¢

m:ﬁjcosvmq;(w)dco und g:ﬁj‘sinqu)(co)dm {6)
0 0
laBt sich dafiir schreiben:

g(t) = %Aa o).sin@t—g). %)

Wegen des Charakters der Nachwirkungsfunktion @ (@) sind die
GroBen o und ¢ fiir hinreichend groBe Werte von ¢ praktisch nicht mehr
von ¢ abhiingig?). Die Nachwirkung hat also zur Folge, daf die von der
periodischen Kratt erzwungene Bewegung eine um den Faktor 1 4 & ver-
groferte Amplitude besitzt und in der Phase um den Winkel ¢ verzogert
ist. Dieses Verhalten 136t sich auch so beschreiben: Die Substanz zeigt )
einen ,scheinbaren Elastizitdtsmodul®

E
B (8
Tt ®)
-und absorbiert bei jeder Periode eine Energiemenge:
27y 2mjv
1
E = Pﬁdt:: AzMi) sin vt eos (vt — §) df,
dt E
0 0
also bei Vernachlissigung der Ordnung f2:
F
& — Az_ﬁ]_ng :y:-an, @

1) Vgl. etwa die ausfiihrlichere Berechnung bei Bennewitz 1. e.
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F
wo bei dieser Nsherung y, =— Af die Amplitude der Deformation (7)

bedeutet.

Im mechanischen (ebiet besteht die wichtigste Anwendung der
Formeln (8) und (9) in einer Berechnung der Schwingungsdauer - und
Damptung von freien elastischen Schwingungen. Dabei treten die Trigheits-
krafte der in Bewegung gesetzten Massen an die Stelle der oben benutzten
periodischen Kraft. Die durch (8) gegebene scheinbare Vergrgferung
des Elastizititsmoduls wird sich dabei durch eine Vergroferung der
Schwingungsdauer und der Energieverlust (9) durch eine Démpiung der
Schwingungen bemerkbar machen. Besonders der letztere Einfluf ist
mehrfach Gegenstand experimenteller Untersuchungen gewesen. Man
erhilt die Dimpfung der Schwingung einfach aus der Tatsache, daf
Schwingungsenergie W und Amplitude y, verkniipft sind durch die Be-
ziehung

1E ,
=357
Eine Abnahme & der Energie W ist also mit einer Verkleinerung &'y,
1
der Amplitude verkntipft durch die Beziehung% ==t
Y 2w
Das ,logarithmische Dekrement‘ 4 = dy,fy, der Schwingung ist
daher nach (9) und (6) gegeben durch

oo

A:xé‘:nﬁjsinvmtp(m)dw. (10)
0

1
Bei Giiltigkeit!) von (3): @ () ~ p. wird das Integral == % und

2

4= ﬁ% (10s)

Eine wichtige experimentelle Priifung der Boltzmannschen Theorie
besteht darin, daB man aus einer statischen Messung vom Typus 4 oder B
die Grofe B bestimmt und die nach (10a) berechnete Dampfung einer
freien Schwingung mit der Beobachtung vergleicht. Dieser Versuch

1y Da Gleichung () sicher nicht bis ¢ = 0 giiltig ist, bedarf der Wert (10a)
noch einer Korrektur [vgl. weiter unten Formel (26)], die jedoch bei langsamen
Schwingungen nicht wesentlich ist.
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fithrte in mehreren Fallen zu einer erfreulichen Bestitigung der Theorie,
nimlich bei Torsionsschwingungen [Boltzmann]?) und Biegungsschwin-
gungen [Bennewitz]?). Auch im Gebiet der magnetischen Erregung
von Eisen und der elektrischen Polarisation von Isoliermaterial konnte
Jordan?®) zeigen, daB die Energieverluste bei periodischer Erregung sich
‘quantitativ aus statischen Nachwirkungserscheinungen vom Typus 4 in
genau analoger Weise vorausberechnen lassen.

Die spiter aufgestellten Theorien von Wiechert*) und Benne-
witz?) sind, insoweit sie eine Beschreibung der beobachteten Erschei-
nungen geben, mit der Boltzmannschen identisch.

Auf die Wiechertsche Theorie werden wir spiiter noch kurz zuriickkommen.
Fiir die Theorie von Bennewitz ist der folgende Umstand charakteristisch: Wenn
man etwa nach Gleichung (2) den Elastizititsmodul £ der Substanz bestimmen
will, so hat man im Mement ¢ — O die Last P anzubringen und in diesem selben
Augenblick die. Deformation gy abzulesen. Tatséichlich braucht man aber eine
endliche Zeit zum Afibringen der vollen Last und kann erst danach mit der Ab-
lesurig beginnen; dann ist aber bereits so viel Zeit verflossen, dafi y im In {-Gebiet
angekommen ist, wo die zeitliche Anderung von y gegeben ist durch y(t) = 4
+ B.In? Insoweit die Substanz diese Gleichung streng befolgt, lassen sich auch
die Grofen 4 und B exakt bestimmen. Unter Einfilhrung einer ungeheuer kleinen
ZeitgroBe = durch die Beziehung 4 — — B.Iln7 kann man alsdann den beob-
t+=
. T
achtbaren Zeit noch ungeheuer klein ist. Bennewitz fiilhrt seine Theorie durch
unter Verwendung der so empirisch ermittelten Konstanten B und 7. Elastische
und Nachwirkungserscheinungen sind dadurch in seinen Formeln so innig mit-
einander verquickt, daB aus ihnen der einfache Grenzfall des rein elastischen
Koérpers erst durch einen komplizierten Grenziibergang (B —> 0, 7 —> 0,
B.lnt = const) gewonnen werden kann. Ich werde demgegeniiber die Auf-
fassung vertreten, dal die mit der exakten Bestimmung des Elastizititsmoduls
verbundenen Schwierigkeiten rein experimenteller und nicht grundsitzlicher Art
sind und daf daher die Theorie keine Veranlassung hat, deshalb auf eine prin-
zipielle Scheidung zwischen. elastischen und Nachwirkungsgrifien zu verzichten.
In diesem Sinne ist der Elastizititsmodul vollkommen ausreichend dadurch definiert,
daf man fiir Belastung und Ablesung eine so kurze Zeit fordert, daf innerhalb
derselben die elastische Nachwirkung vernachlissigt werden kann. Mit dieser
Auffassung wird die Hypothese eingefiihrt, dafi elastische Vorginge sich grund-
sitzlich in Zeiten abspielen konnen, die von kleinerer Griflenordnung sind als die
fiir Nachwirkungserscheinungen erforderliche Zeit. Ubrigens sind dievon Bennewitz
erhaltenen Formeln, wie bereits bemerkt, hinsichtlich ihres erfahrungsgemif priif-
baren Inhalts mit den Boltzmannschen identisch. Vgl. auch die anschauliche
Diskussion. der-Benne witzschen Formel durch Jordan, Phys. ZS. 25, 579, 1924.

achteten Verlauf auch beschreiben durch y = Bln , da = neben jeder beob-

1) Boltzmann, L c.

2) Bennewitz, Phys. Z8. 25, 417, 1924.

3) Jordan, Verh. d. D. Phys. Ges. 14, 451, 1912.
4) Wiechert, Wied. Ann. 50, 335, 1893,
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fI. Plastische Inhomogenitit als Ursache der Nachwirkung.

Gegeniiber den dlteren Theorien, die im wesentlichen auf eine der
Beobachtung entsprechende Beschreibung der Nachwirkungserscheinungen
abzielten, bedeutet eine Untersuchung von v. Wartenberg?) einen grefien
Fortschritt, indem sie — wenn auch nur in qualitativer Weise — eine
wirkliche physikalische Erklirung der Nachwirkung ermoglicht. Die
Grundlage der v. Wartenbergschen Theorie bildet die Erfahrungs-
tatsache, daf gut ausgebildete Einkristalle keine merkbare Nachwirkung
zeigen?), auch dann nicht, wenn sie — wie es bei Metallen der Fall ist
— viel weicher sind als das bearbeitete und strukturell deformierte
Material. Eine wesentliche Vorbedingung fiir die Nachwirkung besteht
demnach in einer plastischen Inhomogenitat des Materials in dem Sinme,
daf Teilchen von griferer und geringerer Deformierbarkeit regellos neben-
einander liegen®). Der qualitative Verlauf eines Belastungs- und Ent-
lastungsversuchs ist bereits vollkommen verstindlich, wenn man sich vor-
stellt, daf der Korper eine Anzahl leicht deformierbarer (plastischer)
Teilchen enthalt, von denen jedes einzelne umgeben ist von solchen,
welche sich wihrend der Versuchsdauer vollkommen elastisch verhalten 4).
Alsdann werden wihrend der Belastung die am leichtesten deformier-
baren Teilchen sich allmihlich entspannen oder ,fliefen“ und damit eine
langsame Verlingerung des Drahtes bewirken, da bei konstanter Gesamt-
helastung die Entspannung mit einer geringen Vergroferung der Spannung
in der elastischen Umgebung verbunden ist. Der verzigerte Charakter

1) v. Wartenberg, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 113, 1918. Nach der Dar-
stellung von v. Karman (Enzykl, math. Wiss, IV, 4, 8. 694, 1913) ist auch schon
frither versucht worden, die Nachwirkung durch gewisse Inhomogenititen der
Korper zu erkliren. Auch neuere Ansitze von Hencky (ZS. f. ang. Math. u.
Mech. 4, 323, 1924, und ZS. f. Metalikde. 17, 68, 1925) bewegen sich in #hnlicher
Richtung. ‘

2) W und Zn nach v. Wartenberg (1 c.) und Schénborn (ZS. f. Phys. 8,
377, 1922). Quarz nach Joffé, Ann. d. Phys. 20, 919, 1906; ferner Masing
und Polanyi, Erg. d. ex. Naturw. III, 1923, S.214, Anm.

3) v. Wartenberg selbst beschrinkt sich auf Metalle und identifiziert diese
Teilchen im wesentlichen mit den mikroskopisch sichtbaren Kristalliten. Diese
Beschriinkung erscheint mir vorerst vollkommen entbehrlich, wm so mehr, als der
Charakter der Nachwirkungserscheinungen bei nichtkristallinen Substanzen (z. B.
Glas) wesentlich der gleiche zu sein scheint wie bei Metallen. (Vgl. auch Masing,
Verbh. d. D. Phys. Ges. 21, 686, 1919).

4) Der Elastizitdtsmodul der verschiedenen Teilchen soll nicht verschieden
sein; wir sehen also den Kérper in elastischer Beziehung als homogen an. Natiirlich
ist die Moglichkeit auch einer elastischen Inhomogenitit chne weiteres zuzugeben;
wir wollen sie jedoch — als fiir die Nachwirkungserscheinungen unwesentlich —
‘hier aufler Betracht lassen.

Zeitschrift Hir Physik., Bd. XXXIIIL 13
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der Belastungskurve ist dadurch bewirkt, da bei volliger Entspannung
der plastischen Teilchen die Bewegung zum Stillstand kommt. Wenn
man den Bereich der Nachwirkung nicht iiberschreiten und eine plastische
Deformation des Materials vermeiden will, so darf man den Belastungs-
versuch nur so weit ausdehnen, dal jedes merklich geflossene Teilchen
noch umgeben ist von solchen, welche wihrend der Versuchsdauer sich
noch nicht merklich entspannt haben. Wenn man jetzt entlastet, so
wird auf jedes geflossene Teilchen durch die sich elastisch kontrahierende
Umgebung eine der urspriinglichen Spannung entgegengesetzte ausgeiibt,
unter deren Wirkung seine erste plastische Deformation allmihlich wieder
riickgingig gemacht wird, so daf der Ausgangszustand praktisch voll-
kommen wieder hergestellt ist. Wurde jedoch die Belastung so lange
fortgesetzt, dab grifere nebeneinanderliegende Gruppen von Teilchen ge-
flossen sind, so werden diese nach der Entlastung von der Umgebung
nicht mehr vollkommen zuriickgeschoben werden kénnen, da sie ihrerseits
auf die Umgebung deformierend einwirken werden. Die Folge dieser
Riickwirkung der deformierten Gruppen auf ihre Umgebung ist eine
bleibende plastische Deformation. -—— Ob man sich im Gebiet der reinen
Nachwirkung oder der plastischen Deformation befindet, 146t sich wihrend
der Belastungskurve iiberhaupt nicht entscheiden, insbesondere gilt das
Int-Gesetz weit ins plastische Gebiet hinein. Erst bei der Entlastung
stellt sich heraus, ob das Gebiet der reinen Nachwirkung iiberschritten
wurde.

Das Befriedigende an der v. Wartenbergschen Theorie liegt darin,
daf die Nachwirkung durch die einfache und wohlbegriindete Hypothese
.der plastischen Inhomogenitdt vollkommen zuriickgefiihrt werden kann
auf die allgemeine Erscheinung der ,Plastizitit® oder ,inneren Reibung¢.
Jede weitere Ausgestaltung dieses Bildes ist daher gleichbedeutend mit
einer Annahme iiber das Wesen der Plastizitat, welche jene Entspannung
der einzelnen Teilchen bewirkt. Man weif, daf in kristallinen Sub-
stanzen diese Plastizitit in geometrischer Hinsicht hiufig beschrieben
werden kann als eine durch Schubspannungen ausgeloste Betitigung ge-
wisser kristallographisch ausgezeichneter Gleitebenen. In mechanischer
‘Beziehung ist damit fiir eine guantitative Behandlung der Nachwirkung
wenig erreicht, solange man nicht weil, in welcher Weise jene Gleit-
ebenenverschiebung von der deformierenden Kraft abhingt. v. Warten-
berg neigt zu der Annahme, da — wie bei der Flissigkeitsreibung —
die Gleitebenen mit einer der Kraft proportionalen Geschwindigkeit an-
einander vorbeigleiten. Diese Annahme ist nun sicher micht zutreffend.
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Nur die ohne Gleitebenen erfolgende Reibung der amorphen Sub-
stanzen bewirkt eine der Kraft proportionale FlieSgeschwindigkeit. Die
Annahme einer solchen Reibung fithrt, wie im folgenden gezeigt werden
soll, genau auf die lineare Boltzmannsche Formel (1) fiir die Nach-
wirkung, withrend jede andere Annahme tiiber die Plastizitit eine ab-
weichende und komplizierte Gestalt der Nachwirkung zur Folge hat.

Il Quantitative Durchfithrung der v. Wartenbergschen Theorie.

Wir betrachten speziell den Fall der Dehnung und denken uns den
zu dehnenden Korper unterteilt in N Bereiche, von denen jeder einzelne
als plastisch homogen angesehen werden kann, und welche vollig regellos
durcheinanderliegen. Der Einfachheit halber nehmen wir alle Bereiche
gleich grof an. Obwohl diese Annahme in der Natur sicher nicht zu-
trifft, bedeutet sie doch keine wesentliche Beschrinkung der Allgemein-
heit. Nimmt man die Teilchen zunichst verschieden groB an, so wird
man nach gehoriger Mittelbildung doch auf die gleichen Resultate gefithrt.
Wirkt auf den Korper die Last P, so wiirde bei rein elastischem Ver-
halten die Spannung ¢ aller Teilchen den gleichen Betrag

6,=71.P (11)
besitzen, wo f eine Konstante bedeutet. Wir fassen nun ein einzelnes
Teilchen ins Auge, welches infolge vorhergegangener Fliefvorginge nicht
unter der Normalspannung &, steht, sondern unter einer davon ab-
weichenden Spannung ¢. Die Differenz 6,— ¢ ist ein Mafl fiir den Betrag,
um welchen sich das Teilchen am Tragen der Last zu wenig beteiligt
und welcher bei konstant gehaltener Gesamtlast P durch die iibrigen
Teilchen des Querschnitts aufgenommen werden muf?). Infolge dieses
Spannungsdefekts des bervorgehobenen Teilchens wird somit der Draht
gegeniiber der rein elastischen Dehnung

F
y=xP

um einen gewissen, mit 6, — ¢ proportionalen Betrag zu lang erscheinen.
Die durch den Spannungsdefekt 6, — 6 des einen Teilchens bewirkte
Verlédngerung sei nun

F

dy:il(ﬁo—ﬁ)z

1) Die hierdurch bewirkte Vergroferung der Spannung iiber den durch (11)
gegebenen Betrag konnen wir bei der Kleinheit der Einzelteilchen im reinen
Nachwirkungsgebiet vernachlissigen.

13*
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wo 4 als Konstante angesehen werden kann (gegeben durch Abmessungen
und elastische Eigenschaften des Korpers sowie die Grofe der einzelnen
Teilchen). Die wirkliche momentane Linge ergibt sich durch Summation
der beiden letzten Formeln zu ‘

F N
v =3 [P@Hg(ﬁo—a)], (12)

wo die Summe zu erstrecken ist iiber die Spannungsdefekte aller N
Teilchen.

Gleichung (12) ist der allgemeine Ausdruck jeder Inhomogenitits-
theorie der Nachwirkungserscheinungen. Zur Auswertung der Summe -
haben wir also den Spannungsdefekt jedes Teilchens zu ermitteln und
“iiber alle Teilchen zu summieren. Um die Spannung ¢ eines einzelnen
Teilchens in Abh#ngigkeit von der Zeit bei beliebig vorgegebenem Be-
lastungswechsel zu berechnen, nehmen wir zunichst mit v. Wartenberg
an, daf die plastische Entspannung besteht in einer der gerade vor-
handenen Spannung proportionalen FlieBgeschwindigkeit. In der Zeit
dt vermindert sich infolgedessen die Spannung ¢ um einen Betrag — dg,,
dessen GriBe gegeben ist durch

dé, = — gadi, (13)
wo die Konstante g ein direktes Ma$ fiir die Plastizitdt bedeutet [oder
auch ein reziprokes Maf fiir die ,innere Reibung“ des Materials]?). Bei
zeitlich verénderlicher Belastung P () tritt nach (11) zu der plastischen
Anderung (7) noch eine elastische Anderung vom Betrage

d6, = fdP
hinzu, so daB die ganze Anderung von ¢ in df wird:
d6 = — gadt + fdP
oder
de : apr
@ = et (14

Hier ist P als Funktion von ¢ vorgegeben, ¢ (f) zu ermitteln. Unter
Benutzung der Identitit

d de
—ot , ty — -2
emet.— (6ot = = + 6

1) ¢ ist eine dem betreffenden Teilchen eigentiimliche Konstante und soll
sich anch bei der Deformation nicht #ndern.” Eine ,Verfestigung“ soll also nicht
erfolgen. In einer von Maxwell herrihrenden Ausdtucksweise heift 1fo die
~Relaxationszeit“,
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146t sich (14) schreiben

d a

R 08 — £ oty . i

@) =f.— (Pet) —foPett,
oder

1
Gt = [.Pett —f[ o P @)ee?d .

Fiir den zeitlichen Verlauf der Spannung ¢ (f) eines durch die Reibungs-
grifle @ charakterisierten Teilchens hahen wir somit:

o) = f[P(t)-—~f@P(ﬁ)e*é’““”dﬁ],

oder unter Einfiihrung der Vergangenheit @ = ¢ — & und Benutzung von
- Pty = 6,(t)
6, () —6(t) = f[o Pt —w)e e do. (15)
0

Damit ist der Beitrag eines durch die Plastizitit g charakterisierten
Teilchens zu der in (12) stehenden Summe vollstindig bestimmt.

Um jetzt den ganzen Korper in seinem plastischen Verhalten zu
charakterisieren, miissen wir angeben, wie viele der N Teilchen eine
zwischen ¢ und ¢ - d¢ liegende Plastizitdt besitzen. Die Anzahl dieser
Teilchen sei nun durch F'(g) d ¢ gegeben, wo die Verteilungstunktion F(g)
natiirlich der Bedingung

[Floyde =N (186)
b
gentigen muf.
Damit ist auch die in (12) auftretende Summe bestimmt. Es wird

nimlich nach (15):

N o oo
2(60—6) == ij(t—m)dij(g)ge*?‘“dg.r
0 0

Setzen wir diesen Wert in (6) ein, so erhalten wir genau die
Boltzmannsche Nachwirkungsformel

10 =5[P0+ ﬁfl’(t—wm(w)dm}

0
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wenn wir fir die Nachwirkungsfunktion g (e) schreiben:

Bo@) = Af[eF(p)etvdo, ' (17)
also auch 0

[4 oo
Bp® = Blo@do = Af[(l—e¢)F(o)de.  (17a)
0 0

Damit ist gezeigt, daB v. Wartenbergs Theorie genau auf die all-
gemeine Boltzmannsche Formel fiihrt?). Die Nachwirkungsfunktion
¢ (w) ist durch (17) zuriickgefihrt auf die fiir die plastische Struktur
charakteristische Verteilungsfunktion F(g). Es liegt im Wesen der ganzen
Betrachtung, dab (17) nur angewandt werden darf auf wirklich inhomogene
Korper, d. h. auf solche Funktionen F'(g), in welchen weit auseinander
liegende Werte von @ auch wirklich' vertreten sind.

‘Withrend nach (17) ¢ (w) eindeutig durch F(g) gegeben ist, ist um-
gekehrt F(g) durch die beobachtbare Funktion ¢ (@) keineswegs ein-
deutig bestimmt. Es ist jedoch leichf, eine einfache spezielle Form fiir
F(g) anzugeben, welche, in (17) eingesetzt, fiir @ in hinreichender Ent-
fernung vom Nullpunkt den Verlauf 1/e liefert. Das wird erreicht, wenn -

verliuft. Da aber nur Teilchen mit relativ

t

F im wesentlichen wie gons

groBen g-Werten bei der reinen Nachwirkung merklich fliefen, geniigt
1

es, anzunehmen, daf F fiir derartige Werte wie — verlduft. Dagegen

ist der Verlauf von ¥ im Bereich kleiner Werte von @ ohne EinfluB
auf die Nachwirkung. Wir kgnnen somit dem beobachteten Verlauf
von @ Rechnung tragen durch die Annahme, daf N, von den N-Teilchen

in'ihrer Plastizitdt nach einem Gesetz I (9) ~ i verteilt sind, wihrend
die tibrigen N — N,-Teilchen die Plastizitat Null haben.
Tm fiir «F,(g) die -Bedingung J.Fl (¢)do = N, zu erfiillen, be-

grenzen wir F,; durch einen sehr kleinen Wert » und einen sehr grofen
Wert B von g, indem wir setzen:

F,(9) =0 “Fiir o<r uwnd o>R

Fl(g):—s— fir r<<o>R. 19

1) Der Nachweis, dafi die Boltzmannsche Formel eine notwendige Folge
der Differentialgleichung (14) ist, wurde bereits durch Wiechert (l. c.) erbracht.
Allerdings waren bei Wiechert die zugrunde liegenden physikalischen Vor-
stellungen von den hier benutzten wesentlich verschieden.
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Die Konstante ¢ muf der Bedingung
R
¢ R
J.EdQ:C.hI?::Nl (19

geniigen, Fiir die mittlere Plastizitit g des ganzen Korpers gilt alsdann
c(B—r) N, BR—r

0= TN T W WaEk
und damit auch
— N2 .
c=XN R—r
Fiir @ (w) ergibt sich jetzt
R
fy(w) == lfcj-e—é'"’dg = %fji [em7® — e~ Ew],

Unter der Bedingung, daB r.@ stets eine sehr kleine Zahl ist, daf
also die festesten Teilchen wihrend der Beobachtungszeit nicht merklich
plastisch deformiert wurden '), kann man somit setzen:

1 —e¢ Ew

@) = ———; ﬁ:lfc:lfN%- (20)

Im Falle der homogenen Zugbeanspruchung eines zylindrischen Ver-
suchskdrpers wird iibrigens AfN == 1, wovon Jedoch weiterhin kein
Grebrauch gemacht wird. Integration von ¢ (w) liefert nun auch einen
modellmiifBig begriindeten Verlauf der Belastungsfunktion o (f):

Rt
¢ (@do = j%ﬁ dz.
0
Mit endlicher unterer Grenze ¢ ist das Integral zunichst?):
InRt —Ing — Ei(— Rt) + Ei(— &),
[Bi(— &) —Iné&lymp ist aber = C = 0,5772, so daf wir erhalten
¥ = 0,5772 + In(R?t) — Ei(— R?). (21

P =

Oy o

1) Diese Bedingung ist innerhalb der reinen Nachwirkungserscheinungen
natiirlich stets erfiilit. Fiir diese ist von der Funktion F(¢) in (18) nur der
Bereich ¢ > » wesentlich. —z

—
?) Nihere Angaben iiber die hier eingefiihrte Funktion E17(x) = .‘. iu— du

o

stehen z. B, bei. Jahnke und Emde, Funktionstafeln, 8.19 f. Fiir kleine reelle
2

und positive z ist E7(—x) = 0,5772 - .. —}—lnx——a)——}—%-u, wahrend es fir

x > 1 schnell gegen Null geht.
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Rt ist das Verhiltnis der Beobachtungszeit ¢ zur Relaxationszeit 1/R
der am leichtesten deformierbaren Teilchen. Aus (21) folgt, daf der
logarithmische Verlauf der Belastungskurve beginnt, wenn B¢ etwa — 3
oder 4 ist, d.h. wenn die am leichtesten flieBenden Teilchen praktisch
vollkommen entspannt sind. Fiir den Beginn des Vorgangs (Rt <£ 1)

dagegen ist ¥ ®) = Bt 222

also mit (20) B.v() = AfNgt. (23)
Der ganze Verlauf der fiir die Belastungskurve

y(t) = % P[1+ B{0,3772 4 In (Rt) — Ei(— R1)]

charakteristischen Funktion ¢ in Abhingigkeit von R¢ nach Gleichung (21)
‘ist in der Fig. 1 wiedergegeben. Die gesamte Kurve lift sich in drei

&0

201

/ (=05772

o5~ //
‘ —_— =2
p\ ARV AR N T N T I B

L L
0 G5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Fig. 1.
Verlauf der durch Gleichung (21) gegebenen Belastungskurve v (x) — v (R ).
Ubergang von v = g fir ¢ € 1 in v == (4-lng fir x> 1.

Bereiche zerlegen, nsmlich in einen geradlinig ansteigenden Teil mit der
durch Gleichung (23) gegebenen relativ betrichtlichen FlieBgeschwindig-
keit, die im wesentlichen bestimmt ist durch den Mittelwert der Plasti-
zitdt 'g. Dieser Bereich geht etwa bis Rt = 0,2. Hieran schlieft sich
ein Kurvenstiick an, welches zur ln¢-Kurve hiniiberfithrt und etwa von
Rt = 0,2 bis Rt = 4 reicht. In diesem Zeitintervall werden die am
leichtesten deformierbaren Teilchen praktisch vollkommen entspannt.
Von Rt = 4 an befindet man sich vollkommen im In{-Gebiet?). Man

1) Wenn man die Beobachtungszeit beim Belastungsversuch sehr lange ans-
dehnt, also das Nachwirkungsgebiet weit iiberschreitet, so wiirde die In f-Kurve
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hat bisher keinen Anhalt zur Bestimmung der Gréfe R und damif auch
keine Moglichkeit, zu enfscheiden, ob beim Belastungsversuch der in der
Figur dargestellte Teil der Belastungskurve etwa in /,; oder !/, ,, Sekunde
durchlaufen wird. Ist z. B. B = 1000 sec—1 und beginnt die Beobachtung
der Belastungskurve bei ¢ = 0,1 sec, so ist der Wert von Ei vollig
zu vernachldssigen, und man erhilt:

y = %P [1 4+ 80,5772 4 In R) 4+ 8Int¢].
Mift man nun zur Bestimmung des Elastizitdtsmoduls die Verlingerung y
etwa nach ¢ Sekunden, so erhilt man einen scheinbaren Elastizititsmodul E*

vom Betrage
E

— 1¥B©0,577 +InR) f pint

Bei der mutmafBlichen Gréfle von R macht es nicht viel aus, ob man

E*

(24)

die Bestimmung von E* etwa nach 1 sec oder mach 10 sec vornimmt,
da in jedem Falle der erste schnell verlaufende und relativ betricht-
liche Teil der Nachwirkung sich der Beobachtung entzogen hat.

Da B aus dem Verlauf der Ini-Kurve zu ermitteln ist, bietet
Gleichung (24) eine Moglichkeit zur Messung von R, indem man den
Elastizitatsmodul E* des nachwirkenden Korpers vergleicht mit dem
Modul ¥ eines aus dem gleichen Material bestehenden plastisch homogenen
Korpers (Einkristall oder vollkommen rekristallisiertes Material). Die

*
in (24) enthaltene allgemeine Aussage, da8 —EE <1 ist, wird von den

verschiedensten Beobachtern bestiatigt!). Die innige Verkniipfung dieser
Tatsache mit der Nachwirkung ist jedoch bisher scheinbar nicht bemerkt
worden.

schlieBlich in eine schwach geneigte Gerade iibergehen; d. h. man wiirde ein zihes
Fliefien beobachten, dessen konstante Geschwindigkeit sich dadurch bestimmt, daf
in jedem Teilchen sich eine zeitlich konstante und zu ljg proportionale Spannung ¢
eingestellt hat. Die alsdann resultierende ,zihe“ FlieBgeschwindigkeit unter-
scheidet sich von dem durch (23) gegebenen Anfangsteil der Fliefkurve nur da-

durch, dafi der Mittelwert g zu ersetzen ist durch das Reziproke des Mittelwerts l
o

¢

1) Z.B. Sieg, Phys. Rev. 35, 347, 1912, und (2) 9, 337, 1917; Baumeister,
Ann. d. Phys. 18, 578, 1883; Deodhar, ZS. f. Phys. 21, 247, 1924; Konig,
Diss. Berlin 1925 (noch nicht erschiemen). Widersprechende Angaben finden sich
jedoch z. B. bei Wertheim, Pogg. Ann., Erg.-Band 2, 1—118, 1848 und 78, 391,
1849, sowie Miiller, Forschungsarb. d. Ver. D. Ing., Heft 211, 1918, so dal von
einer sicheren experimentellen Bestitigung der Behauptung E*/E <1 noch nicht
die Rede sein kann.
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Zur Berechnung der Amplitude und Dampfung freier Schwin-
gungen eines Korpers mit der durch (20) gegebenen Nachwirkungs-
funktion ¢ haben wir nach Abschnitt IT die dort [Gleichung (6)] angegebenen
Integrale o und ¢ zu berechnen:

© 1] —e¢—Rw v . 1 — ¢g— Row
a:ﬁjcosvm—c—i——-dm; §:ﬁj‘smvm i P
0 0
Benutzt man dazu die Identitdten:
_B Rfv
1—e »°
— = e *%dg, (a)
%
0
d .
iz e~ (cos & 4 #sin®) == — e~ 22 (1 4 #Y)sing, (b)
a . _ N
P 22 (gin g — zcos x£) = ¢~ ** (1 4 £*) cos 2, (c)
so folgt zunsichst aus (a) nach der Substitution vo — #:
Ry o Rjy oo
u:ﬂ.jdzjcosxe—mdx und g::ﬁjdzj‘sinm.e-“dx.
0 0 0o 0
Aus (b) und (c) ergibt sich andererseits:
—va gy — d i —xz gy — 1
cCosSx.e m——m un sSmax.e ﬁ——m,
0 0

so daf wir erhalten

a_—_gln<1+_?;); g:ﬂ(%—arctg2>- (25)

Aus den frither [Gleichung (8) und (10)] gegebenen Zusammenhingen
folgt somit fiir Schwingungen von der Kreisfrequenz v

x? 2 A
) <l ~ arctg E)’ (26)

E
»Scheinbarer Elastizititsmodul . E** — ; - (27)
14 5 (14 55)

Logarithmisches Dekrement . . . 4 = §

Ist speziell, wie es bei mechanischen Schwingungsversuchen bisher
stets der Fall war, die Schwingungsdauer 2 m/v sehr groB gegen die
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,kleinste“ Relaxationszeit 1/R, so lauten diese Beziehungen mit aus-

reichender Niherung
E

2
=p5 Bv= 5 (28)

R
1+ﬁ1n—;

Der frither (24) angegebene statische Elastizititsmodul E*ist mit dem
durch (28) bestimmten ,dynamischen* Modul E** dann in vélliger Uher-
einstimmung, wenn man ihn zu einer Zeit #; nach dem Anbringen der

2 ; .
Last ermittelt, die mit der Schwingungsdauer 7 = i verkniipft ist
v
dureh die Beziehung

0,377 4+ lnt; = In é oder t; = 0,09.7.

Die Bestitigung der Dampiungsformel (28) durch Boltzmann,
Jordan und Bennewitz wurde oben bereits erwihnt. Von besonderem
Interesse ist die von den allgemeinen Formeln (26) und (27) voraus-
gesagbe Frequenzabhiingigkeit von 4 und E*¥, die sich bei hinreichend
schuellen Schwingungen (vielleicht im akustischen Gebiet) bemerkbar
machen muf, wenn nsmlich » und R von gleicher GroBenordnung werden.
Bemerkenswert ist an Formel (27) noch, daB der scheinbare Elastizitits-
modual nicht von der Amplitude der Schwingung abhingt im Gegensatz
zu der im niichsten Abschnitt zu entwickelnden Aauffassung.

IV. Versuch einer Beriicksichtigung der wirklichen
plastischen Eigenschaften von Metallen. '

Bei Anwendung auf Metalle lassen sich gegen die bisherigen An-
sitze zwel Einwinde erheben, die zu einer Revision der Boltzmann-
schen Theorie notigen, nimlich ein experimenteller und ein theoretischer.

Experimentell findet man némlich, dal sowohl die Dampfung
wie auch die Dauer der Torsionsschwingungen von der Amplitude ab-
hingt?'), wihrend bereits nach den allgemeinen Formeln (6) und (7) die
Amplitude einer periodischen Kraft weder auf die Phasenverzigerung
noch auf die Vergriofierung des scheinbaren Elastizititsmoduls vor Ein-
fluf ist. AuBerdem entspricht nach Versuchen von Jordan?) das wirk-
liche Verhalten von Metallstiben beim Uberlagerungsversuch nicht der
einfachen Formel (3). Diese immerhin spirlichen direkten experimen-

1) Vgl. insbesondere die sorgfiltigen Versuche von Sieg, 1. c.
2) Jordan, Verh. d. D. Phys. Ges. 17, 423, 1915,
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tellen Widerspriiche gegen die Boltzmannsche Theorie erfahren eine
wirksame Unterstiitzung von seiten der Theorie. Wenn man nimlich an
dem Gedanken der plastischen Inhomogenitit und dem daraus abgeleiteten
allgemeinen Ausdruck (12) grundsitzlich festhilt, so griindet sich nach
der obigen Ableitung die Boltzmannsche Gleichun_g (1) wesentlich auf
die in (13) enthaltene Annahme einer der XKraft proportionalen Flief-
geschwindigkeit, welche durch keine Erfahrungstatsache gestiitzt wird ).
Die bisherigen Erfahrungen an kristallinischem Material deuten viel-
mehr stets darauf hin, daB die FlieBgeschwindigkeit viel schneller als
linear mit der Kraft anwichst. Allein die Tatsache, daB man in der
Technik mit gutem Erfolg den Begriff der Elastizititsgrenze einfiihren
konnte, kann als Beweis fiir eine sehr viel stirker ausgepriigte Abhiingig-
keit der FlieBgeschwindigkeit von der Kraft angesehen werden. Schin-
born?) und Geiss®) befiirworten speziell eine exponentielle Abhingig-
keit, jedoch wird die Deutung der Schonbornschen Versuche durch die
mit ihrer Anordnung verbundene schnelle Kraftinderung wihrend des
Versuches erschwert. Bel Geiss fehlen dagegen experimentelle Einzel-
angaben iiberhaupt, so daf man exakte Aussagen wohl erst nach weiteren
Versuchen machen kann. Der von Prandtl, Ndadai?) u. a. heraus-
gearbeitete Begriiff des ,vollkommen plastischen¢ Korpers (charakterisiert
durch eine im fliefenden Material iiberall konstante Schubspannung) fihrt
in unserem Zusammenhang, wo es auf die Fliefgeschwindigkeit an-
kommt, nicht wesentlich weiter. Die -— wenn auch noch recht diirf-
tigen — Tatsachen im Gebiet der Reibung fester Korper zwingen jedentalls
dazu, den Ansatz (13) durch einen anderen zu ersetzen. Man konnte
zunichst daran denken, auf der rechten Seite-an Stelle von ¢ eine Funk-
tion von @ einzufithren. Obwohl man auf diese Weise fraglos die Mog-
lichkeit hitte, den Erfahrungen in umfassenderer Weise gerecht zu
werden, bleibt dabei- immer noch der Einwand, ob das Fliefen der
plastisch homogenen Bezirke denn iiberhaupt ein kontinuierlicher Proze8
ist. Tatsiichlich deuten die bei Metallen beobachteten isolierten Gleit-

1) In einem theoretischen Ansatz von W. Voigt (Ann. d. Phys. 47, 671,
1892) wird die innere Reibung fester Kérper .zwar als eine der Geschwindigkeit
proportionale Kraft eingefiihrt; aber auch hier werden iiberzeugende Griinde fiir
diese ‘Annahme nicht vorgebracht. Eine derartige Reibungskraft diirfte existieren
bei amorphen Kiorpern, bei welchen dann die Boltzmannsche Theorie exakt zu-
treffen wiirde.

2) Schénborn, L e. .

3) Geiss, ZS. f. Phys. 29, 78, 1924.

4) Z. B. Nadai, ebenda 30, 106, 1924.
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flichen ') darauf hin, daf beim Fliefen des kristallinen Materials immer
einzelne Gleitflichen um endliche Betrige gegeneinander verschoben
werden; es ist deshalb schon offer vermutet Worden‘, dafl die scheinbar
kontinuierliche plastische Deformation aus einzelnen diskreten Spriingen
besteht.

Ohne zu spezielle Annahmen einzuftibren, wollen wir uns zunsichst
eine Anschauung davon bilden, wie derartige diskrete Spriinge etwa an
einem gedehnten Kinkristall aussehen konnten. In der Fig. 2 ist mit
den ausgezogenen Geraden der Spanmungszustand in
einem elastisch gedrehten Draht angedeutet. Die
(Geraden stellen die Spuren von solchen materiellen
Ebenen dar, welche vor der Dehnung sich rechtwinklig
durchschnitten. Wir fassen speziell die Ebene AR
ins Aunge und stellen uns vor, daB zufillig fiir einen
kurzen Augenblick die Festigkeit sehr klein wird.
Das wird zur Folge haben, daf 'das Material in
unmittelbarer Nshe seiner Schubspannung (d. h. dem
Streben nach Wiederherstellung der rechten Winkel)
nachgeben kann. Dabei gehen die oben erwihnten
Ebenen etwa in die Lage der punktierten Kurven iiber,
wobel natiirlich die zu beiden Ufern der Ebene A B
liegenden Teile aneinander - vorbeigleiten. Die als

Schema eines Gleit-

Schwankungsphéinomen ) gedeutete Entfestigung der Spont:rll)«:ugi:fsémung
Fliche ist nach sehr kurzer Zeit wieder beseitigt, der Umgebung der
s . . . - @leitebene 4 B.

Somit ist der eigentliche Gleitungsprozef nach Her-

stellung der punktiert angedeuteten Anordnung beendet. Erst jetzt
erfolgt, wenn etwa die .Spannung durch ein angehingtes Gewicht
erzeugt war, ein Absinken des Gewichtes um einen gewissen Betrag,
niimlich so weit, bis die voriibergehend entspannten Teile nun wieder
unter der vollen Belastung, d. h. unter der entsprechenden Schub-
spannung stehen. — Bei dieser Auffassung erscheint die gedankliché
(und zum Teil wohl auck reale) Unterteilung der Dehnung in eine
spontane Entspannung und die darauf folgende makroskopische Ver-
lingerung als wesentliches Moment. Gehen wir nimlich zum plastisch

1) Vgl. etwa Tammann, Lehrb. d. Metallographie; Masing und Polanyi,
Frg. ex. Naturw. 2, 177, 1923; R. Gross, ZS. f Metallkde. ‘16, 18, 1924,

?) Ein instruktives, wenn auch stark idealisiertes Modell einer durch ther-
mische Schwankungen bedingten Gleitung wurde bereits vor lingerer Zeit durch
Prandtl vorgeschlagen und von v. Karman (L. e. 8. 7671.) beschrieben.
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inhomogenen Material iiber, so wird dessen Inhomogenitit eben dadarch
zum Ausdruck kommen, daf derartige spontane Entspannungen nicht
iiber den ganzen Querschnitt hin erfolgen, sondern nur auf jeweils eng
begrenzte Teile sich beschrinken. Die spontane Entspannung mioge
dabei in ganz #hnlicher Weise erfolgen?). Dagegen wird der Erfolg
einer Entspannung hinsichtlich der Verlingerung des Drahtes nur sehr
gering sein, da die angehéingte Last ja durch die fiberwiegende Zahl
der nicht springenden Teilchen gehindert wird, nunmehr das entspannte
Teilchen wieder unter Spannung zu setzen. Letzteres bleibt vielmehr
im wesentlichen spannungslos, wihrend die Spannung der Umgebung um
einen geringen Betrag sich vergrofiert. Dieser Betrag kommt seinerseits
in einer makroskopischen Dehnung des Drahtes zum Ausdruck.

So unvollkommen und erginzungsbediirftiz diese Vorstellung auch
noch sein mag, so kann man doch versuchen, mit ihrer Hilfe die Nach-
wirkungsvorginge zu beschreiben. Dabei kommt uns der Umstand
zugute, daf fiir das beobachtbare Verhalten eines nachwirkenden Kdrpers
nur gewisse Mittelwerte der homogenen Einzelteile wesentliche Bedeutung
haben. Man darf daher hoffen, bereits bei relativ groben und primitiven
Vorstellungen iber die Elastizitit der homogenen Kristalle schon ein
brauchbares Bild des inhomogenen Kborpers zu erhalten, in #hnlicher
Weise, wie die Gastheorie bereits mit den einfachen Begriffen ,elastischer
Zusammensto8¢ und ,Atomdurchmesser weite Erscheinungsgebiete quan-
titativ kliaren konnte.

In enger Anlehnung an die Entwicklungen des Abschnitts III
machen wir uns von einem nachwirkenden Korper das folgende schema-
tische Bild: Das bis zur Zeit Null spannungsireie Material werde plotz-
Yich durch die Kraft P gespannt, wodurch zunichst im ganzen Korper
die Spannung 6, = f.P erzeugt wird. Wir fassen ein kleines homogen
gedachtes Teilgebiet ins Auge, dessen ,Plastizitit® wir nun in folgender
Weise durch eine Konstante % charakterisieren: Wenn das Element
unter der Spannung ¢ steht, so besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit

dw — 8 (6) xdt (29)

1) Eine Komplikation besteht in diesem Falle darin, daB wir nicht im ein-
zelnen angeben konnen, wie die Betidtigung einer Gleitebene sich vertrigt mit
der von der nicht plastischen Umgebung vorgegebenen Umgrenzung. Dieser Um-
stand ist fiir eine exaktere Diskussion sicher von Bedeutung und wird makro-
skopisch in einer Erhohung der Festigkeit zum Ausdruck kommen. Er sell hier
jedoch nicht weiter erdrtert werden.
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dafiir, dafl dieses Teilgebiet sich in der Zeit d¢ spontan enbspannt. =« ist
eine fiir das betreffende Teilchen charakteristische Konstante!). Von
der noch unbekannten Funktion S (6) setzen wir voraus, dab sie stets
positiv ist, fiir 6 = O verschwindet, mit wachsenden absoluten Betrigen
von ¢ zunimmt und nur vom absoluten Betrag der Spannung abhingt.
Wir beschrinken uns wieder auf reine Nachwirkungsvorginge; das ist
gleichbedeutend mit der Anmnahme, dafl ¢ wahrend des Versuches nur in
isolierfen Teilgebieten springen soll, so daf jedes spontan entspannte
Teilehen umgeben bleibt von solchen, welche nahezu die ,Sollspannung®
6, = . P besitzen. Wir nehmen nun wieder an, die homogenen Teil-
gebiete seien alle von gleicher Grofe und ihre Gesamtzahl sei N. Ferner
sei F(x)dx die Zahl der Teilgebiete mit »-Werten zwischen % und % + dz,

]

so daB auch, wie in (16), (F(x) d% = N. Von diesen Annahmen diirfte
0
die physikalisch wesentlichste — und experimentell vielleicht zu wider-

legende — die sein, daf die Funktion S(6) von % nicht mehr abhingt,
- dafl also der Charakter der Kraft-Geschwindigkeitskurve fiir die ,hir-
testen“ und ,weichsten® Teile der gleiche ist. Dagegen ist, wie bereits
unter IIT bemerkt, die Annahme gleich groBer Elementargebiete un-

wesentlich. Die allgemeine Aufgabe ist wieder die Berechnung von
N

> (6,—6) in (12) etwa durch Ermittlung einer Funktion Z (x, ¢, @),
1

die angibt, welcher Bruchteil der F(x)dx Teilchen von der Sorte % bis
% + dx zur Zeit ¢ die Spannung ¢ hat. Wihrend wir die entsprechende
Aufgabe oben fiir den Fall des Reibungsansatzes (13) bei beliebigem
Kraftwechsel P (f) allgemein erledigen konnten, scheiterte hier die Rech-
nung bisher an rein mathematischen Schwierigkeiten. Dagegen. lassen sich
die oben unter A, B, C aufgefithrten speziellen Versuche leicht behandeln.

A. Belastungsversuch. (Konstante Last P von ¢ = 0 ab.) Im
ersten Moment nach Anbringen der Last stehen alle Teilchen unter der
Spannung 6, = f.P.

Nach einiger Zeit haben die gesprungenen Teile die Spannung Null,
withrend die iibrigen noch simtlich die Spannung ¢, haben. Dabei wollen
wir also wie in Abschnitt IIT im reinen Nachwirkungsgebiet die geringe

1) Die Frage nach der Ursache der Unterschiede in den z-Werten wird im
Texte absichtlich offen gelassen. Man kann dabei denken an eine verschiedene
Orientierung der Gleitebene zur Kraftrichtung sowie an eine verschiedene ,,Giibe®
des Kristallgitters, wobei dem letzteren Umstand die grifere Bedeutung zmkommen
wird. (Vgl. auch Masing uand Polanyi, L ¢.)
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Spannungserhthung in der Umgebung eines gesprungemen Teilchens
insofern vernachlissigen, als wir die dadurch bewirkte Vergroferung der
Sprungwahrscheinlichkeit ignorieren. Wir berechnen nun, wie viele der
F (x) d x-Teilchen sich nach Ablauf der Zeit ¢ entspannt haben. Nach (29)
ist diese Anzahl gegeben durch
Fx)du (1 —e800)2ty — F(xyduZ (%, t, 0). (30)
Diese haben also zur Zeit ¢ die Spannung Null, wihrend die tibrigen
F(x)dx.e— 5% noch Spannung ¢, haben. Zu der nach (12) zu berech-
nenden Summe liefern also nur die durch (30) gegebenen Gebiete einen
endlichen Beitrag, und zwar jeder einzelne den Wert 6, so daf wird:

N o
Z (6, — 6) = 0, _[F(%) d (1 — e—80)xt),
1 0

Die Belastungskurve hat demnach die Gestalt

oo

F
y (@) = 7 [_P + 46, j F)yds (1l — g-—S(oo)xt)]_
0
Mit 6, = fP und der Abkiirzung

Bu® = A7 [ (1 — =500 o) d (31)
wird daraus ’
F
¥y = EP[l + By @)

Der Zusammenhang (31) zwischen der Belastungskurve ) (f) und
der Verteilungsfunktion F(x)dx ist genau der gleiche, wie er frither
(Gleichung 17a) fiir den Fall der Reibung gefunden wurde. TUm also
dem beobachteten In {-Verlauf der Belastungskurve gerecht zu werden,
konnen wir auch fitr F(x) einen Verlauf der Art (18) versuchen, d. h.

Fx) =0 fir »<Tkund %> K,
Fl(u):£ fir k<< K

Mit diesem Verlauf von F, ergibt sich durch die entsprechende

Rechnung

P () = 0,5772... 4 In[S(6,) Kt] — Ei [— S(g,) K1},
- (32)
g = Afe

Gegenitber dem Werte (17) der v. Wartenberg-Boltzmannschen
Theorie besteht der einzige Unterschied darin, daf die dort auftretende
konstante Reibungsgrofie B ersetzt ist durch die entsprechende Wahr-
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scheinlichkeitsgrofie S(g,). X, welche mit der Belastung anwichst und
somit bei zwei Versuchen mit verschiedenen Werten von P verschiedene
Werte besitzt. Im beobachtbaren Zeitgebiet wird jetzt

P @) = 0,577-.. + In[S (6.}~ K] 4 Int, (82a)
so dafl zwar die Neigung der In¢-Geraden von S(g,) mnicht abhingt, also
nach wie vor mit P proportional bleibt, dagegen wird der scheinbare
Elastizititsmodul jetzt
. E
T 1EBOB77 +1n[S(e) K]+ Int]

also wegen des Auftretens von ¢, = f. P im Nenner von der Belastung

E*

(33)

abhingig. Das bedeutet eine Abweichung vom Hookeschen Gesetz.
Bereits Geiss hat versucht, solche Abweichungen durch elastische Nach-
wirkung zu erklaren?). Dabei ist ihm jedoch entgangen, daff gerade die
von ihm zitierte v. Wartenhergsche Arbeit keine solche Abweichung
vom Hookeschen Gesetz liefert, sondern erst der neue, oben eingefiihrte
Ansatz. - Ob allerdings, wie Geiss michte, die ganz groben Abweichungen
bei Gufleisen allein aus der Nachwirkung erklart werden konnen, bedarf
wohl noch des experimentellen Beweises, insbesondere durch direkten
Nachweis des Zusammenhanges mit einfachen Nachwirkungseffekten. Zu
beachten ist jedenfalls, dal (83) eine Moglichkeit zur experimentellen
Bestimmung der einstweilen véllig unbekannten Funktion S(g,) bietet.

B. Der einfache Entlastungsversuch.
Konstante Belastung P von ¢t = — 1, bis # = 0,
Belastung O bis { == — ¢, und von { = 0 ab.
T Moment ¢ = O ist nach dem letzten Abschnitt der Bruchteil
Z(#, t, 0) = 1 — ¢Szt
von dem Teichen % entspannt. Unmittelbar nach der Entlastung stehen

diese Elemente unter der Spannung — ¢, alle ibrigen unter der Span-
nung Null. Daher wird fiir ¢ > 0 nach dem Elementargesetz (29)

Z (s, t, — Gy) = [1 — = S0 #ta] g S(o0)xt,
Also lautet die Entlastungskurve nach (12), da fiir ¢ > 0, P == 0,
6, = 0:

¥
y () == l—alﬁ F(x)duleS@xt . o—8@x+0)]

o’-————>8

1) Physica 8, 232, 1923.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXIII 14
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Mit der in (31) definierten Funktion S (t) und mit ¢ =— /P wird
daraus sogleich

yO =5 PRI+ —b O 34

Die fiir beobachtbare Werte von ¢ ausreichende Form (32a) fir ¢
liefert dieselbe von S (¢) unabhingige Entlastungskurve wie die alte
Formel (4). Durch den neuen Ansatz wird also nur der Wert
des ,effektiven Elastizitdtsmoduls® E* nach Gleichung (33)
im Sinne einer Abweichung vom Hookeschen Gesetz gedndert,
wihrend der zeitliche Verlauf sowohl des Belastﬁngs- wie des
Entlastungsversuches vollig unveréndert bleibt.

C. Der Uberlagerungsversuch.
P = P, von O bis {, sowie von %, ab,
P = P, von ¢, bis %,
Wir bezeichnen: 6, = fP;, 6, = [P,
Zu einer Zeit t > t, haben wir die Teilchen der Sorte %, dx in

acht verschiedene Gruppen zu unterteilen, je nach den Spriingen, welche
sie von O bis ¢ ausgefithrt haben:

Gruppe . ' ; . Spannun, Spannungs
Ney 0 bis t; 1 bis &3 ty bis ¢ e Zeit b Pdetekt

1 o + og—0; + | 01—0y - 0 9

2 g + Gg—0; — -+ 0 gy

3 gy - — o ~+ | 6y—0y + 0 oy

4 6, —. g, — o,  + 0 gy

5 o + Gg—0; — 0 — 0 oy

6 4 — o A+ | o—0 — 010y %

7 o+ | o0—o + | o—0 — 01—0y 79

8 o — g, @ — 6, — o, 0

In dieser schematischen Tabelle ist unter jedem der drei Zeit-
abschnitte O bis ¢, , bis ¢, ¢, bis { zunichst angegeben, mit welcher
Spannung das betreffende Teilchen in diesen Zeitabschnitt eintritt; da-
neben ist durch ein Plus- oder Minuszeichen angedeutet, ob das Teilchen
in diesem Abschnitt einen Sprung erleidet oder nicht. Daneben steht
weiterhin die Spannung des Teilchens im Augenblick #. Am Schluf
der Tabelle endlich stehen die ,Spannungsdefekte“, mit denen die be-
treffenden Teilchen sich an der Summe in (12) beteiligen. Bezeichnen
wir zur Abkiirzung S(6,) = 8,, S(6,) = S, S(6, —6,) = S, =0
konnen wir die Wahrscheinlichkeiten W,, W, usw. dafiir, da$ ein Teilchen
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der ersten, zweiten usw. Gruppe angehdrt, nach (29) sofort hinschreiben.
Es wird z. B.
a— 8‘51’”1) [1— g“S122(l‘2‘—51)] [1 —_— e—Slzx(i’tz)],
07

e= 81wty [1 o g—Spxlta—~ tl)] [1 — e S1220—%)] usw.

W,
W,
W,
Man hat zur Berechnung von (12) jetzt zu bilden:

N

2(60—6)_6j(W+W+W+W+W)F(u)du

Il

+ 6| T+ Wy Fwax
0

Die elementare Rechnung ergibt nach Einfihrung der durch (31)
definierten Funktion ¢:

N .
P32 6—0) = B[Pio (Sit+ By — 8 —1)
+ (P, “P1) {¢' (S12(t—t1)) — w(slz(t_tz))
+ w(sltl + Sz (t2 - tl) + st (t - ts)) - ¢‘(S1t1 + Slz (t - t1))}}’

Bei Giiltigkeit des Int-Gesetzes (32a) kann man nach Gleichung (12)
den Verlauf des Uberlagerungsversuches explizite hinschreiben. Wir be-
schrinken die Diskussion auf den Fall, daB die Uberlagerung gerade
in einer Verdoppelung der Last bestanden hat, daf also 6, == 24,
war. Dann wird nimlich S,, = S|, und es stellt sich heraus, daf in
dem zeitlichen Verlauf von y (f) nur noch die Kombination
S() —S8@©) _ 52g)

5 (s, S(ay)

auftritt. Man erhalt mit dieser Abkiirzung fiir die Uberlagerungskurve
bei voriibergehender (von t, bis #, wihrender) Verdoppelung der Last fiir

t>t,

S* — (85)

v () — gp[1 +ﬁ{0,577+1ns,1(+1nt

Foi
t ot —1,). 8
+1n 1+21 _J_t__}]

(36)
Der gleiche Versuch wiirde nach der einfachen Boltzmannschen
Theorie [Gleichung (5) und (21)] lauten:

2
14%

y(t)—EP[l—{—ﬁ {0 577 +InR - Int + In r%}]
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Davon unterscheidet sich Gleichung (36) zunichst durch das hier
unwesentliche, zeitunabhingige Glied S, K, welches die bereits erwihnte
Abweichung vom Hooke schen Gesetz andeutet. Auerdem zeigt sich aber,
daB zu der einfach fortgesetzten Belastungskurve In¢ und der tiberlagerten

. *

; noch ein ,Storungsglied In t_—}—__(tg_t_ﬁZi
T s

hinzutritt. Um qualitativ den Charakter dieser Storung zu iibérsehen,

.__._tl

Entlastungskurve In b

bezeichnen wir mit ¢ = ¢, —{, die Dauer der Lastverdoppelung und
mit § = ¢t —1, die von ¢, ab gezihlte Zeit. Dann lautet der nach (36)
zu Int additiv hinzutretende Ausdruck:
S*
In (1 7 2l (14 ° ):
n (14 5)tem(i+ gy
Fiir sehr kleine - Werte (so klein, wie sie das In¢-Gesetz noch
zulaft) ist das erste Glied, d. h. die normale Entlastungskurve, iber-

wiegend. Es nimmt mit wachsendem & schnell ab, wihrend das Storungs-
glied sich zuniichst wenig #ndert und erst dann merklich abzunehmen
beginnt, wenn & mib ¢, vergleichbar wird. Da S* sicher groB gegen Eins
ist, so wird das zweite jetzt das erste an Grofle weit iibertreffen.

Man kann dies Verhalten auch so beschreiben, daB man sagt: Die
Entlastungskurve wird sich zunichst nicht auf die Verlingerung der
In t-Geraden herabsenken, sondern scheinbar auf eine andere, welche hoher
liegt und gegen die Int-Achse flacher verliuft. — Genau dieses Ver-
halten hat nun Jordan bei Eisen beobachtet. Die Tatsache, dal gerade
beim Eisen dies Verhalten besonders ausgeprigt war, ist aus folgendem
Grunde nicht ohne Interesse: Nach (35) mift S* die relative Vergrofe-
rung von S bei Verdoppelung der Spannung, ist also ein recht anschau-
Yiches Maf fiir die GriBe der Spannungsabhingigkeit der noch wun-
bekannten Funktion S(6). Nach Gleichung (33) ist daher S* zugleich
entscheidend fiir die Grifie der Abweichung vom Hookeschen Gesetz.
[S* == 0 gibt in (36) die Boltzmannsche Formel] Nun sind gerade
beim Eisen die Abweichungen vom Hookeschen Gesetz besonders aus-
geprigt?), so daB moglicherweise ein direkter Zusammenhang hergestellt
werden kann zwischen diesen Abweichungen und der von Jordan beob-
achteten Anomalie. Natiirlich wire es verfritht, ans dem vorliegenden
Material bereits weitergehende Schliisse zu ziehen; dazu miiBten erst alle
in Frage kommenden Groflen unter Beriicksichtigung der angedeuteten
Gesichtspunkte am gleichen Materialstiick sorgfiltig gemessen werden.

1) S.Berliner, Ann. d. Phys. 20, 527, 1906; Geiss, Physica 8, 232, 1923.
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D. Periodische Beanspruchung Eine exakte Behandlung des
Verhaltens von einem Material bei einer periodisch wirkenden Krafh
P = A.sinvt liefl sich mit dem allgemeinen Amnsatz (29) bisher nicht
durchfithren. Man iiberzeugt sich jedoch leicht, daf qualitativ die Wir-
kung dieses Ansatzes darin besteht, dafl sowohl das logarithmische Dekre-
ment wie auch die Schwingungsdauer mit wachsender Amplitude zu-
nehmen muf. Hinsichtlich der Schwingungsdauer wurde dieses Ver-
halten, wie bereits oben erwihnt, von Sieg tatsichlich beobachtet. Auch
die Tatsache, daf bei verschiedenem Bearbeitungszustand des gleichen
Materials die Abhingigkeit der Schwingungsdauer von der Amplitude um
so grofier ist, je stirker die Schwingungen geddmpit sind, 1i6t sich aus
der hier benutzten Vorstellung ohne Schwierigkeit herleiten.

30. Marz 1925.




