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E l a s t i s c h e  N a c h w i r k u n g  u n d  P la s t i z i t~ t ,  

Von Richard Beeker in Berlin-Grunewald. 

~it zwei Abbildungen. (Eingegangen am 8. Mai 1925.) 

Es wird gezeigt, dab die B o 1 t z m a n n sche Theorie der elastischen Eachwirkung 
in ihrer allgemeinsten Form abgeleitet werden kann aus tier Annahme einer 
plastischen Inhomogenit~t des materials, wenn man annimmt, daft die Plastizit~t 
besteht in einer der Kraft proportionalen Fliellgesehwindigkeit. Da jedoch 
die Plastizit~t der ]~etalle sicher nicht diesem Gesetz folgt, ergibt sieh die 
Notwendigkeit einer ~[odifikation der Bo l t zmannschen  Theorie. Diese Ab- 
~inderang wird durchgefiihrt unter der Annahme, da~ das Flie~en yon Metallen 
in einzelnen, durch Wahrscheinliehkeitsgesetze geregelten diskreten Spr~ingen 
erfolgt. Die Konsequenzen dieser Annahme werden in einigen tier experimen- 
tellen Priifung zug~nglichen F~llen ausgewer te t . -  I n h a l t :  L Die B o l t z m a n n -  
sche Theorie. II. Plastische Inhomogenit~t als Ursache der Nachwirkung. 
HI. Quantitative Durehfiihrung derv .  W a r t e n b e r g s c h e n  Theorie. IV. Versuch 
einer Beriicksiehtigung der wirklichen plastisehen Eigenschaften yon ~etallen. 

E i n l e i t u n g .  

W i r  verdanken L. B o l t z m a n n  eine der Wirk l ichke i t  in wesentllchen 

Ziigen gerecht werdende phgnomenologische Theorie der elastischen Nach- 

wirkung.  Die Nachwirkung kann danach gedeutet  werden als eine A r t  

ErlnnerungsvermSgen des Materials an seine friiheren Erlebnisse. Wahrend  

man friiher die Nachwirkung als eine selbstgndige Eigenschaft  der  be= 

tref~enden K(irper ansah, fal]t man sie neuerdings in der Regel  anf a]s 

einen .Spezialfall  der l~lastizitat, weleher immer dann zu erwarten ist, 

wenn das Material  ,p las t isch inhomogen" ist, d . h .  wenn der K6rper  

regellos zusammengesetzt i s t  ans sehr vie]en und plastisch verschieden- 

art igen Teilgebieten (ans ~h~r~en" und ,,weichen" Teilen). Es is t  meh1~ach 

- -  und insbesondere durch v: W ~ a T t e ~ b e r g  - -  ausgefiihrt worden, wie 

man yon dieser Annahme aus q u a 1 i t a t i v die Nachwirkungsphanomene 

verstehen kann. In  der vorl iegenden Arbe i t  wird zunaehst elne q u a n t i -  

t a t i v e  Able i tung der B o l t z m a n n s c h e n  Theorie ans dieser u  

heraus gegeben, welche iibrigens imp]izite bereits in elner viel glteren 

und yon ganz anderen Anschauungen ansgehenden Arbe i t  yon W i e c h e r t  

enthalten ist. Dabei  is t  es nati ir l ich nStig, die ,P las t iz i t~ t"  der Teil- 

gebiete i rgendwie formelm~l]ig zu charakterlsieren. Es zeigt sich nun, 

dal] man gerade dann zur B o ] t z m a n n s c h e n  Formel  gefiihrt wird, wenn 

man die P las t iz i ta t  beschreiben kann als eine der wirkenden Kraf t  pro- 

portionale Fliel]geschwindigkeit .  Nun kann diese Beschreibung viel leicht  

zutreffen fiir manche amorphen Substanzen, sic is t  aber sicher ganz falsch 
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bei Kristallen und vor allem bei ]~[etallen in hinreichender Entfernung 
yore Sc.hmelzpunkt. Es wird daher weiterhin versucht, die Plastizitgt 
der ~[etalle in einer der Wirklichkeit besser entsprechenden Weise zu 
kennzeichnen. Man gelangt dadureh zu Ausdriicken far die Nachwirknng, 
welche zwar beim einfaehen Be- und Entlastungsversuch mit B o l t z m a n n  
iibereinstimmen, dagegen ergeben sich beim Uberlagertmgs- und .Schwin- 
gungsversuch charakteristische und experimentell gut prfifbare Ab- 
weichungen yon den Forderungen der B o l t z m a n n s e h e n  Theorie in 
einem Sinne, welcher mit Mteren ]~essungen yon J o r d a n  und S i e g  
tibereinstimmt: 

I. D i e  B o l t z m a n n s c h e  T h e o r i e .  

�9 Nach L. B o l t z  m a n n  1)lal~t sich die Erscheinung der elastlschen 
•achwirkung allgemein in folgender Weise beschreiben: 

Auf einen elastlschen KSrper wirke eine als Funktion der Zeit vor- 
gegebeae Kraft P(t).  Die zugehSrige Deformation y sei die der Kraft- 
wirkung entsprechende ~_nderung derjenigen Koordinate des KSrpers, 
deren Differential dy, multipliziert mit 2, die yon ~ener Kraft auf dem 
.Weg dy geleistete Arbeit ergibt. Sieht man yon Tragheitskraften ab, 
so ist naeh der Elektrizitatstheorie ( t tookesches Gesetz) 

y(t) ~ ~-_P(t), 

wo 2'  einen Formfaktor and E einen Elastizit~tsmodnl bedeutet. In 
iedem Augenblic.k ist also y yon P nur um einen konstanten Faktor ver- 
schieden. Bei einem n a e h w i r k e n d e n  KSrper iedoeh ist y nicht allein 
dureh den Momentanwert yon i ~ gegeben, sondern auch durch alle friiheren 
Werte der Kraft mitbestimmt; der Einflu~ einer zur Zeit @ wirkenden 
Kraft  P (@) ist dabei um so grSl]er, ie lgnger diese Kraft einwirkte, und 
um so kleiner, ie welter die Wirkung dieser Kraft zeitlieh zurtickliegt. 
Hat  iene Kraft wghrend der Zeit d@ eingewirkt, so ist also ihr E~flu~ 
auf den Momentanwert yon y zu setzen gleieh 

~ - .  ~ P  (a) .  r (t - -  ~ ) d a .  

Hier bedeutet die dimensionslose Zahl fl eine Konstante, welehe die abso- 
lute GrSl~e der Nachwirkung kennzeiehnet (Naehwirkungskonstante) und 
welche stets klein gegen 1 ist. ~ ( t ~ @ )  ist die E a e h w i r k u n g s -  
f u n k t i o n  yon der Dimension t -l ,  welche far das zeitliche Abklingen des 

1) Boltzmann, Ann. d. Phys., Erg.-Bd. 7, 624, 1876 (Ges. Abh. I, Nr. 30); 
Derselbe,  Wien. Ber. 76, 815, 1877 (G-es. Abh. II, Nr. 43). 
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ErinnerungsvermSgens mal]gebend ist und hgufig fiir weite Berelche 

1 
ihres Arguments etwa dutch ~ t - -  wiedergegeben werden kana. Durch 

Summation fiber alle frtiheren Kr~fte erhMt man den zeitlichen Verlau~ 
yon y under Beriicksichtigung der Nachwirkung: 

t 

Unter Einfiihrung der Vergangenheit eo : t - - #  als0: 
o o  

�9 0 

Das Integral  erstreckt sich yon der Gegenwart (co ~ 0) riickwgrts in 

die Vergangenheit. 
Ubrigens gibt B o l t z m a n n  in seinen Formela umgekehrt den zeit- 

lichen Verlauf der Kraft  2P (t) als Funktion yon einem vorgesehriebenen 

Verlauf der Deformation y(t). Man erhalt somit die ursprfingliche 

B o l t z m a n n s c h e  Formel dutch AuflSsen yon (1) n a c h P  I was ohne weiteres 
m~Jglich ist, wenn man die L~Jsung zungchst in der unbestimmten Form 

p(t)  = ~o (t) + t~ Pl  (t) § ~ p~ (t) §  
in (1) einfiihrt und die mi~ der gleiehen Potenz yon fl multiplizier~en 
Glieder einander gleichsetzt. Bei der Kleinheit der Nachwirkungserschei- 

nungen kann man Glieder der Ordnung fl* vernaehlassigen und erhglt 
dana genau die B o l ~ z m a n n s e h e  F o r e  

~ (t)  = N (t)  - -  ~ y (t - -  ~) ~ (to) a co (1 a) 
0 

1) V o l t e r r a  (Drei Vorlesungen usw., Leipzig 1914:, S. 159f.) weist daratff 
bin, daft der Boltzmannsche Ansa~z mat~hema~isch aufgefal]t werden kann als das 
erste Glied einer allgemeinen Entwicklung, deren hShere Glieder sieh als zwei- 
faehe, dreifache usw. Integrale fiber die Vergangenhei~ darstellen lassen, also etwa 
die ~2orm haben : 

Die im weiteren Verlauf dieser Arbeit vorgeschlagene Erweiterung der B o l t z -  
m a n n s c h e n  Theorie wird zwar in einer formal vSllig abweichenden Weise vor- 
genommen werden, dfiffte abet trotzdem vielleicht als eine spezielle physikalisehe 
Ausffihrung des u  Ansatzes gedeutet werden. - -  Eine einfaehe 
experimentelle Pr[ifung des linearen Charakters der B o l t z m a n n s e h e n  Formel 
bietet der im folgenden unter C angedeutete ,~berlagertmgsversueh% 
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Wir stellen zunachst einige einfache Anwendungen yon (1) zusammen, 
die such zur experimentellen Bestimmung der Nachwirkungsfunktion 

(co) dienen kiinnen. 
A. B e l a s t u n g s v e r s u c h .  

2( t )  = 0 b i s t  mR 0 

2( t )  = const = _ P v o n t  = 0 ab. 

Dann wird nach (1) ftir t ~ 0 
t 

0 

F~ir das hier anftretende Integral fiihren wit  die spaterhin oft benutzte 
Bezeichnung 

t 

V(t) = ~ ~ ( z ) d ~  
0 

ein. ~(t)  nennen wir die ,,Belastungsfunktion". Damit lautet also die 
, Belastungskurve" : 

y(t) = ~ - _ P [ I  + ~ * ( t ) ] .  (2) 

Zahlrelche Belastungsversuehe haben ergeben, da~ $(t)  fiir weite 
Bereiche seines Arguments sieh darstellen lal~t durch 

1 
V(t) ~,~ lnt, also ~(eo) ~ - - .  (3) 

fO 

Fiir extrem klelne Werte yon t wird alas lnt-Gesetz (3) sinnlos. Es hat 
sich iedoeh gezeigt, da~ yon solehen t-Werten ab, bei denea nach der vor- 
genommenen Belastung und Beruhigung der elastisehen Schwingungen die 
experimentelle Aufnatime der Belastungskurve beginnen kann, das In t-Gesetz 
bereits mit guter Naherung erfiillt ist. Diese Unsieherhelt hinsiehtlich 
des ersten Teiles der Belastungskurve hat eine betrachtliehe Sehwierigkeit 
Iiir eine exakte Bestimmung des Elastizit~tsmoduls E zur Folge. 

B. E n t l a s t u n g s v e r s u e h .  

P(t)  : 0 bis t ~--- - - t l ,  

P(t)  : P ---~ const yon t : -  - - t  1 bis t : O, 

P : 0 v o n t  : 0 ab. 

Fiir t > 0 wird ietzt naeh (1): 
t + t x  

t 



Elastische Nachwirkung und Plastizit~L ~89 

Im in t-Gebiet also : y (t) ---- ~-2' P ~ in t +t tx " 

Bei Yernachlassigung yon Gliedern der 0rdnung ~ kann man bier die 
konstante Belastung P ersetzen durch eine yon - -  t t b i s  0 vorgenommene 

F 
konstante Deformation Y0 ----- ~ -P"  Fiir Zeiten t ~  t 1 erhMt dann die 

Entlastungskurve (4a) die einfache Gestalt 

v(t) = v0~.~, 

welche zur Best~mmung der Konstanten fl besonders bequem ist. 

C. U b e r l a g e r u a g s v e r s u c h .  
2( t )  ~ 0 his t ~ 0, 

P( t )  ~ - ~ P l v o n t ~  0 b ier  ~ t  v 

P ( t ) - ~ . P ~ v o n t  = t I bis t ~ t v 

P(t)  ~ P1 v o n t  = t ~  ab. 

Nach (1) wird ~ r  t ~ t ~ :  
t - - t2  t - - t l  t 

d 

0 t - - t  2 t - - t  1 
oder auch 

y(t) = -~  P11! § fl~p(t)] + fl(/'2 ---Pl)[Cz(t -- tx) - -  ,p (t--t~)] . (5) 

Die voriibergehende Zusatzbelastung 2 3 - - / )1  zu der seit t = 0 
wirkenden Last P1 gibt u zu ehaer normalen Entlastungskurve 

(P~ - -  Pl) [~ (t - -  tl) - -  ,p (t - -  t~)] vom Typus (4), welehe sieh der ha 
iibrigen ungestSrten Belasttmgskurve 1 § fl,p (t) fiberlagert. 

Die Bedeutung dieses Versuehes liegt darin, dal~ e~ eine wesentlieh 
seh~rfere Priifuug des B o l t z m a n n s c h e n  Ansatzes (1) bedeutet als der 
einfache Be- and Entlasttmgsversueh. Wir werden im Abschnitt IV die 
Notwendigkeit einer yon (1) abweichenden Fassung tier Naehwirkungs- 
erscheinungen zu begriinden suehen. Dabei wird sieh zeigen, dal] zwar 
die Versuehe A und B auch yon der neuen Fassung unverandert be- 
schrieben werden, da] iedoch beim 13berlagerungsversneh die Zusatzlast 
P ~ -  P1 aul3er einer iiberlagerten Entlasttmgskurve noeh eine weiter- 
gehende [und yon J o r d a n  1) anscheinend aueh beoba~htete] StSrnng der 
Belastungskurve 0 (t) zur Folge hat. 

1) Jo rdan ,  Verb. d. D. Phys. Ges. 17, 423, 1915. 
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D. P e r i o d i s c h e  Be a n s p r u c h u n g .  

s ~ 0 b i s t  ~ 0, 

P(t) ~ A.sinvt yon t ~ 0 ab.  

Gleichung (1) lieferr ~etzt 
t 

y ( 0  = ~ A  s i n v t + #  sin v (t - -  co) cp (z)  a ~ 

0 
oder t 

F y(t) = --~ A[sinvt ll + ~ ! cosvea~p(to)deo } 
0 

t 

- -  C0S ~)t ~ f S~1 ~2 fO ~0 (fO) d fo ] �9 

o 

Unter Vernachlassigung yon Gliedern der 0rdnung /~2 and mit den Ab- 
kiirzungen 

t t 

i r  i t /  

0 0 

laf t  sich daftir schreiben: 
iF 

y (t) : ~ A (1 @ er sin (v t - -  ~). (7) 

Wegen des Charakters der Nachwirkungsflmktlon ~(ea) sind die 
GrSfen g und ~ ~ hinreichend grol~e Werte yon t praktisch nlcht mehr 
yon t abhanglgl). Die Nachwirkung hat also zur Folge, daft die yon der 
periodischen Kraft erzwungene Bewegung eine um den Faktor 1 ~- a ver- 
grSferte Amplitude besitzt und in der Phase um den Winkd  ~ verziJgert 
ist. Dieses Verhalten lafit sich auch so beschreiben: Die Substanz zeigt " 
einen ,scheinbaren Elastlzitatsmodul" 

E 
E** - -  - -  .(8) 

,and absorbiert bei ~eder Periode eine Energiemenge: 
2 ~I~ 2 ~l v 

I dy A ~ / e ( l + a )  Isinvtcos(vt__~)dt, e --~ P ~ d t  ~ E 

0 0 

also bei Vernachlassigung der Ordnung f12: 

= A u u ~ = yg. - f f  u ~, ( 9 )  

1) Vgl. etwa die ausfiihrliehere Berechnung bei B e n n e w i t z  1. e. 
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wo bei dieser N~herung Yo = A ~  die Amplitude der Deformation (7) 

bedeufet. 
Im meehanisehen Gebiet besteht die wichtigste Anwendung der 

Formeln (8) und (9) in einer Berechnung der Sehwingungsdauer und 
Dampfung yon ireien elastischen Sehwingungen. Dabei treten die Tr~gheits- 
krafte der in Bewegung gesetzten ~[assen an die Stelle der oben benutzten 
periodisehen Kraft. Die durch (8) gegebene seheinbare Vergr(il]erung 
des Elastizitatsmoduls wird sieh dabei dutch eine Vergr(il]erung der 
Sehwlngungsdauer und der Energieverlust (9) dutch eine Dampfung der 
Sehwingungen bemerkbar maehen. Besonders der letztere Einfht] ist 
mehrfaeh Gegenstand experlmentel]er Untersuchungen gewesen. Man 
erh~lt die D~mpfung der Sehwingung einfaeh aus der Tatsaehe, dal~ 
Sehwingungsenergie W und Amplitude Yo verkniipft sind dutch die Be- 

ziehung 
1 E  

W - -  2 F y~" 

Eine Abnahme ~ der Energie W ist also mit einer Yerkleinerung ~Yo 

der Amplitude verkniipft dureh die Beziehung ~ Y o ~__- 1 e �9 
Yo 2 W 

Das ,logarithmisehe Dekrement" J = ~Yo/Yo der Sehwingung ist 
daher nach (9) und (6) gegeben dutch 

o 

(10) 

__1 wird das Integral ~ = Bei Ofiltigkeit x) yon (3): ~ (co) ~ co ~ und 

z = #~. ( lO~)  

Eine wichtige experimentelle Priifung der Bo l t zmannschen  Theorie 
besteht darin, da~ man aus einer statischen ~essung yore Typns A oder B 
die GrSl]e /~ bestlmmt und die nach (10a) bereehnete Dampfung einer 
freien Sehwingung mit der Beobachtung vergleich~. Dieser Versuch 

1) Da Gleichung (3) sicher nicht bis T ~- 0 gfiltig ist, bedarf der Weft (10a) 
noch einer Korrektur [vgl. welter unten Formel (26)], die jedoch bei langsamen 
Schwingungen n/cht wesentlich ist. 
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f i ihr te  in mehreren  F~l len  zu einer  ef f reul ichen Bes t~ t igung  der  Theorie ,  

niimlich bei Tors ionsschwingungen  [ B ' o l t z m a n n ]  1) und Biegungsschwin-  

gungen  [ B e n n e w i t z ] ' ~ ) .  Auch  fin Geble t  der  magnet i schen  E r r e g u n g  

yon  Eisen  und der  e lekt r i schen Po la r i sa t ion  yon  I so l i e rmate r ia l  konnte  

J o r d a n  s) zelgen, da~ die E n e r g i e v e r h s t e  bei per iodischer  E r r e g u n g  sich 

q u a n t i t a t l v  aus s ta t i schen  ~achwi rkungse r s c he inungen  v o m  Typus  A in 

genau ana loger  Weise  vorausberechnen lassen. 

Die  spiiter aufgeste l l ten  Theor len  yon  W i e c h e r t  4) und B e n n e -  

w i t z  9) sind, in sowei t  sic eine Beschre ibung  der  beobachte ten  Ersche i -  

nungen  geben, mi t  der  B o l t z m a n n s c h e n  identisch.  

Auf die W i e c h e r t s e h e  Theorie werden wit spiiter noch kurz zuriickkommen. 
Fiir die Theorie yon B e n n e w i t  z ist der folgende Umstand charakteristisch: Wenn 
man etwa nach Gleichung (2) den Elastizit~tsmodul E tier Substanz bestimmen 
will, so hat ma~ i ~  Mgment t = 0 die Last P anzubringen und in diesem selben 
Augenbliek die Deformation y abzulesen. Tats~ehlich braueht man aber eine 
en4tir Zeit zum Afibringen der vollen Last und kann erst danach mit tier Ab- 
lesudg beginnen; dann ist aber bereits so viel Zeit verflossen, daft y im In t-Gebiet 
angekommen ist, we die zeitliche :(nderung yon y gegeben ist durch y ( t )  = A 
-~ B .  In t. Insoweit die Substanz diese Gleichung streng befolgt, lassen sich auch 
die Grii]en A und B exakt bestimmen. Unter Einfiihrung einer ungeheuer kleinen 
ZeitgrSBe �9 durch die Beziehung A . =  - - B .  In ~ kann man alsdann den beob- 

achteten Ver]auf auch beschreiben dutch y = B i n  t ~ - ~ ,  da ~ neben jeder beob- 
~g 

achtbaren Zeit noch ungeheuer klein ist. B e n n e w i t z  fiih_rt seine Theorie durch 
unter Yerwendung der so empirisch ermittelten Konstanten B und ~. Elastisehe 
und Naehwirkungserscheinungen sind dadureh in seinen Formeln so innig mit- 
einander verquickt, daft aus ihnen der einfaehe Grenzfall des rein elastisehen 
Kiirpers erst durch einen komplizierten Grenziibergang ( B - - - ~  0, ~ ~ 0, 
B .  In �9 = const) gewonnen werden kann. Ieh werde demgegeniiber die Auf- 
fassung vertreten, daft die m i t  der exakten Bestimmung des Elastizit~tsmoduls 
verbundenen Schwierigkeiten rein experimenteller und nieht grunds~tzlichcr Art 
sind und daft daher die Theorie keine Veranlassung hat, deshalb auf eine prin- 
zipielle Scheidung zwischen elastischen und NaehwirkungsgrSften zu verziehten. 
In diesem Sinne ist der Elastizit~tsmodul vollkommen ausreiehend dadureh definiert, 
daft man fiir Belastung und Ablesung eine so kurze Zeit fordert, daft innerhalb 
derselben die clastisehe Nachwirkung vernachl~ssigt werden kann. ~ i t  dieser 
Auffassung wird die Hypothese eingefiihr~, daft elastisehe Vorg~tnge sich grund- 
s~tzlich in Zeiten abspielen k6nnen~ die yon kleinerer GrSftenordnung sind als die 
-fiir Naehwirkungserscheinungen efforderliche Zeit. ~brigens sind die yon B e n n e wi t  z 
erhaltenen l~ormeln, wie bereits bemerkt, hinsichtlieh ihres erfahrungsgem~ft prtif- 
b aren Inhalts mit den Bo l t zmannschen  identiseh. Vgl. aueh die anschauliehe 
Diskussio~ tier: Ben  n e w i t z s e h e n  l~ormel dutch J o r d a n ,  Phys. ZS. 2 ~  579, 1924. 

1) B o l t z m a n n ,  1. c. 
9) Benne~v i t z ,  Phys. ZS. 25, 417, 1924. 
8) J o r d a n ,  Verb. d. D. Phys. Ges. 14, 451, 1912. 
4) W i e c h e r t ,  Wied. Ann. 50, 335, 1893. 
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[I. P l a s t i s c h e  [ n h o m o g e n i t g {  a l s  U r s a c h e  d e r  N a c h w i r k u l l g .  

Gegeniiber den glteren Theorien, die im wesentlichen auf eine der 

Beobschtung entsprechende Beschreibung der Nschwirkungserscheinungen 

abzielten, bedeutet  eine Untersuchnng yon v. W a r t e n b e r g  1) einen groi]en 

Fortschr i t t ,  indem sie - -  wenn such mlr i~'1 qual i ta t iver  Weise - -  eine 

wirkl iche physiksl ische Erkl~rung der Nachwirkmlg ermSglicht. Die 

Grundlage  der v. W a r t e n b e r g s e h e ~  Theorie bildet  die Erfshrungs-  

tatssche, dsi] gut  ausgebildete Einkr i s t s l le  keine merkbsre Nachwirkung 

zeigen*), such dann nich{, wenn sie - -  wie es bei Me~sllen der Fa l l  is t  

- -  viel  weicher sind als das bearbeitete und stmk~urel l  deformierte 

~Isterial.  Eine wesentliche Vorbedingung far  die Nschwirkung bes{eht 

demnsd~ in einer p l a s t i s c h e n  l_nhomogeni{gt des ~ s t e r i a l s  in dem 8inne, 

dab Teilchen yon grS~]erer and geringerer Delormierbarkei t  regellos neben- 

einander liegenS). Der qual i tat ive Verlsuf eines Belastnngs- and Ent-  

lastungsversuchs ist  bereits vol lkommen verstgndlich, wean man sich vor-  

:stellt, dal] der KSrper  eine Anzahl  leicht  deformierbarer (plastischer) 

Teilchen enthgl~, yon denen iedes ehlzelne umgeben ist  von solchen~ 

~velche sich wahrend der Versuchsdauer vollkommen elss{isch verhal ten 4). 

Alsdann  werden wghrend der B e l s s t u n g  die am leich{esten de~ormier- 

baren Teilchen sich allmghlich entspannen oder ,fllel~en" and damit  eine 

langssme Verlgngerung des Drshtes  bewirken, da bei kons{an~er Gesamt- 

belastung die Entspannung mit  eider geringen VergrSl]erung der Spannnng 

in der elastischen Umgebung verbunden ist. Der verziigerte Charakter  

1) v. W a r t e n b e r g ,  Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 113, 1918. Nach der Dar- 
:stellung yon v. Ks (Enzykl. math. Wiss. IV, 4, S. 694, 1913) ist aach schon 
friiher versucht worden, die Nachwirkang dutch gewisse Inhomogenlt~Lten der 
KSrper zu erkl~rem Auch neuere Ans~tze yon H e n c k y  (ZS. f. ang. Math. u. 
~Iech. 4~ 323~ 1924, und ZS. f. MetalLkde. 17, 68, 1925) bewegen sich ia ~Lhnlicher 
Richtung. 

a) W and Zn nach v. W a r t e n b e r g  (1. c.) und SchSnborn  (ZS. f. Phys. 8, 
377, 1922). Quarz nach Joff~,  Ann. d. Phys. ,o0, 919, 1906; feraer Masing  
und P o l a n y i ,  Erg. d. ex. Natnrw. I[I, 1923, S. 214=, Anm. 

~) v. W a r t e n b e r g  selbst beschrankt sich auf Metalle und identifiziert diese 
Weilchen im wesentlichen mit den mikroskopisch sichtbaren Xristalliten. Diese 
Beschri~nkung erscheiat mir vorerst vollkommen entbehrlich, um so mehr, als der 
~harakter der Nachwirkungserscheinungen bei nichtkristallinen Substanzen (z. B. 
Glas) wes~eatlich der gleiche zu sein scheint wie bei ~fetallem (Vgl. auch Masing,  
Verh. d. D. Phys. Ges. ~1, 686, 1919). 

~) De~ Elastizitatsmodul der verschiedenen Teilchen soll n i c h t  verschieden 
sein; wit sehen also den KSrper in elastischer Beziehung als homogen an. Natiirlich 
ist die MSglichkeit auch einer elastischen Inhomogenit~t ohne weiteres zuzugeben; 
wit wollen sie jedoch - -  ~ls fiir die N~chwirkuagserscheinungea unwesentlich - -  
~ier auller Betracht tassen. 

Zeitschri[t fiir Physik. Bd. XXXlll, 13 
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der Belastungsknrve ist dadurch bewirkt, dal] bei v~lliger Entspannung 
der plastisehen Teilchen die Bewegung znm Stillstand kommt. Wenn 
man den Bereich der Nachwirkung nicht fiberschreiten und eine plastische 
Deformation des materials vermeiden will, so daft man den Belastnngs- 
versueh nnr so welt ausdehnen, dal] iedes merklich geflossene Teilehen 
noch umgeben ist yon solchen, welche w~hrend der Versuchsdaner sich 
noch nicht merklich entspannt haben. Wenn man ~etzt e n t l a s t e t ,  so 
wird auf iedes geflossene Teilchen durch die sich elastisch kontrahierende 
Umgebung elne der urspriinglichen Spannung entgegengesetzte ausgeiibt, 
unter deren Wirkung seine erste plastische Deformation a]lmghlich wieder 
riickgiingig gemacht wird, so dal] der Ausgangszustaad praktiseh voll- 
kommen wieder hergestellt ist. Wurde iedoch die Belastung so lunge 
fortgesetzt, dal] grSflere nebeneinanderliegende Gruppen yon Teilchen ge- 
flossen sind, so werden diese nach der Entlastung yon der Umgebung 
nicht mehr vollkommen znriickgeschoben werden k(innen, da sie ihrerseits 
auf die Umgebung deformierend einwirken werden. Die Folge dieser 
Riickwirkung der deformierten Gruppen auf ihre Umgebung ist  eine 
bleibende plastisehe Deformation. - -  Ob man sieh im Gebiet der reinen 
Naehwirklmg oder der plastisehen Deformation befindet, l~l~t sich wahrend 
der Belastungskurve iiberhaupt nicht entseheiden, insbesondere gilt das 
In t-Gesetz welt ins plastisehe Gebiet hinein. Erst bei der Entlastnng 
stellt sieh heraus, ob das Gebiet der reinen Nachwirkung iibersehritten 
wllrde. 

Das Befrledigende an der v. War t enbe rgschen  Theorle liegt darin, 
dal] die Nachwlrkung dutch die ein~ache und wohlbegriinde~e Hypothese 

der  plastischen Inhomogenit~t vollkommen zuriickgefiihrt werden kanu 
auf die allgemeine Erscheinung der ,Plastizitgt" oder ,,inneren Reibung". 
Jede weitere Ansgestaltung dieses Brides ist daher gleiehbedeutend m it 
einer Annahme fiber das Wesen der Plastizitat, welche ~ene Entspannung 
der einzelnen Teilehen bewlrkt. ]~an weiI~, dal~ in kristallinen Sub- 
stanzen diese Plastizitat in g e o m e t r i s e h e r  Hinsicht hauiig beschrieben 
werden kann als eine durch Sehubspannungen ausgel(iste Betatigung ge- 
wisser kristallographisch ausgezeichneter Gleitebenen. In m e eh ani  s che r 
Beziehung ist damit fiir eine quantitative Behandhng der Nachwirkung 
wenig erreicht, solange man nicht weil~, in welcher Weise iene Gleit- 
ebenenversehiebung yon der deformierenden Kraft abh~ngt, v. W a r r e n -  
b e r g  neigt zu der Annahme, da~ - -  wie bei der Fliissigkeitsreibung - -  
die Gleitebenen mit einer der Kraft proportionalen Geschwindigkeit an- 
einander vorbeigleiten. Diese Annahme ist nun sieher nicht zutreffend. 
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Nnr die ohne G]eitebenen erfolgende Reibung der a m o r p h e n  Sub- 
stanzen bewirkt eine der Kraft  proportionale FliM]geschwindigkeit. Die 
Annahme einer so]chen Reibung ffihrt, wie im folgenden gezeigt werden 
soll, genau auf die lineare B o l t z m a n n s e h e  Formel (1) ffir die Nach- 
wirkung, wShrend jede andere Annahme fiber die Plastizit~t eine ab- 
weichende lind komplizierte Gestalt der Nachwirkung znr Folge hat. 

III. Q u a n t i t a t i v e  D u r c h f f i h r u n g  der  v. W a r t e n b e r g s c h e n  Theo r i e .  

Wir betrachten speziell den Fall der Dehnung und denken uas den 
zu dehnenden K~rper unterteilt in _:Y Bereiche, yon denen jeder einze]ne 
als plastisch homogen angesehen werden kann, und welche vSllig regellos 
durcheinanderliegen. Der Einfachheit halber nehmen wit alle Bereiehe 
gleieh grol] an. 0bwohl diese Annahme in der Natur sieher nicht zu- 
trifft, bedeutet sie doch keine wesentliehe Beschrgnkung der Allgemein- 
heir. Nimmt man die Teilchen zungehst versehieden grol] an, so wird 
man nach gehSriger ~[ittelbildung doeh auf die gleiehea Resnltate gefithrt. 
Wirkt  auf den KSrper die Last P, so wiirde bei rein elastischem Ver- 
halten die Spannung 6 aller Teilchen den gleiehen Betrag 

6 0 ~ f . P  (11) 

besi~zen, wo f eine Konstante bedeutet. Wir fassen nun ein einzelnes 
Teilehen ins Auge, welches infolge vorhergegangener Fliel]vorg~nge nicht 
nnter der Normalspannnng 6 o steht, sondern unter einer davon ab- 
weiehenden Spannung 6. Die Differenz 6 o -  6 ist ein Mail fiir den Betrag, 
um welchen sieh das Teilchen am Tragen der Last zu wenig betefligt 
und welcher bei konstant gehaltener Gesamtlast 2 dureh die tibrigen 
Teilchen des Quersehnitts aufgenommen werden mull 1). Lnfolge dieses 
Spannungsdefekts des hervorgehobenen Teilehens wird somit der Draht 
gegeniiber der rein elastisehen Dehnung 

F 
Y ~ P  

um einen gewissen, mit 60 - -  6 proportionalen Betrag zn lang erscheinen. 
Die dutch den S p a n n n n g s d e f e k t  6 o -  6 des einen Teilchens bewlrkte 
Verlangerung sei nnn 

s = ~ z (So - -  6) ,  

1) Die hierdurch bewirkte VergrSflerung der Spannung tiber den durch (11) 
gegebenen Betrag kSnnen wir bei der Kleinheit tier Einzelteilchen im reinen 
Nachwirkungsgebiet vernaehl~ssigen. 

13" 
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wo ~ als Konstante angesehen werden kann (gegeben dutch Abmessungen 
und elastische Eigenschaften des K~irpers sowie die GrSl~e der einzelnen 
Teilchen). Die wirkliche momentane L~nge ergibt sich durch Summation 
der beiden letzten Formeln zu 

y ( 0 = N  ( 0 + z : ~ ( 6 o  6) , (12) 
1 

wo die Summe zu erstrecken ist fiber die Spannungsdefekte aller 2~ r 
Teilehen. 

Gleichung (12) ist der allgemeine Ausdruck ~eder Inhomogenit~ts- 
theorie der l~achwirkungserscheinungen. Zur Auswertung der S u m m e  
haben wlr also den Spannungsdefekt ~edes Teilchens zu ermitteln und 

f iber  alle Teilchen zu surom{eren. Um die Spannung 6 eines einzelnen 
Teilehens in Abhaligigkeit yon der Zelt bei beliebig vorgegebenem Be-  
las~ungsweehsel zu berechnen, nehmen wir zunachst m~t v. W a r t e n b e r g  
an, dad die plastische Entspannung besteht in einer der gerade vor- 
handenen Spannung proportionalen ~liel}geschwindigkeit. In der Zeit 
d t  vermindert sich inlolgedessen die Spannung 6 um elnen Betrag - -  d61, 
dessen Grtil~e gegeben ist durch 

d~  1 ~ - -  # ~ d t ,  (13) 

wo die Konstante # ein direktes ]iIal~ ~fir die Plastizit~t bedeutet [oder 
auch ein reziprokes ]~al~ fiir die ,,inhere Reibung ~ des ~[aterials] 1). Bei 
zeitlieh veranderlicher Belastung P( t )  trl t t  naeh (11) zu der plastischen 
~lnderung (7) noch eine elastische i~nderung yore Betrage 

d ~  ~ f d P  

hinzu, so dal~ die ganze Jknderung yon ~ in dt  wird: 

d 6  -~- - -  Q 6 d t - ~  f d P  
oder 

d 6  d P  
d t  - -  O a + f - - ~  . (14) 

tiler ist P a l s  Funktlon von t vorgegeben, a (t) zu ermitteln. Unter 
Benutzung der Identitat 

d d~ 

1) ~ ist eine dem betreffenden Toi]chen eigentfimliche Konstante und soll 
sich auch bei der Deformation nicht ~ndern. Eine .Veffestigung" soll also nicht 
erfolgen. In einer yon M a x w e l l  herrfihrenden Ausdrucksweise heiflt 1/~ die 
~Relaxationszeit ". 
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I~$t sich (14) schreiben 

(zeSt) ~ f . d  (t)e~t) _ f o p e e t  ' 
d t  UJ b 

oder 
t 

zeO, t ~ f . _Pe, ~ _ f ~ 9 2 (~)  e~ d@. 
- -  o o  

Fiir den zeiflichen Verlauf der Spannung a (t) eines durch die Reibungs- 
g'rSSe 0 charakterislerten Teilchens hubert wir somit: 

t 

6 (t) = ~ [~  ( t ) -  ~ 9 ~ (~) e-~ (t_~) d ~], 

oder under Einfiihrung der Vergangenhei~ co --~ t - -  ~ und Benutzung yon 

f . .P  (t) ----- z0 (0 
oo 

- -  z ( t )  - ~  f ~  9 - P ( t  - -  co )e - e~da~ .  (15) Zo(~) 
o 

Damit is~ der Beitrag eines durch die P l a s t i z i ~  0 charakterisierten 
Tei]chens zu der in (12) stehenden Summe vollstandig bes~immt. 

Um ietzt den ganzen KSrper in seinem p]astischen Verhalten zu 
charakterisleren, miissen wir angeben, wie vide der N Teilchen eine 
zwischen 0 und 0 + d 9 ]iegende Plastlzit~t besitzen. Die Anzahl dieser 
Teilchen sei nun dutch s ) d 0 gegeben, wo die Verteflungsfunktion F (9  ) 
natiirlich der Bedingung 

f F ( 9 ) d  9 = N (18) 
0 

genfigen mnl~. 

Damit ist auch die in (12) auf~retende Summe bestlmrnt. Es wird 

ngmlich nach (15): 

~ ( a o - - a ) = f  /~ (t - -  co) d co F(q)ge-~ 
1 

0 0 

Setzen wir diesen Weft  in (6)ein, so erhalten wit genau die 
B o l t z m a n n s c h e  Nachwirkungsformel 

y (t) = ~ _p (t) + ~ p (t - -  co) ~ (co) d co , 

0 
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wenn wit fiir die Nachwirkungsfunktion ~ (co) schreiben: 

{Jep(eo) = ~tfSpF(p)e-e'~ dp, (17) 
o 

also auch 

/~0(t)---~ ~ ( e o ) d e o  = ~ f  ( 1 - - e - e t ) F ( p ) d p .  (17a) 
0 o 

Damit ist gezeigt, dal~ v. W a r t e n b e r g s  Theorie genau auf die all- 
gemeine Bol tzmannsche  Formel fiihrtl). Die Nachwirkungsfunktion 
~(co) ist durch (17) zuriickgefiihrt auf die fiir die plastische Struktur 
charakteristische Verteilungsfunktion F(~). Es liegt im Wesen der ganzen 
Be~rachtung, dal] (17) nur angewandt werden darf auf wirklich inhomogene 
KSrper, d.h.  auf solche Funktionea F(p), in welchen welt auseinander 
liegende Werte yon p auch wlrklich vertreten sin& 

Wahrend nach (17) qp (co) eindeutig durch F(~) gegeben ist, ist um- 
gekehrt/~(p) dutch die beobachtbare Funktion q0(eo) l~eineswegs ein- 
deutig bestimmt. Es ist iedoch leicht, eine einfache spezielle Form fiir 
/~(p) anzugeben , welche, in (17) eingesetzt, fur q0 in hinreichender Ent- 
fernung yore Nullpuakt den Verlauf l/co liefert. Das wlrd erreicht, wenn 

const 
F ha wesentlichen wie - -  verlauft. Da abet nur Teilchen mit relativ 

P 
grofen p-Werten bei der reinen Nachwirkung merklich flie~en, geniigt 

1 
es, anzunehmen, daft F fiir derartige Werte wie --  verlauf~. Dagegen 

e 
ist der Verlauf yon F i m  Bereich ]deiner Werte yon p ohne Einflu$ 
auf die Nachwirkung. Wit  k~nnen somit dem beobachteteh Verlaul 
yon ~ Rechnung tragen durch die Annahme, dal~ /~1 yon (lea N-Teilchen 

1 
in  ihrer Plastizitat nach einem Gesetz F 1 (p) ~-~ --  verteilt sind, w~hrend 

P 
die iibrigen/V--N1-Teilchen die Plastizitat l~ull haben. 

Um fiir ,F 1 (e) die Bedingung ~/~1 (e) d ~ = N1 zu erfiillen, be- 

grenzen wir F 1 durch einen sehr kleinen Wert r u n d  einen sehr groi3en 
Wert R yon p: indem wir setzen: 

F x ( p ) = 0  )iir p < r  und p > g }  

c fiir r ~ p > / ~ .  / (18) F1 (v) = 

1) Der Nachweis, daft die B o l t z m a n n s c h e  Formel eine notwendige l~olge 
tier Differentialgleichung (14) ist, warde bereits dutch W i e c h e r t  (1. c.) erbracht. 
Allerdings waren bei W i e c h e r t  die zugrunde liegenden physikalischen V0r- 
stellungen von den bier benutzten wesen~lich verschieden. 
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Die Konstante c mu~ der Bedingung 
R 

f ~ d #  - -  c.ln--r = N1 (19) 

gentigen. Ftir die mlttlere Plas~izlt~t ~ des ganzen K(~rpers gilt alsdatm 

N - -  N in B/r  
und dami~ auch 

c--- - -N.  
17Zg - -  r 

Fiir 99 (co) ergib~ sich ietzt 
R 

X f c  
~q~(co) ~ X f c  | e - e ~ d ~  - [e -~ ,~  _ e-_~,o].  

J co 
r 

Enter der Bedingung, da~ r .  co s~e~s eine sehr kleine Zahl ist, dal~ 
also die festesten Teilchen wahrend der Beobachtungszeit nicht merklieh 
p/astisch deformiert wurden i), kann man somi~ setzen: 

1 - -  e - R "  ~- 
(co) = ; # = Z f c  = Z f N ~ .  (20) q~ 

co 

Im Falle der homogenen Zugbeanspruchung eines zylindrischen Ver- 
suchskSrpers wlrd iibrigens Z f N  = 1, wovon iedoch welterhin kein 
Gebrauch gemacht wird. Integration yon qo (co)liefert nun auch einen 
modellm~tNg begriindeten Verlauf d er Belastungsfunktion ~ (t): 

t R t  

I = d x .  
x 

6 o 

Mit endlieher unterer Grenze ~ ist das Integral zun~ehst~): 

In/~ t - -  i n  e - -  Ei  ( - -  17 t) q- E i  ( - -  e), 
[ E i ( - - e ) - - l n e ] , = o  ist aber ~-- C ~ 0,5772, so dal] wir erhalten 

~p ---- 0,5772 q- In (Rt )  - -  E i  ( - -  t i t) .  (21) 

1) Diese Bedingung ist  innerhalb der reinen Nachwirkungserscheinungen 
natiirlieh stets erffillt. Fiir diese ist v o n d e r  Funktion ~ ( o )  in (18) nur der 
Bereieh o ~ r wesentlich. - -x 

2) N~here Angaben fiber die bier eingefiihrte Funktion E i ( x ) =  [ e - u  d u  
J 

oo 

stehen z. B. bei J a h n k e  und E r o d e ,  Funktionstafeln,  S. 19 f. Ffir kleine reelle 
X 2 

und positive x i s t  E i ( - - x )  z 0 , 5 7 7 2 . . .  @ l n x - - x @ ~ - . . . ,  w~thrend es far 

x ~ 1 schnell gegen Null geht. 
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/~t ist das Verh'~ltnis der Beobachtungszeit  t zur Relaxationszeit  1 / R  

der am leichtesten deformierbaren'  Teilchen. Aus (21) folgt, da~ der 
logarlthmische u der Belastungskurve beginnt, wenn R t etwa ~ 3 
oder 4 ist, d .h .  wenn die am leichtesten flie130nden Teilchen praktisch 
vollkommen entspannt sin& Fiir den B e g i n n  des  V o r g a n g s  ( R t  ~ 1) 

dagegen is~ 
~ ( t )  ~ l~t, (22a)  

also mit  (20) ~ .  ~ (t) ~ Z f N ~ t .  (23) 

Der ganze u der t~ir die Belastungskurve 

y (t) ~ -  -~-/~ [1 + ~ {0,5772 + In ( R t ) -  E i , ( - - R t ) ]  

charakteristischen Funktion ~p in Abhangigkeit  yon /7  t nach Gleichung (21) 
�9 ist in der Fig. 1 wiedergegeben. Die gesamte Kurve  last  sich in drei 

. / /  <.-o,,,< 
I I - - > z t = ~  

o l~ I I l I l ~ I I I t 
o o,5 r ~,5 2,0 2,5 ~o 3,5 q,o q,5 ~o 5,5 6,o 

Fig. 1. 
Verlauf der durch Gleichang (21) gegebenen Bclas~ungskurve ~ (x) ~ ~v (R t). 

~bergang yon ~v ~ x fiir x ~ 1 in ~v ~ C-~-lnx ffir x ~ 1. 

Bereiche zerlegen, n~mlich in einen geradlinig ansteigenden Teil mit  der 
dutch Gleichung (23) gegebenen relativ betrachtlichen Fliel]geschwindig- 
keit, die im wesen~liehen best immt ist durch den Mittelwert  der Plasti-  
zit~t-~. Dieser Bereich geht etwa bis /~t ~ 0,2. Hieran schliel~t sich 
ein Kurvenstiick an, welches zur ln t -Kurve hiniiberffihrt und etwa yon 
/~t ~ 0,2 b i s / ~ t  ~ 4 reicht. In  diesem Zeitintervall werden die am 
leichtesten deformierbaren Teilchen praktisch vollkommen entspannt. 
Y o n / ~ t  ~ 4 an befindet man sich vollkommen im lnt-Gebiet l ) .  ]~Ian 

1) Wenn man die Beobaehtungszeit beim Belastungsversuch sehr lange aus- 
dehnt~ also das Nachwirkungsgcbiet wei~ iiberschreitet, so wiirdc die lnf -Kurve  
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ha t  bisher keinen Anha l t  zur Bestimmung der Gri~i]e ~ und damit  auch 

keine ~ISglichkeit, zu entscheiden, ob beim Belastungsversuch der in der 

F igu r  dargestel l te  Tel l  der Belastungskurve etwa in 1/10 oder 1/100 o Sekunde 

durchlaufen wird. I s t  z. B. ~ -~- 1000 sec - 1  und beginnt die Beobachtung 

der Be]astungskurve b e i t  = 071 see7 so is t  der W e r t  yon J~i viil l ig 

zu vernachl~ssigen, und man erhi~lt: 

F 
y = ~ / ~ [ 1  -4- fl (0,5772 + l n R )  -]- fllnt]. 

MiSt man nun zur Bestimmung des Elas t iz l ta tsmoduls  die Verlangerung y 

etwa nach t Sekunden, so erhal t  man einen scheinbaren Elas t iz i ta tsmodul  E *  

yore Betrage 
E 

/~* -~- �9 ( 2 4 )  
1 -~ fl (0,577 + ln/~) + flint 

Bei der mutmai~lichen Gr(il3e yon R macht es nicht viel aus 7 ob man 

die Bestjmmung yon J~* etwa nach 1 sec oder nach 10 sec vornimmt, 

da in iedem Fa] le  der erste sctmell ver]aufende und relat iv  betracht-  

liche Tell  der Nachwirkung sich der Beobachtung entzogen hat. 

Da fl aus dem Verlauf der in t -Kurve zu ermit teln istl bietet  

Gleichung (24) eine MSglichkeit  zur Messung yon /~ ,  indem man den 

Elas t iz i ta tsmodul  E *  des nachwirkenden K~irpers vergleicht  mi t  dem 

Modul E eines aus dem gleichen Mater ial  bestehenden plast isch homogenen 

KSrpers  (Einkr is ta l l  oder vollkommen rekr is ta l l is ier tes  ~[aterial). Die 

:E* 
in (24 )en tha l t ene  allgemeine Aussage, d a l ~ - ~ - ~  1 ist, wird yon den 

verschledensten Beobachtern bes ta t ig t  1). Die innige Verkniipfung dieser 

Tatsache mit  der Nachwirkung is t  ~edoch bisher scheinbar nlcht  bemerkt  

worden. 

schliei~lich in eine sehwaeh geneigte Gerade iibergehen; d. h. man wiirde ein z~hes 
Flieflen beobachten, dessen konstan~e Geschwindigkeit sich dadurch besCimm~, dal] 
in jedem Teilchen sieh eine zeitlich konstante und zu 1/~o proportionale Spannung a 
eingestellt hat. Die alsdann resultierende ,z~he" Fliellgesehwindigkeit unter- 
scheidet sich yon dem durch (23) gegebenen Anfangsteil der Flie~kurve nur da- 

Y durch, da6 der Mittelwert ~ zu ersetzen ist dutch das Reziproke des ~ittelwerts --. 

1) Z. B. S ieg ,  Phys. Rev. 85, 347, 1912, and (2)9, 337~ 1917; Baurne i s t e r  7 
Ann. d. Phys. 18, 578, 1883; D e o d h a r ,  ZS. f. Phys. 2l, 247, 1924; KSnig ,  
Diss. Berlin 1925 (noeh nieht erschienen). Widerspreehende Angaben finden sich 
jedoch z. B. bei Wer the im,  Pogg. Ann., Erg.-Band 2, 1--118, 1848 und 787 391, 
1849, sowie Mii l ler ,  Forsehungsarb. d. Ver. D. Ing., Heft 211, 1918, so daI~ yon 
einer sieheren experimentellen Bestfitigung der Behauptung E*~E < 1 noch nieht 
die Rede sein kann. 
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Zur Bereehnung der A m p l i t u d e  u n d  D a m p f u n g  f r e i e r  S c h w i n -  
g u n g e n  eines Kiirpers mit  der durch (20) gegebenen Iqachwirkungs- 
~unktion ~ haben wit  nach Absehnit t  I I  die dort [Gleiehung (6)] angegebenen 
Integrale g und ~ zu bereehnen: 

= ~ eos~eo d ~ ;  ~ : ~ s i n ~  deo. 
co co 

o o 

Benutzt man dazu die Identi taten:  

R �9 ~l ,  ~ 

1--e " I - -  e - ~  d z ,  (a) 
x 

o 

d 
d x  e - z ~  (cos x ~- z sin x) : - -  e - ~  (1 ~- z:) sin x, (b) 

d 
d x  e - z ~  (sin x ~ z cos x) = e - ~  (1 ~- z ~) cos x, (c) 

so ~olgt zun~chst aus (a) nach der Substitution v eo - ~  x: 

0 0 0 0 

Aus (b) und (c) ergib~ sich anderersei~s: 

j " z a n d  s i n x . e _ ~ z d  x 1 c ~  - -  l + z  ~ ~ l + z  ~' 

o o 

so daft wlr erhalten 

~--- lu 1 ~ - ~  ; ~ = ~ - - a r c t g ~ -  �9 (25) 

Aus den friiher [Gleiehung (8) und (10)] gegebenen Zusammenh~ngen 
folgt somit fiir Sehwingungen yon der Kreisfrequenz v 

~ (  2 u )  (26) Logarithmlsches Dekrement  . z/ ~ /~ ~- 1 aretg ~ , 

E 
,,Scheinbarer Elastizitatsmodul" E** ----- / ~  �9 (27) 

I s t  speziell, wie es bei mechanischen Schwingungsversuchen bisheI 
stets der Fall  war; die Schwingungsdauer 2 ~/v sehr grol~ gegen die 
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,,kleinste" Relaxationszeit 1/R, so lauten diese Beziehungen mit aus- 
reichender N~herung" 

~ E** - -  E (28) 
"~ - - - -~ - '  - -  2 2 "  

i + j S l n  -- 
v 

Der friiher (24) angegebene statische Elastizit~tsmodul E*  ist mit dem 
dutch (28)bestimmten ,,dynamisehen" ~'[odul E** dann in v~lliger L~ber- 
einsfimmung, wenn man ihn zu einer Zeit t~ nach dam Anbringen der 

2~r 
Last ermittelt, die mit der Schwingungsdauer z ~ - -  verknO.pft ist 

v 
dutch die BeziehunF~ 

0 , 5 7 7 + l n t a  = l u ~  oder td = 0,09.~. 

Die Bestitigung der Dimpfungsformel (28) dutch B o l t z m a n n ,  
J o r d a n  und B e n n e w i t z  wurde oben bereits erwihnt. Von besonderem 
Interesse ist die von den allgemeinen Formein ( 2 6 ) u n d  (27) voraus- 
gesagte Frequenzabh~ngigkei~ yon z/ und E**, die sieh bei hinreichend 
schnellen Sehwingungen (vielleieht im akustisehen Gebiet) bemerkbar 
maehen mull, wenn nimlieh v and R yon gleicher GrSlJenordnung werden. 
Bemerkenswert ist an Formel (27) noch~ dab der seheinbare Elasfizit~ts- 
modul nieh~ yon der Amplitude der Sehwingung abh~ngt fin Geg'ensatz 
zu der im n~chsten Absehnitt zu entwiekelnden Auffassung. 

IV. V e r s u c h  e ine r  B e r f i c k s i c h t i g u n g  der  w i r k l i e h e n  
p l a s t i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  yon  lge ta l l en .  

Bei Anwendung auf Metalle lassen sieh gegen die bisherigen An- 
sitze zwei Einwinde erheben~ die zu einer Revision der B o l t z m a n n -  
sehen Theorie n~tigen, n~mlich ein experimenteller and ein theoretischer. 

E x p e r i m e n t e l l  finder man n~mlich, da~ sowohl die Dimpfung 
wie auch die Dauer der Tors~onsschwingungen yon der Amplitude ab- 
hingt  i), wihrend bereits nach den allg'emeinen Formeln (6) and (7) die 
Amplitude einer periodischen Kraft  weder auf die Phasenverz~gerung' 
noch auf die Vergr~Berung des scheinbaren Elastizit~tsmoduls yon Ein- 
fluB ist. AuBerdem entspricht nach u yon J o r d a n  ~) alas wirk- 
fiche Verhalten yon Metallst~ben beim l'Jberlagerungsversueh nieht der 
einfachen Forinel (5). I)iese irrlmerhin spirllchen direkten experimen- 

i) u insbesondere die sorgfiltigen Versuche yon S i e g ,  1. c. 
~) J o r d a n ,  Verb. d. D. Phys. Ges. 17, ~23, 1915. 
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tellen Widerspriiehe gegen die B o l t z m a n n s c h e  Theorie erfahren eine 
wirksame Unterstiitzung yon seiten der T h e o r i e .  Wenn man namlieh an 
dem Gedanken der plastisehen Inhomogenitat und dem daraus abgeleiteten 
allgemelnen Ausdruek (12) grundsatzlich festhalt, so griindet sieh naeh 
der obigen Ableitung die B o l tz  m annsehe Gleichung (1) wesentlieh auf 
die in (13) enthaltene Annahme einer der Kraft  proportionalen Fliel~- 
gesehwindigkelt, welche dureh keine Erfahrungstatsache gestiitzt wird 1). 
Die bisherlgen Erfahrungen an kristallinischem Material deuten viel- 
mehr stets darauf bin, da~ die Fliel~gesehwindigkeit viel schneller als 
linear mit der Kraft  anwiichst. A1]ein die Tatsache, dal3 man in der 
Technik mit gutem Erfolg den Begri~f der ElaStizitatsgrenze einftihren 
konnte, kann als Beweis fiir eine sehr viel starker ausgepragte Abhangig- 
keit der Fliel~gesehwlndigkeit yon der Kraft angesehen werden. Schi in-  
b o rn ~) und G eis s 8) befiirworten spezien eine exponentielle Abhangig'- 
keit, iedoch wird die Deutung der SehSnbornschen  u durch die 
mit ihrer Anordnung verbundene schnelle KraRgnderung wiihrend des 
Versuehes erschwert. Bei Ge i s s  fehlen dagegen experimentelle Einzel- 
angaben iiberhaupt, so da~ man exakte Anssagen wohl erst nach weiteren 
Yersuchen machen kann. Der yon P r a n d t l ,  N g d a i  4) u. a. heraus- 
gearbeitete Begriff des ,,vollkommen plastischen" Kiirpers (charakterisiert 
dureh eine im iliel~enden Material iiberall konstante Schubspannung) fiihrt 
in unserem Zusammenhang, w o e s  auf die F l i e B g e s e h w i n d i g k e i t  an- 
kommt, nicht wesentlieh welter. Die - - w e n n  auch noch recht diirf- 
tigen - -  Tatsaehen im Gebiet der Reibnng fester KSrper zwingen iedentalls 
dazu, den Ansatz (13) dureh einen anderen zu ersetzen. Man kiinnte 
zunaehst daran denken, auf  der rechten Seite an Stelle yon ~e ine  Funk- 
tion yon 6 elnzufiihren. Obwohl man auf diese Weise fraglos die ~[Sg- 
lichkelt hi~tte, den Erfahrungen in unffassenderer Weise gereeht zu 
werden, bleibt dabei  immer noeh der Einwand, ob das Fliel]en der 
plastisch homogenen Bezirke denn iiberhaupt ein kontinuierlieher Prozeil 
ist. Tatsachlich deuten die bei Metallen beobachteten is01ierten Gleit- 

1) In einem theoretisehen Ansatz yon W. Voigt (Ann. d. Phys. 47, 671, 
1892) wird die innere Reibung fester KSrper .zwar als eine der Gcsehwindigkeit 
proportionale Kraft einffefiihrt; abet auch hier werden iiberzeugende Griinde fiir 
diese Annahme nicht vorgebraeht. Eine derartige Reibungskraft diirfte existieren 
bei amorphen KSrpern, bei welehen dann die Boltzmannsche Theorie exakt zu- 
treffen wiirde. 

~} SchSnborn, 1. c. 
3) Geiss, ZS. f. Phys. 29, 78, 1924. 
4) Z. B. l~/~dai, ebenda 30, 106, 1924. 
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flgchen 1) darauf hin, da$ beim Fliel3en des kristallinen ~a{erials immer 
einzelne Gleitflachen um endliche Betrgge gegeneinander verschoben 
werden; es is{ deshalb schon 5f~er vermute{ wordeni dal3 die scheinbar 
kontinuierliche plastische Deformation aus elnze]nen diskre{en Sprfingen 
bestehf~. 

Ohne zu spezielle Annahmen einzuffihren, wollen wit uns zunaehS~ 
eine Anschanung davon bilden, wie derartige diskre~e SpOnge e~wa an 
einem gedehnten Einkrls~all aussehen k~nnten. In der Fig. 2 is~ mi~ 
den ausgezogenen Geraden der Spaunungszus~and in 
einem elas~iseh gedrehten Drah~ angedeutet. Die 
Geraden s~eHen die Spuren yon solehen ma~eriellen 
Ebenen dar, welche vor der Dehnung sich rechtwinklig 
durchsehnit~en. Wir fassen spezie11 die Ebene A B 

ins Auge und stellen uns vor, dal~ zuf~llig fiir einen 
kurzen Augenblick die Festigkeit sehr klein wird. 
Das wird zur Folge haben, da$ alas Material in 
unmittelbarer l~ahe seiner Schubspannung (d. h. dem 
Streben naeh Wiederherstellung der reehten Winkel) 
naehgeben kann. Dabei gehen die oben erw~hn~en 
Ebenen etwa in die Lage der punktierten Kurven fiber, 
wobei natfirlich die zu beiden Ufern der Ebene A B 

liegenden Teile aneinander vorbeigleiten. Die als 
Schwankungsphano.men ~) gedeutete Entfestlgung der 
Flaehe is~ nach sehr kurzer Zeit wieder beseitig~. 
Somi~ ist der eigentliehe Gleitungsprozel~ nach Her- 
stellung tier punktiert  angedeu~eten A:uordnung beendet. Ers~ ~etzt 
erfolgt, wenn etwa die .Spannung dutch ein angeh~ngtes Gewieh~ 
erzeugt war, ein Abslnken des Gewlehtes um einen gewissen Betrag, 

namlieh s o  welt, bis die vorfibergehend entspannten Tefle nun wleder 
nnter tier vollen Belas~ung, d .h .  unter der entspreehenden Sehub- 
spannung stehen. ~ Bei dieser Auffassung erschelnt die gedanklleh~ 
(und zum Tell wohl aueh reale) Unterteilung der Dehnung in  eine 
spon~ane Entspannung und die darauf tolgende makroskopische Ver- 
langerung als wesentl iches ~Ioment. Gehen wir namlieh zum plastiseh 

8 

Fig. 2. 

Schema eines Gleit- 
sprunges. 

Spontane Entfernung 
der Umgebung der 

Gleitebene A B .  

1) Vgl. etwa Tammann,  Lehrb. d./~fetallographie; ~ a s i n g  und Polanyi~ 
Erg. ex. Naturw. 2, 177, 1923; R. Gross ,  ZS. f. Metallkde. 16, 18, 1924. 

2) Ein instruktives, wenn auch stark idealisiertes M0dell einer durch Cher- 
mische Schwankungen beding~en Gleitung wurde bereits vor l~ngerer Zeit durch 
Prandt l  vorgeschlagen und yon v. K~rm~n (1. c. S. 767f.) beschrieben. 
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inhomogenen Material tiber, so wird dessert Inhomogenitat eben dadurch 
zum Ausdruck kommen, dal~ derartige spontane Entspannungen nicht 

tiber den ganzen Querschnitt bin erfolgen, sondern nnr auf jeweils eng 

begrenzte Teile sich beschrgnken. Die spontane Entspannnng mSge 
dabei in ganz ahnlicher Weise erfolgenl). Dagegen wird der Erfolg 

einer Entspannnng hinsichtlich der Verlangerung des Drahtes nut sehr 

gering sein, da die angehang4e Last ia dutch die tiberwiegende Zahl 
der nicht springenden Teilchen gehindert wird, nunmehr das entspannte 

Teilchen wieder nnter Spannung zu setzen. Letzteres blelbt vielmehr 

im wesentlichen spannnngslos, wahrend die Spannnng der Umgebnng um 
einen geringen Betrag sich vergrSl]ert. Dieser Betrag kommt seinerseits 

in einer makroskopischen Dehnnng des Drahtes zum Ansdruck. 

So unvollkommen nnd erganzungsbedtirftig diese Vorstellung auch 

noch sein mag, so kann mail doch versuchen, mi~ ihrer ~ilfe die Xach- 

wirkungsvorgange zu beschreiben. Dabei kommt uns der Umstand 
zugute, da~ ftir das beobachtbare Verhal~en eines nachwirkenden K(irpers 

nur gewisse Mittelwerte der homogenen Einzelteile wesentliche Bedeutung 
haben. Man darf daher hoffen, bereits bei relativ groben und primitiven 

Vorstellungen tiber die Elastizitat der homogenen Kristalle schon ein 

brauchbares Bild des inhomogenen Xiirpers zu erhalten, in ahnlicher 
Weise, wie die Gastheorie bereits mit den einfachen Begriffen ,,elastischer 
Zusammensto$" und ,,Atomdurchmesser" weite Erscheinungsgebiete quan- 

titativ klaren konnte. 

In enger Anlehnnng an die Entwickhngen des Abschnitts I I I  
machen wir uns yon einem nachwirkenden KSrper das folgende schema- 

tische Bild: Das his zur Zeit Nnll spannungsfreie ~[aterial werde pliitz- 
lich dutch die Kraft 2 gespannt, wodurch zunachst im ganzen K(irper 

die Spannung ~0 = f- /~ erzeugt wird. Wir fassen ein kleines homogen 
gedachtes Teilgebiet ins Ange, dessen ,,Plastizitgt" wit nun in folgender 
Weise dutch eine Xonstante ~: charakterisieren: Wenn das Element 

nnter der Spannung 6 steht, so besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit 

dw ---- S(~)  ~ d t  (29) 

1) Eine Komplikation besteht in diesem Falle darin, daIl wir nicht im ein- 
zelnen angeben kSnnen, wie die Bet~tigung einer Gleitebene sich vertr/igt mit 
der von tier nicht plastischen Umgebung vorgegebenen Umgrenzung. Dieser Urn- 
stand ist fiir eine exaktere Diskussion sicher yon Bedeutung und wird makro- 
skopisch in einer ErhShung der Festigkeit zum Ausdruck kommen. Er soll bier 
jedoch nicht weiter erSrtert wcrdcn. 
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dafiir, dal3 dieses Teflgebiet sich in der Zeit dt spontan entspannt, u ist 

eine fiir das betreffende Teilchen eharakteristische Konstante i). Von 

der noch unbekannten Funktlon S(6) setzen wit  voraus, da~ sie stets 
positiv ist, for a ~-- 0 versehwinde% mit waehsenden absohten Betragen 

yon 6 zunlmmt und nur yore absolu~en Be~rag der Spannung abh~ng~. 
Wit  beschranken uns wleder auf reine Nachwirkungsvorgange; das ist 
gleichbedeutend mit der Annahme, da~ 6 wahrend des Versuehes nut in 

isolierten Teilgebleten springen soll, so dal] iedes spontan en~spannte 
Teilchen umgeben bleibt yon solchen, welehe nahezu die ,,Sollspannung" 

6 o z f .  P besitzen. Wir  nehmen nun wieder an, die homogenen Teil- 

geblete seien alle yon gleieher GrSl~e und ihre Gesamtzahl sei iV. Ferner 
sei ls'(u)du die Zahl der Teilgebie~e mit u-Werten zwisehen ~ und ~ d- d~, 

~ o  

so da~ auch, wie in (16), S F ( u ) d ~  ~ N. Von diesen Annahmen diirfte 
o 

die physikalisch wesentlichste - -  and experimentell vielleicht zu wider- 
legende - -  die sein, da$ die Funktion S (6) yon x nicht mehr abhgngt, 

da$ also der Charakter der Kraft-Geschwindigkeitskurve far die ,,har- 
testen" nnd ,,weichsten" Teile der gleiche ist. Dagegen ist, wie bereits 

unter I I I  bemerkt, die Annahme gleich grol]er Elementargebiete un- 

wesentlich. Die allgemeine Aufgabe ist wieder die Bereehnung yon 
iv 

~ ( ~ o - - ~ )  in (12) etwa durch Ermitt lung einer Funktion Z(x,  t, 6), 
1 

die angibt, welcher Bruehteil der / F ( x ) d s  Teilchen yon der Sorte x bis 

x + dx  zur Zeit t die Spannung ~ hat. Wahrend wir die entsprechende 
Aufgabe oben fiir den Fall  des Reibungsansatzes (13) bei beliebigem 
Kraftwechsel l D (0 allgemein erledigen konnten, scheiterte bier die Reeh- 

hung bisher an rein mathematisehen Schwierigkeiten. Dagegen.lassen sich 

die oben unter A, B, C aufgefiihrten speziellen Versuche leieht behandeln. 

A. B e l a s t u n g s v e r s u e h .  (Konstante Last P von t ~ 0 ab.) Ira 

ersten Moment naeh Anbringen der Last stehen alle Teilehen miter der 

Spannung 6o ~_ f . p .  

Nach einiger Zeit haben die gesprungenen Teile die Spannung Null, 

wghrend die iibrigen noch sgmtlich die Spannung ~o haben. Dab~i wollen 
wir also wie in Absehnitt  I I I  im reinen Naehwirkungsgebiet die geringe 

1) Die Frage nach der Ursache der Unterschiede in den z-Werten wird im 
Texte absichtlich often ge]assen. Man kann dabei denken an eine verschiedene 
Orientierung der Gleitebene zur Kraftrichtung sowie an eine verschiedene ,Gtite" 
des Kristangitters, wobei dem Ietzteren Umstand die grSBere Bedeutung zukommen 
wird. (Vgl. auch Masing und Po lany i ,  1. c.) 
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Spannungserh~hung in der Umgebung eines gespl~ngenen Teilehens 
insofern vernaehlissigen, als wir die dadurch bewirkte VergrSl]erung der 
Sprungwahrscheinliehkeit ignorieren. Wir berechnen nun, wie vide der 
/F(a) da-Teilehen sich nach Ablauf der Zelt t eatspannt haben. Naeh (29) 
ist diese Anzahl gegeben dureh 

F ( ~ ) d ~  (1 - -  e-S(ao) ~t) = F(~)d~tZ(~t, t, 0). (30) 

Dies~ haben also zur Zei~ t die Spanmmg Null, wihrend die fibrigen 
F ( ~ ) d ~ . e  - s x t  noch Spannung 6 o haben. Zu der nach (12) zu bereeh- 
nenden Summe liefern also nut die durch (30) gegebenen Gebiete einen 
endlichea Beitrag, und zwar ieder einzelne den Weft 60, so dal~ wird: 

(60 - 6) = 6o F ( , )  d (1 e-- s (ao)Y.t). 
1 o 

Die Belas~ungskurve hat demnaeh die Gestalt 

y( t )  ~ ~ _P ~- ~.6 o F ( ~ ) d ~ ( 1  - - e - S ( ~  ~-t) . 

o 

Mit 6 o ~ f P  und der Abkfirzung 

fl ~ (t) : ~ f f ( 1  - -  e-,S'(~o) ~-t) F ( x )  d~  (31) 
o 

wird daraus 

y (t) = ~ 2 [1 ~- # V (t)]. 

Der Zusammel~hang (31) zwisehen der Belastungskurve $ (t) und 
der u F ( x ) d ~  ist genau der gleiehe, wie er fdiher 
(Gleiehung 17 a) fiir den Fall der Reibung gefunden wurde. Um also 
dem beobaehteten la t-Verlauf der Belastungskurve gerecht zu werden, 
kSnnen wir auch flit /F(~) einen Yerlauf der Art (18) versuchen, d. h. 

F I ( ~ ) ~ 0  fiir ~ k u n d ~ K ,  

F~(~)~----c ~r k ~ K .  

]~it diesem Verlau~ yon F(~) ergibt sich dureh die entspreehende 
Rechnung 

~/(t) ~--- 0 ,5772 . . . -~ - ln [S(6o)Kt  ] - -  E i  [ - -  S (6o)Kt] ,  ~ 
(32) 

~ -  ifc. t 
Gegenfiber dem Werte (17) der v. W a r t e n b e r g - B o l t z m a n n s e h e a  

Theorie besteht der eiazige Unterschied darin, dull die dort auftretende 
konstante ReibungsgrSl]e R ersetzt ist dureh die entsprechende Wahr- 
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scheinllchkeitsgrSl]e S (60). K, welche mit der Belastung anwachst und 
somlt bei zwei Yersuchen mit verschiedenen Werten von 2 verschiedene 
Werte besitzt. Im beobachtbaren Zeitgebiet wird .ietzt 

V(t) ~ 0 ,577. . .  ~ In [S(6o}-K ~ ~- lnt, (32a) 

so dal3 zwar die Neigung der ln t-Geraden yon S (60) nicht abhangt, also 
nach wie vor mit 2 proportional bleibt, dagegen wird der scheinbare 
Elastizit~tsmodul ietzt 

E 
E "  ----- , (33)  

i ~-/] (0,577 ~- in IS (60) K] ~- in t] 

also wegen des Auftretens yon 60 ~ f .  P im Nenner yon der Belasttmg 
abh~ngig. Das bedeutet eine Abweichung vom Hookeschen Gesetz. 
Bereits G e iss  hat versucht, solche Abweichungen durch elastische Nach- 
wirknng zu erklaren 1). Dabei ist ibm iedoch entgangen, da~ gerade die 
yon ihm zitierte v. W a r t e n b e r g s c h e  Arbeit k e i n e  solche Abweichung 
yore Hookeschen  Gesetz liefert, sondern erst der neue, oben eingefiihrte 
Ansatz. Ob allerdings, wie Ge i s s  mtichte, die ganz groben Abweichungen 
bei Gufieisen allein aus der Nachwirkung erkl~rt werden kSnnen, bedarf 
wohl noch des experimentellen Beweises, insbesondere durch direkten 
~achweis des Zusammenhanges mit ein[achen Nachwirkungseffekten. Zu 
beachten is~ iedenfaHs, da6 (33) eine M~glichkeit zur experimentellen 
Bestimmung der einstweilen ~tillig unbekalmten Funktlon S(6o) bietet. 

B. De r  e in f ache  E n t l a s t u n g s v e r s u c h .  

Konstante Belastung P yon t ~--- - - t  1 bis t ---- 0, 
Belastung 0 bis t ----- - - t ~  und -con t ~ 0 ab. 

~m Moment t = 0 ist nach dem Ietzten Abschnitt der Bruchtefl 

Z (z, t, O) ----- 1 - -  e-S(%)r-tt 

yon dem Teichen ~ entspannt. Unmittelbar nach der Enflastung stehen 
diese Elemente unter der Spannung - -6o ,  alle iibrigen unter der Span- 
nnng Nul l  Daher wird fiir t ~ 0 nach dem Elementargesetz (29) 

Z(x, t, - -  60) ~-- [1 - -  e-S(~o)zt l] ,  e -s(~ 

Also lautet die Entlastungskurve nach (12), da ~tir t ~ 0, P ~ 0, 

go ~ O: 
co 

y ( t )  = N ) . 6  F ( ~ ) d s [ e - S ( ~  ~ t -  e--S(~ 

o 

I) Physiea 8, 232, 1923. 
Zeitsehri[t [iir Physik .  Bd. XXXII I .  14  
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]Kit der in (31) definierten Funkt ion  f l ~  (t) und mit  6 ~ f P  wird 

daraus sogleich 
F 

y (t) = ~ t ,  ~ [~ (t~ + t) - -  ~ (t)]. (34) 

Die fiir beobachtbare Wer te  yon t ausreichende Form (32 a) fiir 

l iefert  dieselbe yon S (6) unabhangige Entl~stungskurve wie die alte 

Formel  (4). D u t c h  d e n  n e u e n  A n s a t z  w i r d  a l s o  n u r  d e r  W e r t  

d e s  , e f f e k t i v e n  E l a s t i z i t a t s m o d u l s "  E *  n a c h  G l e i c h n n g  (33) 

i m  S i n n e  e i n e r  A b w e i c h u n g  v o m  t t o o k e s c h e n  G e s C t z  g e a n d e r t ,  

w a h r e n d  d e r  z e i t l i c h e  u  s o w o h l  des  B e l a s t u n g s -  w i e  d e s  

E n t l a s t u n g s v e r s u c h e s  v S l l i g  u n v e r a n d e r t  b l e i b t .  

C. D e r  ~ Y b e r l a g e r u n g s v e r s u c h .  

P ~ ID 1 yon 0 bis t 1 sowie yon t s ab, 

P = ID 2 yon t 1 bis t~. 

W i t  bezeichnen: 61 ~ f21 ,  6~ ~ fP~. / 

Zu einer Zeit  t > t s haben wi t  die Teilchen der Sorte x, d x in 

acht verschiedene Gruppen zu unterteilen, je nach den Spriingen, weIche 

sic yon 0 bis t ausgefiihrt haben:  

G.~.=enm- 0 bis tl 

1 a 1 
2 a 1 

3 o 1 
4 o 1 

5 o 1 
6 o 1 

7 a 1 
8 o 1 

In  dieser 

+ 
§ 

§ 

§ 

S p a n n u n g  S p a n n u n g s ,  
Q b i s  g2 ~c 2 b i s  t z u r  Z e i t  t defekt 

G2--O 1 -~ 
os--o I -- 

a s ~- 
O 2 

G~--G 1 -- 
GS ' ~_ 

Gs--G I ~-- 

G 2 

o § 
GI--O 2 ~-- 

o I ~- 

0 -- 

Ol--O s -- 

GI--G ~ -- 
G 1 

o 
0 

o 
0 

0 
G1--G 2 

GI--O 2 

O 1 

o 1 

o 1 

q 1 
O 1 

G 1 
a .  2 

a s 
o 

schematischen Tabelle is t  unter  jedem der drei Zeit- 

abschnit te 0 bis tl, t I b i s  t~, t~ b i s  t zunachst angegeben, mit  welcher 

Spannung das be t rdfende  Teilchen in diesen Zeitabschnit t  e in t r l t t ;  da- 

neben ist  durch ein Plus-  oder ~inuszeichen angedeutet,  ob das Teilchen 

in diesem Abschni t t  einen Sprung erleidet  oder nicht. Danebea steht 

weiterhin die Spannnng des Teilchens im Augenbl ick  t. Am ScMul] 

der  Tabelle endlich stehen die , ,Spannungsdefekte", mit  denen die be- 

treifenden Teilchen sich an  de~ Summe in (12) beteiligen. Bezeictmen 

wir  zur Abkiirzung S(61) = S 1, S(6~) ~ S t, S (6  s - 6 1 ) =  S is,  so 

kSnnen wi t  die Wahrscheinl ichkei ten W1, W s usw. da~iir, dal3 ein Teilchea 
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der ersten, zweiten usw. Gruppe ungehtirt, aach (29) sofor~ hinschreiben. 
Es wird z. B. 

W 1 ~ (1 - -  esl~tl) [1 - -  e-Sl~.(t~-ti )] [1 e--S12z'(t--t2)],  

W ~ = O ,  
]~3 ~ e - -S lZ t l  [1 - -  e - S 2 z ( t 2 - t l ) ]  [1 - -  e - S i 2 z ( t - t 2 ) ]  usw.  

Man hat zur Berechaung yon (12) ietzt zu bilden: 

(~o-~) = ~ w~ + % +  w~ + w~ + W~) F(~)d~ 
1 0 

~o 

+ ~ (w~ + WO~'(~)d~. 
0 

Die elementare Rechnung ergibt nach Einfiihrung der durch (31) 
definierten Funkt ion ~ :  

N 
~ (So--a) = fl [-PI#,(S,t+(S2 - S1)(ts--tl)) 

1 

+ (p, - p~) { ,  (Sl~ (t - tl)) - ,  (s ,~  (t - t2)) 

+ , ( s ~ t ,  + s~ (t2 - tO + s , ,  (t - t~)) - ,  (sit1 + s ~  (t - tO)}].  

Bei Giiltigkeit des In t-Gesetzes (32 a) kann man nach Gleichung (12) 
den Verlauf des Uberlagerungsversuches explizite hinschreiben. Wir  be- 
schr~nken die Diskussion auf den Fall, dal] die Uberlagerung gerade 
in einer V e r d o p p e l u n g  der Last  bestanden hat, dal3 also a~ ~ 261 
war. Dann wird-n~mlieh $1~ ~ S v and es ste]lt slch heraus, dal] in 
dem zeitllchen Verlauf yon y (t) nur noeh die Kombina~ion 

s* = s ( ~ )  - -  s (~,) _ _ _ s  (2 ~,) 1 (35) 
S (~1) S (~1) 

auftritr Man erh~,lt mit  dieser Abkiirzung fiir die l_Tberlagerungskurve 
bei vortibergehender (yon t 1 bis t~ wahrender) Verdoppelung der Last  ~iir 
t ~ t 2  

y(t) = ~.P l + fl O,577 + lnSjK + lnt 

-t- in t - -  t~ + 2 In t " (36) 

Der gleiche Versuch wtirde nach der einfachen B o l t z m a n n s c h e n  
Theorle [Gleichung (5) and (21)] lauten: 

y ( t ) = ~ P  l +f l  0,577 + l n R  4-1n t+ln t__ t~ l j  

14" 
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Davon unterseheidet sich Gleichung (36) zunachst dureh das hier 

unwesentliche, zeitunabhangige Glied S 1 K  , welches die bereits erwahnte 
Abweichung yore H o o k e schen Gesetz andeutet. AuBerdem zeigt sich abet, 
dab zu der ein[aeh ~ortgesetzten Belastungskurve In t u n d  der iiberlagerten 

Entlastungskurve In t - -  t 1 noch ein ,,St(irungsglied" In t ~- (t~ - -  tl) S* 
t - -  t~ t 

hinzutritt. Urn qualitativ den Charakter dieser StSrung zu iibersehen, 

bezeiehnen wir mit v ~ t ~ -  t 1 die Dauer der Lastverdoppelung und 
mit & ----- t - - t~  die yon t 2 ab gez~Mte Zeit. Dann lautet der naeh (36) 
zu In t additiv hinzutretende Ansdruck: 

vS* 

Fiir sehr kleine @-Werte (so klein, wie s~e das ln t-Gesetz noeh 

zulgl~t) ist das erste Glied, d. h. die normale Entlastungskurve, tiber- 
wiegend. Es nlmmt rait waehsendem @ schnell ab, wahrend das StSrungs- 

glied sieh znngchst wenig andert und erst dann merklieh abzunehmen 
beginnt, wenn @ m i t t  2 vergleiehbar wird. Da S* sicher grol] gegen Eins 
ist, so wird das zweite ietzt das erste an GrSBe welt iibertreffen. 

Man kann dies Verhalten auch so beschreiben, dal~ man sag~: Die 
Entlastungskurve wird sich zunachst nieht au~ die u der 

In t-Geraden herabsenken, sondern seheinbar au[ eine andere, welche hSher 
liegt and gegen die In t-Aehse flaeher v e r l g u f t . -  Genau dieses Vet- 

halted hat nun J o r d a n  bei Eisen beobaehtet. Die Tatsache, dab gerade 
beim Eisen dies Yerhalten besonders ausgepragt war, ist aus tolgendem 

Grunde nieht ohne Interesse: Naeh (35) mil]t S* die relative VergrSl3e- 
rung yon S bei Yerdoppeinng der Spannung, ist also ein recht ansehau- 
liches MaB fiir die GrSl~c der Spannungsabhangigkeit tier noch nn- 
bekannten Funktion S (a). Naeh Gleichung (33) ist daher S* zugleich 

entscheidend Iiir die GriiBe der Abweiehung yore H o o k e schen Gesetz. 
[S* ~ 0 gibt in (36) die Bol tzmanhsche  Formel.] Nun sind gerade 
beim Eisen die Abweichungen yore H o o k e sehen Gesetz besonders ans- 
gepragt ~), so dab mSglieherweise eln direkter Zusammenhang hergestellt 

werden kann zwischen diesen Abweichungen nnd der yon J o r d a n  beob- 
achteten Anomalie. Natiirlich ware es verfriiht, aus dem vorliegenden 
Material bereits weitergehende Sehliisse zu ziehen; dazu miil~ten erst alle 

in Frage kommenden Gr(il]en unter Beriieksichtigung der angedeuteten 
Gesichtspunkte am gleichen ~Iaterialstiiek sorgtaltig gemessen werden. 

1) S. Berliner, Ann. d. Phys. 20, 527, 1906; Geiss, Physica 8, 232, 1923. 
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D. P e r i o d i s c h e  Beansp ruchung .  Eine exakte Behandlung des 
Verhaltens yon einem Material bei einer periodiseh wirkenden Kraf~ 
P ~-  A.  s invt  lieJ] sich mit dem allgemeinen Ansa~z (29) bisher nicht 
durchfiihren. Man iiberzeugt sich iedoch leicht, daft qnalitativ die Wir- 
kung dieses Ansatzes darin besteht, dab sow0hl das logsrithmisehe Dekre- 
merit wie auch die Schwingungsd~uer mit wachsender Amplitude zu- 
nehmea mull. ttinsichttich der Schwingungsdauer wurde dieses Ver- 
halten, wie bereits oben erwghnt, yon Sieg  tatsgchlich beobachte~. Aueh 
die Tatsache, dal] bei verschiedenem Bearbeitungszustand des gleichen 
Materials die Abh~ngigkeit der Schwingungsdauer yon der Amplitude usa 
so grSl~er ist, ie starker die Schwingungen gedgmpft sind, lgl]t sich aus 
der bier benutzten Vorstellung ohne Schwierigkeit herleiten. 

30. Marz 1925. 


