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Uber die Moglichkeit einer Welt
mit konstanter negativer Kriimmung des Raumes.
Von A. Friedmann in Petersburg.

(Fingegangen am 7, Januar 1924.)

§ 1. 1. In unserer Notiz ,Uber die Kriimmung des Raumes*1)
haben wir diejenigen Losungen der Einsteinschen Weltgleichungen
betrachtet, welche zu Welttypen fiihren, denen eine konstante positive
Kriimmung als gemeinsames Merkmal angehért; dabei haben wir alle
moglichen Fille erortert. Die Moglichkeit, aus den Weltgleichungen
eine Welt konstanter positiver rdumlicher Kriimmung abzuleiten, steht
aber mit der Frage nach der Endlichkeit des Raumes im Zusammen-
hange. Aus diesem Grunde diirfte es von Interesse sein zm unter-
suchen, ob man aus denselben Weltgleichungen eine Welt konstanter
negativer Kriimmung erbalten kann, von deren Endlichkeit (auch
unter einigen erginzenden Annahmen) wohl kaum die Rede sein kann.

In der vorlisgenden Notiz wird gezeigt, daB es wirklich moglich
ist, aus den Einsteinschen Weltgleichungen eine Welt mit konstanter
negativer Kriimmung des Raumes abzuleiten. Wie in der zitierten
Arbeit, so haben wir auch hier zwei Fille zu unterscheiden, niimlich
1. den Fall einer stationdiren Welt, deren Kriimmung zeitlich konstant
ist, und 2. den Fall einer nichtstationiren Welt, deren Kriimmung
zwar raumlich konstant ist, wohl aber im Laufe der Zeit variiert.
Zwischen den stationiren Welten konstanter negativer und denjenigen
konstanter positiver riumlicher Kriimmung besteht ein wesentlicher
Unterschied. Die Welten stationdrer negativer Kriimmung lassen
nimlich keine positive Dichte der Materie zu; dieselbe ist entweder
Null oder negativ. Die pbysikalisch moglichen stationiren Welten
(d. h. diejenigen mit nicht negativer Dichte der Materie) finden dem-
zufolge ihr Analogon in der de Sitterschen, nicht aber in der Ein-
steinschen Welt 2).

Zum Schiuf dieser Notiz werden wir die Frage beriihren, ob
man iiberhaupt anf Grund der Kriimmung des Raumes iiber dessen
Endlichkeit oder Unendlichkeit urteilen darf.

2. Wir wenden uns zu unseren allgemeinen Annahmen, die wir
in dieselben zwei Klassen wie in der zitierten Notiz gruppiert denken;

1) Z8. £. Phys. 10, 377, 1922, Heft 6.

2) Auf die Notwendigkeit einer besonderen Untersuchung tiber die Moglich-
keit einer Welt mit negativem XKriimmungsmaBe des Raumes hat mich mein
Freund Prof. Dr. Tamarkine aufmerksam gemacht.
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dabei behalten wir unsere frilheren DBezeichnungen. Die Annahmen
der ersten Klasse bestechen darin, dafl wir als Einsteinsche Welt-
gleichungen die Gleichungen (A), (B), (C) der erwihnten Arbeit zu-
grunde legen. Die Annahmen der zweiten Klasse werden jetzt von
den fritheren verschieden sein. Nehmen wir an, dal eine von den
Weltkoordinaten, ,, als Zeitkoordinate bezeichnet werden darf, so
konnen wir (fiir den betrachteten Fall der Welt mit negativer kon-
stanter Kriimmung des Raumes) die Annahmen der zweiten Klasse
dadurch zum Ausdruck bringen, daB wir fordern, es solle das Intervall
ds von der Form:

R2(dw? + day® 4 dag?)

ds2 —
rg?

+ M2das D)

sein, wo R eine Funktion der Zeit und M eine Funktion aller vier
Weltkoordinaten bedeutet. Die konstante negative Kriimmung des

Raumes unserer Welt ist dabei proportional —%1).

Beachten wir, daB fiir unsere Welt ds? eine indefinite Form ist,
so kounen wir, unter Anderung der Bezeichnungen, die Formel (D)
folgendermaflen umschreiben:
R (dz® + day? + dag?)
c2 R

dr? = + Midaz2 (D"

Selbstverstindlich bleibt die riumliche Kriimmung unserer Welt
negativ und proportional — %

Das Problem, das uns vorliegt, besteht in der Auffindung zweier
Funktionen B und M, welche den Einsteinschen Weltgleichungen,
d.h. den Gleichungen (A), (B) und (C) der erwiihnten Notiz ge-
niigen sollen.

Setzen wir in (A) i = 1,2,8, k = 4, so erhalten wir die folgen-
den drei Gleichungen:

R@) S =) 5y = Re) S =0,

Diese Gleichungen zeigen, daB die betrachteten Welten zu einem der
beiden Typen gehiren konnen:

1. Typus. Stationire Welten, B == 0, R ist zeitlich konstant.

2. Typus. Nichtstationire Welten, ' 5= 0, M hingt nur von der
Zeit ab.

1) Beziiglich des Linienelements ds? siehe z B. Bianchi, Lezioni di geo-
metria differenziale 1, 345.
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Wir betrachten zunichst den Fall der stationiiren Welt; der Fall
der nichtstationiren Welt bietet eine groBSe Ahnlichkeit mit dem der
nichtstationfiren Welt konstanter positiver raumlicher Kriimmung; aus
diesem Grunde werden wir diesen zweiten Fall nur ganz kurz be-
handeln.

§ 2. 1. Die Gleichungen (A) liefern fiir die Indizes 4,k =— 1,2,3:

s M
L =0
02,0, ?
oM L oM oM 1M
0%y 023 5 Oxy 0z, 0%y ' x5 Om;y
Die Integration dieser Gleichungen ergibt:
M P(xlw 7'4) "}’ Q(%’WL) + L 1,3 w4) (1)

T3

wo P, @ und L zundchst willkiirliche Funktionen ihrer Argu-
mente sind.
Zur Bestimmung von P, @ und L dienen uns die Gleichungen
(A), wo man i,k = 1,2,3 zu setzen hat.
Die Rechnung ergibt:
1 (82M 69M>__1~—1R2

K]

T 0,2 02 42
1 (a{ﬂg @M) 11— AR @)
M \ 9z 0xt) T w2

L /oM oM 2 1 oM 1—A1FRe
~u (oo )t o a
Subtrabiert man die erste Gleichung dieses Systems von der zweiten,
so kommt:
°o2pP 02 ¢
0m  omg?
Daraus folgt:
P = n(z)2:? + ay(z,) + by (2), |
Q= n(@) 2! + as(e)) + by (2)- |
Beachtet man (1) und (3), so 1aBt sich die letzte der Gleichungen
(2) in der Form:

3 — AR 1— 4 R2 2 L
T P+ Q= ‘+“—"' 20 4)

x3 a &3

3)

schreiben. Falls also P 4+ ¢ eine der GroBen z, oder z, wirklich
enthilt, d.h. falls einer der Koeffizienten n, a;, a, von Null ver-
schieden ist, mufl der Faktor von P 4 @ in der Gleichung (4) ver-
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schwinden; die rechte Seite dieser Gleichung hdngt nimlich weder
von z; noch von z; ab. Der Fall, daB alle drei GréBen n,a;,a, ver-
schwinden, mull gesondert betrachtet werden.
Im Falle, da die GroBen m,a,,a, nicht alle drei verschwinden,
mufl also zwischen % und der Krimmung des Raumes die Relation:
AR —= 3 (5)
bestehen.
Beachtet man GL (5), so reduzieren sich die Gleichungen (2)
auf eine einzige Gleichung, welche die Funktion L bestimmt, nimlich:

oL L
2~ - = 2n .
?35!73 X3 " (6)

2. Im folgenden miissen wir zwei Fille unterscheiden: 1. » 5= 0,
2. n = 0. Im ersten Falle zeigen uns die Formeln (D’), (1) und (3),
dafl die GréBe » ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gleich 1 an-

genommen werden darf; man kann nimlich durch eine passende Sub-

stitution %, — @ (z,) immer erreichen, daB n = 1 wird. Beachten
wir dies, so ergibt Gl (6):
L= Tl (1)
X3

Um ¢ zu bestimmen, setzen wir in den Gleichungen (A) i = k = 4;
eine einfache Rechnung zeigt, dal in unserem Falle ¢ gleich Null
wird. Der erste Fall wird also durch die verschwindende Dichte der
Materie und durch das Intervall:

ds? — f; (d$12 + dx22 + dw32)
3
+ <x12 12 4+ @ (@) 5 + ay(®) % + as5(0) + x32>2d z? (D))
1

3

charakterigiert.
Gehen wir zum zweiten Falle (» = 0) iiber, so finden wir fiir

L die Gleichung:
Ly(x,)

% ®)
Auch in diesem Falle ergibt die Rechnung fiir @ den Wert Null.
Somit charakterisiert sich der zweite Fall ebenfalls durch die ver-
gschwindende Dichte der Materie und durch das Intervall:

L =

dsd — g% (dzy2 4 dzg? + dag?) + [ﬂ@ﬁﬂ‘f‘%@)?’lﬂ@) sdx42‘ (D)
3 3

Wir betrachten endlich den Fall, daf alle drei Koeffizienten

7,0, @y verschwinden, so daf M von z, und @, nicht abhingt.
Zoitschrift for Physik. Bd. XXI. 93
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Bei der Integration der Gl (2) stofen wir wiederum aunf

zwei Fille: -
R 1)
3
2. AR =1, M = M(z,,

wo M, und M willkiirliche Funktionen ihrer Argumente sind.

Der ‘erste Fall erweist sich als ein Spezialfall des durch die
Formel (D)) bestimmten Intervalls; eine leichte Rechnung zeigt, da
die Dichte ¢ der Materie hier verschwindet.

~ Der zweite Falll) fiihrt, wie man sich leicht iiberzeugt, zn
einer von Null verschiedenen Dichte der Materie. Um zu entscheiden,
ob hier die Dichte positiv oder negativ ausfillt, miissen wir diejenige
Form des Intervalls heranziehen, welche einer indefiniten quadrati-
schen Form entspricht und durch die Formel (D") ausgedriickt wird.
Rechnet man mit den Gravitationspotentialen der Formel (D"), so
findet man, dal im betrachteten Falle M cine Funktion von z, allein
ist; folglich konnen wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, M = 1
setzen [dazu braucht man nur statt x, die Koordinate z, — @ (z,)
einzufiihren]. Berechnet man unter dieser Voraussetzung die Dichte g,
8o findet man: ’ '

i e 2
B2’ ¢ x R?’
' R? dz,? + dzy? + dag? \
Ao = — 5 =1 s x:,, R R P (D7)

Dieser Fall ergibt also fiir ¢ einen negativen Wert.
Zusammenfassend konnen wir sagen, daB die stationire Welt
mit konstanter negativer Kriimmung des Raumes nur bei
verschwindender oder negativer Dichte der Materie méglich
ist; das dieser Welt entsprechende Intervall wird durch die
oben angefiihrten Formeln (D;), (D) und (Df) ausgedriickt.
3. Wir wenden uns nun zum Fall der nichtstationiren Welt. Wir
bemerken zunichst, dall hier M eine Funktion von z, allein ist; die
von uns mehrmals gebrauchten Erwigungen zeigen, daB man M der
Einheit gleich annehmen darf. Unter den genannten Voraussetzungen
finden wir ohne Miihe, dal die Gleichungen (A) fiir ¢ = 1,2,3;
k= 4; und fir 4,k = 1,2,3 von selbst erfiillt sind. Setzen wir
hierin ¢ =k = 1,2,3, so erhalten wir die zur Bestimmung der
Funktion R(z,) dienende Differentialgleichung zweiter Ordnung,
namlich: R 9RR' 1
=1t y i A=0. 9)

1) Auf die Moglichkeit dieses Talles hat mich Dr. W.Fock aufmerksam
gemacht,
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Diese Gleichung ist vollig analog unserer fritheren Gleichung
[GL (4) der zitierten Notiz]; die letztere geht genau in Gl (9) iiber,
wenn man dort ¢ = 1 setzt. Wir kénnen also die ganze Diskussion
der Gl (4), L ¢, auf die soeben hingeschriebene Gleichung iibertragen.
Demgemal wollen wir darauf nicht eingehen, sondern berechnen nur
die Dichte der Materie ¢ fiir die nichtstationire Welt.

Schreiben wir fiir den Fall der nichtstationiren Welt das Intervall

in der Form (D"), so erhalten wir fiir R die Differentialgleichung:
R® 2RR' @&
BT m —m =0

Die Integration dieser Gleichung liefert uns die Beziehung: '

i
A+ R+ 55 B

Rz
@ T R ’
wo A eine willkiirliche Konstante ist. Berechnet man die Dichte g,
so ergibt sich: 34
¢ = g8’ (10)

Die Formel (10) zeigt, dal fiir ein positives A die Dichte der Materie
ebenfalls positiv ist.

Daraus folgt die Moglichkeit der nichtstationiren Welten
mit konstanter negativer Kriimmung des Raumes und mit
positiver Dichte der Materie.

§ 3. 1. Wir wenden uns zur Diskussion der physikalischen Be-
deutung des in den vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Resultats.
Wir haben uns iiberzeugt, dal die Einsteinschen Weltgleichungen
Losungen besitzen, die einer Welt mit konstanter negativer Kriimmung
des Raumes entsprechen. Diese Tatsache weist darauf hin, dafll die
‘Weltgleichungen allein genommen noch nicht hinreichen, am die
Frage nach der Endlichkeit unserer Welt zu entscheiden. Die Kenntnis
der Kriimmung des Raumes gibt uns noch keinen unmittelbaren
Hinweis auf dessen Endlichkeit oder Unendlichkeit. Um zu einem
bestimmten SchluB iber die Endlichkeit des Raumes zu gelangen,
bedarf man einiger erginzender Verabredungen. In der Tat be-
zeichnen wir einen Raum als endlich, wenn der Abstand zweier be-
liebiger nicht zusammenfallender Punkte dieses Raumes eine gewisse
konstante Zahl nicht iiberschreitet, was fiir Punktepaare wir auch
nehmen mégen. Folglich miissen wir, bevor wir das Problem der
Endlichkeit des Raumes angreifen, uns noch verabreden, welehe Punkte
dieses Raumes wir als verschieden ansehen. Fassen wir z. B. eine
Kugel als eine Fliche des dreidimensionalen euklidischen Raumecs
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auf, so zihlen wir die Punkte, die auf demselben Breitenkreise liegen
und deren Li#ngen gerade um 3600 verschieden ist, als zusammen-
fallend; hitten wir dagegen diese Punkte als verschieden betrachtet,
so wiirden wir eine mehrblitterige sphirische Fliche im euklidischen
Raume erhalten. Der Abstand beliebiger zweier Punkte auf einer
Kugel iibertrifft nicht eine endliche Zabl; wenn wir jedoch diese
Kugel als eine unendlich-vielblitterige Fliche auffassen, konnen wir
(indem wir auf gehorige Weise die Punkte verschiedemen Blittern
zuordnen) diesen Abstand beliebig grof machen. Daraus erhellt, dal
man, ehe man in die Betrachtungen iiber die Endlichkeit des Raumes
eingeht, prézisieren muB, welche Punkte als zusammenfallend unnd
welche als verschieden angesehen werden.

2. Als Kriterium fiir die Verschiedenheit der Punkte konnte
unter anderem das Prinzip der ,Phantomenangst“ dienen. Wir
meinen darunter das Axiom, man konne zwischen je zwei verschiedenen
Punkten nur eine gerade (geoditische) Linie fiihren. Nimmt man
dies Prinzip an, so darf man zwei Punkte, welche durch mehr als
eine gerade Linie verbunden werden konnen, nicht fiir verschieden
halten. Diesem Prinzip zufolge sind z. B. die zwei Endpunkte des-
selben Durchmessers einer Sphire nicht voneinander verschieden.
Selbstverstindlich schlieft dieses Prinzip die Méglichkeit der Phan-
tome aus, denn das Phantom erscheint im selben Punkte wie das
ibn erzeugende Bild selbst.

Die soeben besprochene Formulierung des Begriffs von den zu.
sammenfallenden und nicht zusammenfallenden Punkten kann wohl
zur Vorstellung fithren, daf die R#ume mit positiver konstanter
Kriimmong endlich sind. Jedoch ermoglicht uns das erwihnte
Kriterium nicht, auf die Endlichkeit der Riume negativer konstanter
Kriimmung zu schlieBen. Dies ist der Grund dafiir, dafl, unserer
Meinung nach, Einsteins Weltgleichungen ohne ergiinzende An-
nahmen noch nicht hinreichen, am einen Schluf iiber die Endlichkeit
unserer Welt zu ziehen.

St. Petersburg, November 1923.

Berichtigung

zu der Arbeit: G.P. Woronkoff und G.J. Pokrowski, Uber die selektive
Reflexion des Lichtes an diffus reflektierenden Kérpern?).

8. 364, Fig. 10, Neben die Kurve II ist zu setzen &; die punktierte Gerade bezieht
sich auf Alexandritpapier.

8. 869, Fig. 11. Die Kurven beziehen sich auf Rhodamin B (auf Alexandritpapier),
links fiir 4 — 550 my, rechts fiir A = 650 mu.

1) 28, £. Phys. 20, 358—370, 1923,



