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U b e r  d i e  M 6 g l i c h k e i t  e i n e r  W e l t  

m i t  k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  K r i i m m u n g  d e s  R a u m e s .  

Von A. Friedmann in Petersburg. 

(Eingegangen am 7. Januar 1924.) 

w 1. 1. In unserer Notiz ,•ber die Kriimmung des Raumes" 1) 
haben wir diejenigen L6sungen der E ins t e inschen  Weltgleichungen 
betrachtet~ welche zu Welttypen fiihren, denen eine konstante positive 
Ka'iimmung als gemeinsames Merkmal angehSrt; dabel haben wir alle 
mOgliehen F~Ue erOrtert. Die MOglichkeit, aus den Weltgleichungen 
eine Welt konstanter positiver r~umlieher Kriimmung abzuleiten, steht 
aber mit der Frage nach der Endlichkeit des Raumes im Zusammen- 
hange. Aus diesem Grunde diiftte es yon Interesse sein zu unter- 
suchen, ob man aus denselben Weltgleiehungen eine Welt  konstanter 
negativer Kriimmung erhalten kann, yon deren Endliehkeit (auch 
unter einigen erg~nzenden Annahmen) wohl kaum die Rede sein kann. 

In der vorliegenden Notiz wird gezeigt, dab es wirklieh mSglich 
ist, aus den Eins~einschen Weltgleichungen eine Welt  mit konstanter 
negativer Kriimmung des Raumes abzuleiten. Wie in der zitierten 
Arbeit, so haben wir auch hier zwei F~lle zu unterscheiden~ n~m|ich 
1. den Fall einer statiou~ren Welt, deren Kriimmung zeitlich konstaut 
ist, und 2. den Fall einer nichtstation~ren Welt,  deren Kriimmung 
zwar ritumlieh konstant ist, wohl aber im Laufe der Zeit variiert. 
Zwisehen den station~ren Welten konstanter negativer und denjenigen 
konstanter positiver riiumlieher Kriimmung besteht ein wesentlieher 
Unterschied. Die Welten station~rer negativer Kriimmung lasseu 
niimlich keine positive Diehte der Materie zu; dieselbe ist eutweder 
Null oder negativ. Die physikaliseh m6gllehen station~iren Welteu 
(d. h. diejonigen rait nieht negativer Diehte der Materie) finden dem- 
zufolge ihr Analogon in der de Si t te rschen,  nicht aber in der E in -  
s te insehen Welt  s). 

Zum Sehlul~ dieser Notiz werden wit die Frage beriihren, ob 
man iiberhaupt auf Grund der Kriimmung des Raumes iiber dessen 
Endlichkeit oder Unendliehkeit urteilen daft. 

2. Wir wenden uns zu unseren allgemeinen Annahmen~ die wit 
in dieselben zwei Klassen wie in der zitierten Notiz gruppiert denken; 

1) Z~. f. Phys. 10, 377, 1922, Heft6. 
2) Auf die Notwendlgkeit einer besonderen Untersuehung ilber die M~Sglieh- 

keit einer Welt mit negativem Kriimmungsmafle des l~aumes hat reich mein 
Freund Prof. Dr. Tamarkine  aufmerksam gemaeht. 
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dabei behalten wir unsere friiheren Bezeichnungen. Die Annahmen 
der ersten Klasse bestehen darin, dal~ wit als E i n s t e i n s e h e  Welt- 
gleiehungen die Gleichungen (A), (B), (C) der erwahnten Arbeit  zu- 
grunde legen. Die Annahmen der zweiten Klasse werden jetzt yon 
den friiheren versehieden sein. Nehmen wir an, daft eine yon den 
Weltkoordinaten, x4, als Zeitkoordinate bezeichnet werden darf, so 
k6nnen wit (fiir den betrachteten Fall der Welt  mit negativer kon- 
stanter Kriimmung des Raumes) die Annahmen der zweiten Klasse 
dadurch zum Ausdruek bringen, daI] wit fordern, es solle das Intervall 
ds yon der Form: 

ds ~ = R~(dx~ 2 + dx2 ~ + dx3 ~) + 3/2 d x, a (D') 
�9 8 2 

sein, we /~ eine Funktion der Zeit und M eine Funktion aller vier 
Weltkoordinaten bedeutet. Die konstante negative Krfimmung des 

unserer Welt  ist dabei proportional - - ~  1). Raumes 

Beaehten wir, daft ffir unsere Welt  ds 2 eine indefinite Form ist, 
so k6nnen wit, unter Anderung der Bezeichnungen, die Formel (D') 
folgendermaflen umsehreiben: 

t ~  (dx, 2 -{- dx2 ~ + dxs ~) + .M~dx, ~. (D") 

Selbstverstiindlich bleibt die riiamliehe Krfimmung unserer Welt  
1 

negativ und proportional - - / ~ .  

Das Problem, das uns vorliegt, besteht in der Auffindung zweier 
Funkfionen 2~ and M, welche den E in s t e in seh en  Weltgleiehungen, 
d.h.  den Gleiehungen (A), (B) und ( C ) d e r  erwiihnten Notiz ge- 
ntigen sollen. 

Setzen wir in (A) i = 1, 2, 3, k : 4, so erhalten wir die folgen- 
den drei Gleiehungen: 

Diese Gleiehungen zeigen, dab die betrachteten Welten zu einem der 
beiden Typen geh6ren k6nnen: 

1. Typus. Stationiire Welten, / ~ ' =  0, /~ ist zeitlich konstant. 
2. Typus. Niehtstationiire Welten, I~' :]: 0, M hiingt nar yon der 

Zeit ab. 

1) Beziiglich des Linienelements ds ~ siehe z.B. Bianchi,  Lezioui di geo- 
metria differenziale 1, 345. 
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Wit  betraehten zun~tchst don Fall der station~ren Welt;  der Fall 
der niehtstation~ren Welt bietet eine grofle /~hnlichkeit mit dem dor 
nichtstation~iren Welt konstanter positiver rAumlioher Krfimmung; aus 
diesem Grunde werden wir diesen zweiten Fall nur ganz kurz be- 
handeln. 

w 2. 1. Die Gleiehungen (A) liefern fiir die Indizes i, k = i, 2, 3: 

~ M 
x~ ~ x~ 

~2M 1 ~31 ~2M 1 ~M 
+ - - 0 ,  - -  . . . .  + .  _ 0 .  

1) x2 ~ xa x8 O x2 ~ x~ ~ x3 x3 ~ xl 

Die Integration dieser Gleiehungen ergibt: 

M = V ( x ,  ~,) + Q(x~,~,) + L(x~,x,), (1) 
~a 

we P,  Q und L zun~ehst willkfirliehe Fnnktionen ihrer Argu- 
monte sin& 

Zur Bestimmung yon P, Q und L dienen uns die Gleiohungen 
(A), we man i,k---~ 1,2,3 zu setzen hat. 

Die Reehnung ergibt: 

1 (W~/ 0~M~ 1--ZR 2 

M _ ~ x ~  + ~ x j l -  x8 2 ' 
(2) 

- -  M ~ + 0x~2 / + xs 21I ~x3 x3 ~ 

Subtrahiert man die erste Gleiehung dieses Systems yon der zweiten, 
so kommt: 

Daraus folgt : 
v _-- , ( x , ) x ~  + a~ (x,) + b, (~,), / 
Q = ntx,)x~ + ~ ( x , )  + ~ (x,). I (3) 

Beachtet man (1) und (3), so laflt sieh die letzte der Gleiehungen 
(2) in der Form: 

3 - - I R ~  4n  1 - - Z R  ~ 2 ~L  
. . . . .  (P + Q) : -- + (4) 

X3 s x~ x3 ~ X~ ~ x s 

sehroiben. Falls also P + Q eine der Gr6Ben x~ oder x~ wirklich 
enthMt, d.h. falls einer der Koeffizienten n, oh, au yon Null ver- 
schieden ist, mug der Faktor yon P + Q in der Gleiehung (4) vet- 
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schwinden; die reehte Seite diesor Gleichung hiingt n~mlieh weder 
von xl noch yon x~ ab. Der Fall, dab allo drei GrSfen n, al, a2 ver- 
schwinden, muB gesondert betraehtet werden. 

Im Falle, dab die GrSfen n, al, a2 nicht alle drei verschwinden, 
muB also zwischen s und der Krfimmung dos l~aumes die Relation: 

~ s  = 3 (5) 
bestehen. 

Beachtet man G1. (5), so reduzieren sich die Gleichungen (2) 
auf eine einzige Gleichung, welehe die Funktion L bestimmt, namlieh: 

~ L  L ~_ 2n. (6 )  
~ + ~8 

2. Im folgendcn miissen wir zwei F~ille unterseheiden: 1. n =r 0, 
2. n = 0. Im  ersten Fallc zeigen uns die Formeln (D'), (1) und (3), 
daft die GrSBe n ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit gleich 1 an- 
genommen werden darf;  man kann n~mlieh dutch eine passende Sub- 
stitution xa = r immer erreichen, daft n = 1 wird. Beachten 
wit dies, so ergibt GI. (6): 

L -  Lo(x,) + x~. (7) 
Z8 

Um p zu bestimmen, setzen wir in den Gleichungen (A) i --- k = 4; 
eine einfaehe Reehnung zeigt, dab in unserem Falle 0 gleich Null 
wird. Der erste Fall wird also dureh die verschwindende Diohte der 
Materie und dureh das Intervall: 

R2 
ds~ ~ -  - -  (dxl  ~ + dx2 2 + dx3 ~) Z32 

+ ( ~12 +X22 + a1(24)21 + "2(~4)x2 + " '  (z4) + x32)2dx42 (D1) 
z 3 

eharakterisiert. 
Gehen wit zmn zweiton Falle (n ~---0) tiber, so finden wir fiir 

JL die Gleichung: 

L = L0(x,). (S) 
X8 

Aueh in diesem Falle ergibt die Reehnung ftir q den Wef t  l~ull. 
Somit eharakterisiert sieh der zweite Fall ebenfalls dureh die ver- 
schwindende Dichte der Materie und durch das Intervall: 

ds~ _~ - R ( dxl~ + dx  2 + dxs~) + [a~(x,)xl+a~(x,)x2+as(x4)rdx~.  (D',) 
Z s Z8 

Wir betrachten endlieh den Tall, daI~ alle drei Koeffizienten 
n,a~,a2 verschwinden, so daf  M von x~ und x2 nicht abhangt. 

Zettsohrift ftir Phymk. Bd. XXI. 2~ 
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Bei der Integration der Gl. (2) s t o ~ n  wir wiederum auf 

zwei F~lle: �9 M0 (x4) 
1 . ~  ~ = 3, ~ = - ,  

x3 
2. ~ /~  = 1, M = M(x~), 

we •o und M willkiirliehe Funktionen ihrer Argumente sind. 
Der ers te  Fail erweist sich als ein Spezialfall des dureh die 

Formel (D~) bestimmten Intervalls; eine leichte Reehnung zeigt, daI~ 
die Dichto (~ der Materie hier versehwindet. 

D e r  z w e i t e  F a l l 1 ) f i i h r t ,  wie man sich leicht iiberzeugt, zu 
einer yon I~ull versohiedenen Dichte der Materie. Um zu entseheiden, 
ob hier die Diehte positiv oder negativ ausftillt, miissen wir diejenige 
Form des Intervalls heranziehen, welehe einer indefiniten quadrati- 
sehen Form entsprieht und durch die Formel (D") ausgedrtickt wird. 
Rechnet man mit den Gravitationspotentialen der Formel (D"), so 
findet man, dab im betrachteten FaUe ~]~ eine Funktion yon x~ allein 
ist; folglich kSnnen wir, ohne der Allgemeinheit zu sehaden, M = 1 
setzen [dazu braucht man nur statt x~ die K0ordinate x4 ~ q~(x~) 
einzufiihren]. Bereehnet man unter dieser Voraussetzung die Diehte (~, 
so finder man: 

c ~ 2 
~t --- - - - - -  Q - -  

B~'  ~B~ ~ 
~ dxl 2 + d x ~  + dx~  

d O - -  c2 x3" + d x,S. (D"~) 

Dieser Fall ergibt also fiir ~ einen negativen Wert,  
Zusammenfassend kSnnen wir sagen, dab die  s t a t i o n a r e  W e l t  

m i t  k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  K r i i m m u n g  des  R a u m e s  nur  be i  
v e r s e h w i n d e n d e r  odo r  n e g a t i v e r  I ) i e h t e  de r  M a t e r i e  m/~gl ieh 
i s t ;  das  d i e s e r  W e l t  e n t s p r e c h e n d e  I n t e r v a l l  w i r d  d u t c h  d ie  
o b e n  a n g e f i i h r t e n  F o r m e l n  (D~), (D~) and (D~') a u s g e d r i i e k t .  

3. Wir  wenden uns nun zum Fall der niehtstationaren Welt. Wir  
bemerken zunSehst, dab hier M eine Funktion yon x~ allein ist; die 
yon uns mehrmals gebrauchten Erw~gungen zeigen, daft man ~ der 
Einheit gleieh annehmen darf. Unter  den genannten Voraussetzungen 
finden wir ohne Miihe, dal~ die Gleiehungen (A) fiir i - - - 1 , 2 , 3 ;  
k ~---4; und fiir /,/~---~ 1~2,3 yon selbst erffillt sin& Setzen wir 
hierin i - - - - - k - - - 1 , 2 , 3 ,  so erhalten wit die zur Bestimmung der 
Funktion :R(x4) dienende Diiferentialgleichung zweiter Ordnung, 
niimlieh: B '~ 2 R R '~ 1 

tt~ + /~  + R-~ ). --- 0. (9) 

~) Auf die ]K5glichkeit dieses Falles hat reich Dr. W. Fock aufmerksam 
gemacht. 
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Diese Gleichung ist vSllig analog unserer friiheren Gleichung 
[G1. (4) der zitierten Notiz]; die letztere geht genau in G1. (9) fiber, 
wenn man deft  c ~ 1 setzt. Wir  kSnnen also die ganze Diskussion 
der G1. (4), 1. c., auf die soeben hingeschriebene Gleiehung iibertragen. 
Demgem~l~ wollen wir darauf nicht eingehen, sondern bereehnen nur 
die Diehte der Materie 0 fiir die nichtstation~re Welt. 

Schreiben wir ffir den Fall der niehtstation~iren Welt  das Intervall 
in tier Form (D"), so erhalten wit fiir R die Differentialgleiehung: 

R '2 2/~/~" c~ 
R~ + B2 1t2 it = 0. 

Die Integration dieser Gleiehung liefert uns die Bez iehung :  

it R3 
R,2 A + R + 3-~ 
c 2 R 

we A eine willkiirliehe Konstante ist. Berechnet man die Diehte O~ 

so ergibt sieh : 3 A 
q ---- ~R ~ .  (10) 

Die Formel (10) zeigt, dab ffir ein positives A die Diehte der Materie 
ebenfalls positiv ist. 

Daraus folgt d ie  M 6 g l i e h k e i t  de r  n i e h t s t a t i o n ~ r e n  W e l t e n  
m i t  k o n s t a n t e r  n e g a t i v e r  K r i i m m u n g  des  R a u m e s  und  m i t  
p o s i t i v e r  D i o h t e  dor  Ma t e r i e .  

w 3. 1. Wir  wenden uns zur Diskussion der physikalisehen Be- 
deutung des in den vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Resultats. 
Wir  haben uns fiberzeugt, da$ die E i n s t e i n s e h e n  Weltgleiehungen 
LSsungen besitzen, die einer Welt  mit konstanter negativer Krfimmung 
des Raumes entspreehen. Diese Tatsaehe weist darauf hin, dal~ die 
Weltgleichungen allein genommen noch nicht hinreichen~ um die 
Frage naeh der Endlichkeit unserer Welt  zu entseheiden. Die Kenntnis 
der Krfimmung des Raumes gibt uns noch keinen unmittelbaren 
Hin~veis auf dessen Endliehkeit oder Unendliehkeit. Um zu einem 
bestimmten Sehlul~ fiber die Eudliehkeit des Raumes zu gelangen, 
bedarf man einiger erg~nzender Verabredungen. In der Tat  be- 
zeichnen wir einen Raum als endlich, wenn der Abstand zweier be- 
liebiger nicht zusammenfallender Punkte dieses Raumes eine gewisse 
konstante Zahl nicht fibersehreitet, was ftir Punktepaare wir auch 
nehmen mOgen. Folglieh miissen wir, bevor wir das Problem der 
Endlichkeit des Raumes angreifen, uns noch verabreden, welehe Punkte 
dieses Raumes wir als versehieden ansehen. Fassen wir z.B. eine 
Kugel als eine Fl~tehe des dreidimensionalen euklidischen Raumes 
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auf, so z~hlen wir die Punkte, die auf demselben Breitenkreise liegen 
und deren L~ngen gerade um 3600 verschieden is L als zusammen- 
fallend; h~itten wir dagegen diese Punkte als verschieden betraehtet, 
so wiirden wir eine mehrbllitterige sl0h~trische Fl~che im euklidisehen 
Raume erhalten. Der Abstand beliebiger zweier I)unkte auf einer 
Kugel fibertrifft nicht eine endliche Zahl; wenn wit jedoeh diese 
Kugel als eine unendlieh-vielbl~tterige Fl~ehe auffassen, kSnnen wit 
(indem wit auf gehSrige Weise die Punkte versehiedenen Bl~ttern 
zuordnen) diesen Abstand beliebig grofl maehen. Daraus erhellt~ dal~ 
man, ehe man in die Betraehtungen fiber die Endlichkeit des Raumes 
eingehL pr~izisieren muff, welche Punkte als zusammenfallend und 
welehe als verschieden angesehen warden. 

2. Als Kriterium ffir die Versehiedenheit der Punkte kSnnte 
unter anderem das Prinzip der ,Phantomenangst ~ dienen. Wir  
meinen darunter das Axiom~ man kSnne zwisehen je zwei verschiedenen 
Punkten nut eine gerade (geodatische) Linie ffihren. Nimmt man 
dies Prinzip an, so darf man zwei Punkte, welehe dutch mehr als 
eine gerade Linie verbunden werden kSnnen, nicht ffir versehieden 
halten. Diesem Prinzip zufolge sind z.B. die zwei Endpunkte des- 
selben Durehmessers einer Sphere nieht voneinander versehieden. 
Selbstverst~indlieh sehlieBt dieses Prinzip die MSgliehkeit der Phan- 
tome aus, denn das Phantom erscheint im selben Punkte wie das 
ihn erzeugende BUd selbst. 

Die soeben besproehene Formulierung des Begriffs yon den zu- 
sammenfallenden und nieht zusammenfallenden Pnnkten kann wohl 
zur Vorstellung ffihren, daft die R~ume mit positiver konstanter 
Krfimmung endlieh sind. Jedoeh ermSglieht uns das erw~hnte 
Krlterium nieht, auf die Endliehkeit der R~ume negativer konstanter 
KAimmung zu sehliel~en. Dies ist der Grund daffir, d a~  unserer 
Meinung naeh~ E i n s t e i n s  Weltgleichungen ohne erg~nzende An- 
nahmen noch nicht hinreichen, um einen Schlul~ fiber die Endliehkeit 
unserer Welt zu ziehen. 

St. P e t e r s b u r g ,  November 1923. 

B e r i c h t i g u n g  
zu der Arbeit: G.P. Woronkoff  und G.J. Pokrowski,  Uber die selektive 

Reflexion des Lichtes an diffus reflektierenden KSrpernl). 
S. 364, Fig. 10. Neben die Kurve II ist zu setzen e; die punktierte Gerade bezieht 

sigh auf Alexaudritpapier. 
S. 369, Fig. 11. Die Kurven bezlehen sich auf Rhodamin B (auf Alexandritpapier), 

links fiir ~ = 550 m/~, rechts fiir ~ = 650 mf~. 

1) ZS. f. Phys. 20, 358--870, 1923. 


