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Das in der Gasentladungsphysik bekannte  STEENBECKsche Prinzip der rninimalen 
Brennspannung l~Bt sich zurfickfiihren auf das Prinzip der minimalen Entropie- 
produktion,  welches in der thermodynamischen Theorie irreversibler Prozesse auf- 
tr i t t .  Als EULERsche Gleichungen dieses Extremalprinzips ergeben sich in erster 
N~Lherung die Massen- und Energie-ErhaltungssStze (WERGELAND, MAZUR). Beim 
Kanalmodell  der LichtbogensSule wird gezeigf, dab neben dem Energiesatz auch 
das Entropieprinzip erffillt sein muB, woraus wieder die STEENBECKsChen Bedin- 

gungen dE/dr = 0 bzw. dE/dT = 0 folgen. 

I. Einleitung 
In der Gasentladungsphysik spielt seit langem ein aus der Erfahrung 

gewonnenes Extremalprinzip eine Rolle, dessen eindeutige Formulierung 
STEENBECK [15] gelang und das seitdem als STEENBECKsches Minimum- 
prinzip bekannt ist. Es wird meist so ausgedrtickt, dab der Durch- 
messer (oder die Temperatur) eines elektrischen Lichtbogens sich so 
einsteUt, dab bei konstantem Strom die Brennspannung einen Minimal- 
weft annimmt. Dieses Prinzip fiihrte insbesondere bei der Anwendung 
auf thermische Lichtb6gen zu fiberraschend guten Ergebnissen, 16ste 
jedoch einerseits gerade wegen seiner praktischen Brauchbarkeit und 
andererseits wegen der rnangelnden theoretischen Deutung zahlreiche 
Diskussionen aus. Es handelte sich dabei im wesentlichen um die Frage, 
wieviel Gleichungen zur Bestimmung der Lichtbogendaten erforderlieh 
seien. Diejenigen Autoren, die, wie z.B. KESSELRING und KOPPEL- 
MANN [2], yon vornherein Init dem vereinfachten Kanalmodell der 
Lichtbogens~iule arbeiteten, wiesen darauf hin, dab zur Bestimmung 
der S~iulendaten in ihrem Fall auBer der Stromtransport- und Energie- 
gleichung noch eine dritte Gleichung erforderlich sei, an deren Stelle 
rnit Erfolg das STEENBECKsche Minimalprinzip treten konnte. ELEN- 
BAAS [2] stellte sich hingegen auf den Standpunkt, dab FeldstXrke, 
Stromst~rke und Temperaturverteilung in der Bogens~ule bei exakter 
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Integration der Stromtransport- und Energiegleichung v611ig bestimmt 
und daher die Anwendung einer dritten Gleichung, etwa in der Form 
eines Minimalprinzips, iiberfliissig sei. 

Vom heutigen Standpunkt aus diirfte zu diesem Problem folgendes 
zu sagen sein: Der allgemeinste Lichtbogen mit Konvektion ist ein 
Problem der Gasdynamik hoher Temperaturen (,,Ptasmadynamik") und 
wird somit wie" jedes andere thermodynamische System beschrieben 
durch die Erhaltungsgleichungen far Masse, Ladung, Impuls und Ener- 
gie. Hinzu kommen die linearen Ans/itze ftir den Stromtransport 
(OHMsches Gesetz), den ambipolaren Diffusiollsstrom (FicKsches Ge- 
setz) und f~r den W~rmestrom (FovglERsches Gesetz). SchlieBlich 
mtissen in diesem Falle auch die MAXWELLSchen Gleichungen bertick- 
sichtigt werden. ZusammeI1 mit den Randbedingungen k6nnen durch 
L6sung dieses Gleichungssystems alle Zustands- und Feldgr6gen im 
Lichtbogenraum* eindeutig bestimmt werden. Da es indessen fast 
hoffnungslos ist, mathematische L6sungen dieses allgemeinsten Pro- 
blems zu finden, vereinfacht man die Grundvoraussetzungen und be- 
schr/inkt sich auf den station~ren zylindersymmetrischen Lichtbogen, 
zu dessert Beschreibung dann nut noch zwei Bestimmungsgleichungen 
erforderlich sind, n/imlich die Stromtransport-Gleichung und die 
Energiebilanz, die auch als ELENBAAs-HELLERsche Differentialgleichung 
bezeichnet wird. 

W~hrend bei dieser Problemstellung nun auch wirklich die beiden 
genannten Beziehungen mit den entsprechenden Randbedingungen znr 
Festlegung des Lichtbogenzustandes ausreichen, wird die Sachlage ganz 
anders, wenn man zu weiteren Vereinfachungen schreitet und zum 
Kanalmodell des Lichtbogens ilbergeht. Dabei wird die Saule gew6hn- 
lich aufgeteilt in eine elektrische Leitf/ihigkeitszone mit einheitlicher 
Temperatur T und variablem Durchmesser 2r und in eine Energie- 
ableitungszone. Durch diese Modellvorstellung erscheint also unge- 
rufen eine neue Variable, n/imlich der ,,Modellbogenradius" r. Das 
Problem ist nun nicht mehr durch zwei Gleichungen beschreibbar, 
erfordert also eine zus~tzliche dritte Bestimmungsgleichung, die sich 
in Gestalt des STEENBECKschen Minimumprinzips anbietet. 

ROMPE und WEIZEL [14] haben diesen Sachverhalt schon einmal 
dargestellt und kamen zu dem SchluB, daB der ELENBAASsche Stand- 
punkt, nach dem die zus~tzliche Verwendung eines Minimalprinzips 
bei exakt formuliertem Problem iiberflfissig ist, seine Berechtigung hat, 
denn die Forderung nach einer dritten Bestimmungsgleichnng ist ja 
nut im N~iherungscharakter des Kanalmodells begriindet. Sie dis- 
kutierten aber weiter die einzige noch verbleibende M6glichkeit, daB 

* Dieser Lichtbogenraum enth~lt unseren Voraussetzungen genl~B nur thermi- 
sches Plasma, umfal3t also nicht die Kathoden- und Anodenfallgebiete. 
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es sich niimlich bei de r  STEENBECKschen Forderung urn ein echtes 
Extremalprinzip im Sinne der mechanischen oder thermodynamischen 
Prinzipien handeln k6nnte, wobei die ELENBAAS-HELLERsche Energie- 
bilanz dann allerdings als EULERsche Gleichung dieses Variations- 
problems erscheinen mtittte. Die weiteren Untersuchungen der genannten 
Autoren ftihrten indessen zu dem Ergebnis, dab auch diese Deutung 
unhaltbar ist, das Prinzip der minimalen Brenn'spannung als solches 
also kein echtes Minimumprinzip sein kann und dab der Grund ftir 
dieses Versagen offensichtlich darin zu erblicken ist, dab die Bogen- 
entladung keine rein elektrische Erscheinung darstellt, well auch ther- 
mische Prozesse wesentlich daran beteiligt sin& 

Immerhin war die praktisehe Brauchbarkeit des STEENBECKschen 
Minimumtheorems insbesondere durch die Arbeiten yon STEENBECK [16~, 
FOITZlK [3~, KIRSCHSTEIN und KOPPELMANN [71 ziemlich gesichert. 
Dennoch schien das Prinzip auf Grund der Fehlschl~ige in den theore- 
tischen Deutungsversuchen lediglich den Wert einer Art Faustregel zu 
besitzen. 

Nun wurde unabh~ingig yon dieser experimentell fundierten Ent- 
wicklung auf dem Gebiete der Gasentladungsphysik sowohl beim Aus- 
bau der kinetischen Gastheorie (ENsKoo, CHAPMAN) als auch gleich 
zu Beginn der Entstehung einer ph~inomenologischen Theorie irrever- 
sibler thermodynamischer Prozesse (ONsAGER, PRIGOGINE, MEIXNER) 
ein Prinzip bekannt, das Aussagen tiber Extremaleigenschaften der 
Entropieproduktion beim Ablauf irreversibler Prozesse bzw. gaskine- 
fischer Stol3vorg~inge zulieB. Im weiteren Verlauf der Entwieklung, die 
auf gaskinetischer Seite unter anderen yon KOHLER, auf thermodyna- 
mischer Basis im wesentlichen yon DE GROOT, HAASE, WERGELAND 
und MAZUR vorangetrieben wurde, ergab sich folgende Aussage: 

Der station~re Nichtgleichgewichtszustand eines thermodynamischen 
Systems ist ausgezeichnet durch einen (positiven) Minimalwert tier 
Entropieproduktion. 

Demnach ist nicht das Prinzip der Entropievermehrung das ent- 
scheidende Gesetz, welches den Ablauf eines thermodynamischen Pro- 
zesses regelt -- die Entropie eines offenen Systems kann beispielsweise 
durchaus abnehmen --, sondern die Tendenz, eine minimale (stets posi- 
tive) Entropieproduktion anzustreben, bestimmt das Geschehen. 

Da nun der etektrische Lichtbogen sich dutch nichts anderes yon 
den tibrigen thermodynamischen Systemen unterscheidet, als dab in 
seinem thermischen Plasma besonders wirksame irreversible Prozesse 
ablaufen, mug das Theorem der minirnalen Entropieerzeugung auch 
hier gelten, und es taucht zwangsl~iufig die Frage auf, ob nicht ein 
Zusammenhang zwischen diesem Prinzip und der STEENBECKschen 
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Forderung nach minimaler Brennspannung existiert. Denn wenn das 
letztere Pfinzip nach der Feststellung yon ROMPE und WEIZEL selbst 
auch kein echtes Minimumprinzip ist, so besteht dennoch die M6g- 
lichkeit, dab es sich auf ein fibergeordnetes Extremalprinzip zurfick- 
fiihren l~tBt. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, dab die STEEN- 
BECKsehe Minimumforderung fiir die Brennspannung aus dem Prinzip der 
minimalen Entropieproduktion abgeleitet werden kann und somit ledig- 
lich ein Spezialfall des allgemeineren thermodynamischen Prinzips ist. 

II. Die Erhaltungssgtze als EULERsche Gleichungen 
des Prinzips der minimalen Entropieproduktion 

Bevor wir den Zusammenhang zwischen den beiden Extremal- 
prinzipien im einzelnen untersuchen, miissen wir zun~ichst noch auf 
einige Voraussetzungen und Begriffe der Thermodynamik irreversibler 
Prozesse eingehen. 

Eine ausfiihrlichere Behand lung  der  Methodik  dieser ph~inomenologischen 
Theorie ist im R a h m e n  der  vorl iegenden Arbei t  n icht  m6glich. 57~ihere Einzelhei ten 
sind aus den umfassenden  Dars te l lungen von PRIGOGINE [121, DE GROOT Eli, 
HAASE [61 und aus den zahlreichen Arl~eiten yon MEIXNBR [11] ZU el l tnehmen.  
MAECKER und PETERS ~9~ haben  die Theorie speziell auf das thermische  P lasma  
und  den elektr ischen Lichtbogen  angewand t  (siehe vo rangehende  Arbeit) .  

Wenn das Theorem der minimalen Entropieproduktion ein echtes 
Extremalprinzip sein soll, so muB nachgewiesen werden, dab die Er- 
haltungss~itze fiir Masse, Ladung und Energie identisch sind mit den 
EULERschen Gleichungen dieses Extremalproblems. Diesen Nachweis 
haben WERGELANI) [18~ und MAZUR [10~ erbracht. W~ihrend letzterer 
die irreversiblen Prozesse der Wiirmeleitung, des elektrischen Strom- 
transportes, der Thermodiffusion und der chemischen Reaktionen 
einzeln behandelt und auch zeigt, dab im station~iren Zustand Wirklich 
ein Minimum der Entropieerzeugung vorliegt, hat der erstgenannte 
Autor eine geschlossene Ableitung fiir alle Diffusionsstr6me einschlieB- 
lich der Wiirmestr6mung gegeben. 

Voraussetzung ftir die Behandhmg irreversibler Prozesse in ,,Gleich- 
gewichtsn~he" ist, dab zwischen den in den Erhaltungss~itzen ftir 
Masse, Impuls und Energie vorkommenden generalisierten ,, Str6men" ~i 
und ,,Kr~ften" ~ lineare Beziehungen bestehen. Diese sog. ph~ino- 
menologischen Ansiitze lauten 

ftir die Massenstr6me : ~ = Y~ Li K ~K + Lr ~ .~, (t a) 
K 

und fiir den Energiestrom: ~, = ~ L~ K ~K + L, ~ ~ (I b) 
K 
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Dabei gelten ftir die Transportkoeffizienten die O~SAGERschen Sym- 
metriebeziehungen 

LiK--- LKi ] 
L~K = Llru i (2) 

und fiir die KrMte 

~R = ~g -- T grad --#T (3 a) 

bzw. far die ,,thermische Kraft"  

1 
grad T = T grad -# (3 b/ ~ 

- -  T 

mit #g ---- chemisches Potential pro Masseneinheit der Komponente K, 
~K ---- iiuBere Kraft auf die Masseneinheit der Komponente K. 

Bei der hier vorliegenden Problemstellung erweist es sich nun Ms 
vorteilhaft, yon dem atlgemeinen System (t) durctl eine Lineartrans- 
formation der Str6me und Kr~ifte zu einem ,,elektrochemischen Sy- 
stem" derart fiberzugehen, dab in den Kraftbeziehungen an Stelle der 
chemischen Potentiale die elektrochemischen Potentiale 

e K + (4) 
treten. 

eg = Elementarladung eines Teilchens der Komponente K (positiv, 
negativ oder Null), 

rrt K ~ - - -  Masse eines solchen Teilchens und 
~0 = elektrisehes Potential. 

Teilen wit auBerdem die RuBeren Kr~fte auf in Massenkr~fte ~n 
und elektrische Kr~tfte 

~K = ~ K -  e,c ~xx grad 9 (5) 

(~ = -- grad T = elektrische Feldst~rke), 

so ergeben sieh fiir das transformierte System die Gleiehungen 
N ~ ~ N N 

,~i =- ~,, LiK YK + Liu ~ ,  (6a) 
K 

3u = Z LuK ~,K Jr- Luu ~'u ( 6 b )  
K 

mit folgenden Transformationseigensehaften ftir die Str6me und Kr~ifte: 

~ , -  ~ (7a) - -  ~ i ,  

K 
eK 

T t ~u = ~,----- g r a d - T "  (7d) 
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Die in (7b) auftretende elektrische Stromdichte 1' ist definiert durch 

i . ~ _ ~  eK ~ / ,  (8) 
K 

Der neue Energiestrom ~5~ setzt sich zusammen aus dem eigentlichen 
Wiirmestrom .~ und dem elektrischen Energiestrom. 

Die entsprechende Energiebilanz erMlt dann im station~iren Fall 
und bei Vernachl~tssigung einer makroskopischen Str6mung die Form 

-- div,~ + ~ ~K' ~K = 0. (9) 
Ic 

SchlieBlich ergibt sich die Entropiebilanz unter denselben Bedingungen 
Zll 

- -  div ~ + ~s = 0 ,  (10)  

wobei die Entropiestromdichte 

und die Entropieproduktion 

K K 

invariant gegenfiber der vorgenommenen Lineartransformation sind. 

Indem wir nun speziell zur WERGESANDschen Formulierung uber- 
gehen und aus den Koeffizienten L~Ic, L~,K, die als Funktion yon ~0 und 
T aufzufassen sind, einen Faktor t IT abspalten, k6nnen wir fiir alle 
Str6me schreiben 

mtissen dann aber, damit in (t3) auch der Energiestrom ~ und die 
,,thermischen Kr~ifte" enthalten sind, definieren 

r  

Die Koeffizienten O~iK gentigen nach wie vor der Ol~SaGER-Beziehung 
~iK =eKr Ftir die Entropieproduktion ~, gilt also mit GI. (12) 

bs = ~' ~,K ( T  ~i -- grad ~ )  �9 (T~K -- grad ~ ) .  (14) 
~, K 

Nach dem Pfinzip der minimalen Entropieerzeugung wird nun im 
station~iren Zustand mit dz als Volumelement 

dO = 6 f~ ,d~  = 0. (t5) 
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~K ) u n d  (~-)und halten Betrachten wir as als Funktion der Potentiale .(~T- 

die Koeffizienten bei der Variation in erster N~iherung konstant*, so 
ergeben sich aus diesem Variationsproblem die EIJLERschen Gleichungen 

1 6 ~s _ div ~ = 0, i ~= u, (16) 

1 6 as _ div 5 . -  E ~i" ~i --- 0. ( t  7) 
2 , 

G1. (16) ist die Kontinuit~itsgleichung fiir die Masse. Mit der Beziehung 
(8) ist daher auch die Erhaltungsgleichung fiir die elektrische Ladung 

div i = 0 (18) 

erftillt. G1. (t 7) steilt die station~ire Form des Energiesatzes dar und 
ist identisch mit G1. (9). Das bedeutet, dab die Erhaltungss~itze ftir 
Masse, Ladung und Energie die EuLERschen Gleichungen des Prinzips 
der minimalen Entropieproduktion sin& 

(Es mag an dieser Stelle noch einmal ausdrticklich betont werden, 
dab man dieses Resultat nut  auf der Grundlage der ONSAGER-Be- 
ziehungen ei K = e/r erzielen kann.) 

Sind nun z.B. keine mechanischen Kdifte ~ vorhanden, und schreibt 
man den W~irmestrom** in der einfachen Form , ~ = -  ~gradT,  so 
geht G1. (t7) unter Berticksichtigung von (Tb) und (t8) tiber in 

div~ grad T + (i, ~) = 0, (t9) 

d.h., die ELENBAAs-HELLERsche DifferentialgleiChung der Lichtbogen- 
theorie ist ebenfalls eine EuLzgsche Gleichung des Minimalprinzips. 

III. Rfickfi ihrung der STEENBECKschen Minimumbedingung  
auf das thermodynamische Prinzip der minimalen Entropieerzeugung 

Nachdem wir, der Ableitung yon WERGELAND folgend, festgestellt 
haben, dab die Erhaltungss~itze und somit auch die darin enthaltene 
ELENBAAS=HELLERsche Energiebilanz als EULERSche Gleichungen des 
Prinzips der minimalen Entropieproduktion anzusehen sind, wenden 
wir  uns nunmehr der eingangs aufgeworfenen Frage zu, ob ein Zu- 
sammenhang besteht zwischen diesem allgemeinen thermodynamischen 
Prinzip und der STEENBECKschen Minimumbedingung. Dazu miissen 

* Dieser Niiherungscharakter des Variafionsverfahrens wird in Abschn. "V 
genauer diskuticrt. 

** Ganz allgemein ist in der Encrgiestromdichte natiirlich auch die der Strah- 
lung enthalten. 
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wit versuchen, die Entropiebilanz ffir den station~ren Zustand mit 
Hilfe der Erhaltungss/itze so umzuformen, dab ein Ausdruck entsteht, 
in den nur noch meBbare elektrische Gr61]en oder bekannte Rand- 
bedingungen eingehen. 

Nach GI. (10) gilt ffir die Entropiebilanz in einem station/iren Nicht- 
gleichgewichtssystern unter Anwendung des GAlJssschen Satzes 

f ~ , d z  = f dive5, d ,  = ~ ~,.  d/, (20) 

d.h., die im Inneren des gesamten Systems produzierte Entropie ist 
gleich dem Integral der Entropiestromdiehte genommen fiber die das 
System umgebende Fl~iehe. 

Setzen wir ffir ~Ss den Ausdruek aus G1. (tt) ein, so wird die ge- 
samte Entropieproduktion zu 

o = f <  e~ = ~ ~ - ( , ~ - 2 ~ ) .  d/. (2t) 

Urn alle irreversiblen Prozesse zu erfassen, mfissen wir als das System 
begrenzende F1/iche eine Isothermenfl~che w/ihlen, auf der die Tem- 
peratur konstant und gleich der Umgebnngstemperatur ist. 

Dazu denke man sich alas betrachtete System eingebettet in eine so groBe Um- 
gebung (Wgrmebeh/~lter), dab deren Temperatur trotz st/indiger Energiezufuhr arts 
dem System nicht ge/indert wird. 

Bezeichnen wir die Temperatur der Umgebung mit T R = Rand- 
temperatur, so ist 

O =  TR- # (~u -- ~, fiKgdK) . d / = ~ ~ div (~, -- 2 #K gSK) d T. (22) T R J  I K 

Mit den ErhaltungssAtzen ffir die Masse (16) und die Energie (17) im 
station~ren Zustand wird aus (22) 

(9 = ~ -  (7~K, ~K - -  g r a d  ,gK) d z .  (23 a) 

Haben die /iuBeren Kr/ifte ~K ein Potential: ~/r --grad%o, so ist mit 
Einffihrung des allgemeinen Potential/~K =,uK + y 

rR. o = f ~ - ( ~ ,  grad;~)~. (23b) 

Ftir das Folgende ist es indessen vorteithafter, das Integral mittels 
der Beziehung (4) in einen mechanisch-thermischen und einen rein 
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elektrischen Anteil aufzuteilen, dann folgt mit @=--grad  9 und 

i = ~ ~K der Ausdruck 

T R �9 6) = f E - grad (#K -~ ~)) dT + f (j, ~)dz. (24) 
K 

Das erste Integral enth~ilt sowohl die durch mechanische als auch 
dutch ,,chemisch-thermische" Kr/ifte verursachten Verlustleistungen, 
w/ihrend das zweite Integral die elektrische Verlustleistung (JouLnsche 
W~irme) darstellt. In Worten k6nnen wir die G1. (23 b) bzw. (24) also 
folgendermagen ausdrticken: 

Umgebungstemperatur • Entropieerzeugung = Verlustleistung. 

Dieser Satz ist ertmalig klar von GouY und STODOLA auf Grnnd 
einfacher thermodynamischer 13berlegungen unter Verwendung des 
zweiten Hauptsatzes ausgesprochen worden. Er lautet in der Formu- 
lierung yon STODOLA [17]: 

,,Bei nicht umkehrbaren Vorg~ngen irgendwelcher (auch chemischer) 
Art erleidet die Nutzarbeit eine Verringerung um das Produkt aus 
der stattgefundenen Zunahme der Entropie aller am ProzeB beteiligten 
K6rper und der Temperatur des w~irmeableitenden K6rpers, d.h. der 
Umgebung." 

An Stelle des Ausdrucks ,,Verringerung der Nutzarbeit" steht oben ,,Verlust- 
leistung" und dementsprechend mui3 ,,Zunahme der Entropie" durch ,,Entropie- 
erzeugung" ersetzt werden. 

Wendet man G1. (24) nun auf den elektrischen Lichtbogen an, so 
ist einzusehen, dab das erste Integral, welches den mechanisch-ther- 
inischen Beitrag zur Verlustleistung darstellt, keine Rolle spielt gegen- 
tiber dem zweiten Integral, welches die Jo.uLEsche W~irme enth~lt. 
Denn der EinfiuB z.B. des Schwerefeldes und weiterhin yon Druck-, 
Temperatur- oder Konzentrationsgradienten, die impliziet im Gra- 
dienten des chemischen Potentials enthalten sind, auf den Stromtrans- 
port ist im elektrischen Lichtbogen so. gering gegentiber dem des an- 
gelegten elektrischen Feldes, dab er in sehr guter N/iherung vernach- 
1Xssigt werden kann. Bei der gew6hnlichen Schreibweise des OH•schen 
Gesetzes / ' = a ~  bleiben die durch inechanische oder ,,thermische" 
Kr~fte erzeugten Stromanteile ja ebenfalls unberticksichtigt. 

Die Entropieproduktion im Lichtbogenraum ist daher gegeben dutch 

, f z .  u (25 a) 6 ) = r ; ~  f f '~ )&-  TR ' 

wenn unter U = f ~ �9 d s  die Potentialdifferenz, also die Brennspannung 
und unter I = f i "  d / d i e  Stromst/irke verstanden wird. 
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Ftir einen zylindrischen Lichtbogen gilt dementsprechend pro cm 
S~tulenl~nge 

0 -  IE (25b) 
T~" 

Da nun die Entropieproduktion im station~iren Zustand einen Minimal- 
wert annimmt, ergibt sich die Bedingung 

d IE/=o, d O = d ~ - = 0  bzw. d O =  

und mit vorgegebener Stromst/~rke I und selbstverst~tndlich fester 
Randtemperatur T R 

d U = 0  bzw. d E = 0 .  (27a, b) 

Das heil3t die Brennspannung bzw. die elektrische Feldst/irke nimmt bei 
gegebenem Strom und gegebenen Randbedingungen einen Minimalwert 
an. Das ist das STEENBECKsche Minimumprinzip, welches sich somit 
als Spezialfall eines echten thermodynamischen Extremalprinzips 
erweist. 

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse kurz zusammenfassen: Aus dem 
Variationsproblem, das Integral t~ber die Entropieerzeugung zu einem 
Minimum zu maehen,, ergeben sich als EULERsche Gleichungen nach 
WE~GELAiqI) und MazuI~ die Erhaltungss~itze fiir Masse, Ladung und 

Energie. Die L6sungsfunktionen ~K (x, y, z) und T (x, y, z) dieser 

Gleichungen sind demnach die ,,Extremalen" des Variationsproblems. 

Bei der elektrischen Lichtbogens~iule, bei der der Einflul3 des mecha- 
nischen und chemischen Potentials (~o+#K) gegentiber dem des elek- 
trischen Potentials 9 auf den Stromtransport vernachl~issigt werden 
kann, ist die Fordernng nach minimaler Entropieerzeugung gleich- 
bedeutend mit der Aussage, dab der Spannungsverlust entlang der 
gesamten S~iule bei konstantem Strom und festen Randbedingungen 
einen Minimalwert annehmen soll. Das STEENBECKSehe Prinzip ist 
allgemein daher folgendermaBen zu formulieren: 

In einem station~iren Lichtbogen stellt sich bei gegebenem Strom 
und /esten Randbedingungen die Temperaturverteilung und damit auch 
die Stromdichteverteilung in der S~iule So ein, dab der Spannungsverlust 
entlang der S~iule einen Minimalwert annimmt. 

Die eingangs angegebene, oft verwendete Formulierung, nach welcher 
sich der Bogenradius entsprechend der Minimalforderung ftir die I3renn- 
spannung einstelle, ist demgegentiber mit Vorsicht zu behandeln. Sie 
bezieht sich speziell auf die Kanalmodellvorstellung tier Lichtbogen- 
s~tule, auf die wir im folgenden Abschnitt n/iher eingehen werden. 
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IV. Kanalmodell 

Praktische Anwendung findet das STEENBECKsche Minimumprinzip 
im wesentlichen beim Kanalmodell des elektrischen Lichtbogens. Dabei 
wird die zylindrische Lichtbogensiiule aufgeteilt (STEENBECK [16]) in 
einen ,,Kern" mit dem Durchmesser 2r, in dem bei konstanter Tempera- 
tur ausschliel31ich die elektrische Leitung stattfindet und in eine daran 
anschliel3ende Energieableitungszone, die bis zum Bogenrand R mit 
der Randtemperatur  (Umgebungstemperatur) TR reicht (Fig. I). 

r R 
Fig. 1. Kanalmodell des elektrischen Lichtbogens. 
Aufteilung der S~iule in einen elektrisch leitenden 
,,Kern" konstanter Temperatur T und Radius r 
und daran anschlieBende Energieableitungszone 
his zum Bogenrand R init der Randtemperatur T~ 

Die gesamte im Kern erzeugte 
elektrische Leistung I E  mul3 in 
dieser Zone durch W/irmeleitnng, 
Ausstrahlung oder Konvektion ab- 
gefiihrt werden. Wir wollen uns 
im folgenden auf die reine W~irme- 
leitung beschr/inken, m6chten abet 
darauf hinweisen, dab das End- 
ergebnis unabh~ngig davon ist; 
welche speziellen Vorstellnngen wir 
uns von dem Mechanismus der 
Energieabgabe machen. 

Um nun die charakteristischen 
Gr613en der Modellbogens~ule, den 
Kerndurchmesser 2r, die Tempera- 

tur  T und die Feldst~irke E bei vorgegebenem Strom I und festen 
Randbedingungen berechnen zu k6nnen, stehen zun/ichst zwei Glei- 
chungen zur Verffigung: Die Stromtransportgleichung 

I = j ~r r ~ ----- a (T) E ~ r 2 (28) 

und die Energiegleichung 
T 

I E =  2arW~= --2~rrn(T) dT 2 ~ r  f n ( T ) d T = g ( r ) . h ( T )  (29) 
--dT- -- 111 STl~ . 

TR 
mit dem radialen W/irmestrom 

d Y  
W, = -- ~ (T) -d-r-" (30) 

Wir haben somit zwei Bedingungsgleichungen fiir das Wertetripel 
(E, r, T), aus denen nur eine Unbekannte, entweder T oder r, eliminiert 
werden kann, so dab noch eine Funktion E(r) oder E(T) iibrig bleibt. 
An dieser Stelle greift nun STgENBECKs Prinzip der minimalen Feld- 
st~irke ein, welches nur die Minima dieser Funktionen zul~igt. Wir 
erhatten also als dritte Bedingungsgleichung 

dE dE 
dr ~ 0 bzw. d T  - -  O. (31 a,b) 



~ber  den Zusammenhang des STE~BECKschen MinlrnumprinZips 623 

In der Einleitung haben wir bereits auf die Kritik hingewiesen, welche 
die Anwendung dieses seinerzeit theoretisch unbegrt~ndeten Prinzips 
gefunden hat. Die Frage ist, warum das Kanalmodell eine~so eigen- 
artige Unbestimmtheit aufweist, die eine dritte Bestimmungsgleichung 
erforderlich macht, w~hrend die nach ELENBAAS exakt formulierte 
Theorie zylindrischer Bogens~ulen doch mit zwei Gleichungen (Strom- 
transportgleichung und Energiebilanz) auskommt. Diese mathematische 
Unbestimmtheit bei der Kanalmodellvorstellung zeigt deutlich, dab 
wir noch irgendeine physikalische Bedingung, die im elektrischen Lieht- 
bogen erftillt sein muB, iJbersehen haben. Nun ist zwar die Energie- 
gleichung (29) formal in Ordnung, aber wir haben es bei dem elektri- 
schen Lichtbogen mit einem thermodynamischen System zu tun, und 
aus der Thermodynamik ist bekannt, dab man sich sehr wohl Systeme 
ausdenken kann, die zwar das Energieprinzip, also den ersten Haupt- 
satz, erfiillen, aber sich dennoch nicht in der Natur realisieren lassen, 
weil sie dem zweiten Hauptsatz widerspreehen. 

Die Aufstellung einer Entropiebilanz, wie sie in der Theorie irre- 
versibler Prozesse vorgenommen wird, ist nun im Grunde niehts anderes 
als eine quantitative Fassung des zweiten Hauptsatzes, und die Mini- 
malforderung Itir die Entropieproduktion ist offensichtlich eine Be- 
dingung, die jedes thermodynamische System im station/iren Nicht- 
gleichgewicht erf~llen muB. Bei der durch die exakten Differential- 
gleichungen beschriebenen Bogentheorie ist diese Bedingung auto- 
matisch befriedigt, weil, wie wir oben gesehen haben, diese Differential- 
gleichungen mit den EULERschen Gleichungen des Minimalprinzips 
identisch sind. Beim Kanalmodell arbeiten wir hingegen mit Glei- 
chungen, die der speziellen Modellvorstellung angepal3t sind, es mug 
daher zus~itzlich noch geprtift werden, unter welchen Bedingungen 
neben dem Energieprinzip auch die Forderungen der Thermodynamik 
befriedigt sind. 

Dazu gehen wir wieder aus von dem Prinzip cter minimalen Entropie- 
produktion. Ftir die lokale Entropieerzeugung im elektrischen Licht- 
bogen gilt nach (12) (far ~ werde hier ~ geschrieben) 

~, = ('/B, grad.~-) + ~ (I", ~), (32) 

bei Zylindersymmetrie also 
d cr(r~ E~ 

Die gesamte Entropieproduktion pro cm S~ulenl~nge ist dann 

R r R 

O=2=f~srdr2=If~'r'E2rdr + f dr} (34) 
o l 0  a , " 
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Bei der Berechnung des ersten Integrals beriicksichtigen wir, dab die 
Temperatur T und die L/ingsieldst/irke E tiber den gesamten Quer- 
schnitt ~rr ~ des Kernes konstant sind, in das zweite Integral setzen wir 

ftir den W~trmestrom den Ausdruck W, = I E_E aus G1. (29) ein. Dann 
gilt mit (28) 2err 

TR 

O - = - -  r ~ I E  d ---- ~ - - b  l E  ~ - -  IE = -rT~" (35) 
T 

Dasselbe Ergebnis fanden wir bereits bei der allgemeinen Ableitung des 
STEENBECKschen Prinzips aus deIn Entropieprinzip Es. G1. (25 b)~. 

Denken wir uns nun aus den beiden Gln. (28) und (29) wieder eine 
Variable (T oder r) eliminiert, so wird bei konstanter Stromst/irke I 
und festen Randbedingungen (R, TR----eonst ) die Feldst~trke E eine 
reine Funktion von r oder T, und da O im station~tren Fall ein Minimum 
haben soll, muB mit I und Tn=cons t  nach G1. (35) auch E einen 
Minimalwert annehmen, der durch 

dE _ _  0 oder dE _ 0 (36a, b) 
dr dT 

zu bestimmen ist. Mit Einftihrung des Prinzips der minimalen Entropie- 
produktion gelangen wir also zwangslgufig wieder zu den Bedingungen 
(31 a, b), die STEENBECK schon frtiher ohne besondere theoretische Be- 
griindung eingeftihrt hat, um die Bogendaten eindeutig festzulegen. 
Wit sehen jetzt, dab diese Bedingungen erforderlich sind, um neben 
dem Omvischen Gesetz (28) und dem Energieprinzip (29) aueh die 
thermodynamischen Gesetzm~iBigkeiten zu befriedigen. 

Wit mtissen noch etwas zur w6rtlichen Formulierung des STEEN- 
BEKschen Prinzips sagen. In dem eingangs angegebenen Wortlaut 
kommt der Begriif des ,,Bogenradius" vor, der gelegentlich mit dem 
Gesamtradius R des Bogens verwechselt worden ist. Aus der Art der 
obigen Ableitung ist zu ersehen, dab damit nur der Radius des Bogen- 
kernes, also der elektrischen Leistungszone, gemeint sein kann, w~hrend 
der Bogenrand R mit seiner Temperatur T R vorgegeben ist. Das Mini- 
mumprinzip muB bei der Anwendung auf das Kanalmodell pr~ziser 
gefaBt etwa folgendermaBen lauten: 

In einem station~iren Lichtbogen stellt sich bei gegebenem Slrom I 
und vorgegebenen Randbedingungen (Bogenrand R mit T ---- TR) der Radius 
(oder die Temperatur) der elektrisch leitenden Zone so ein, dab die 
elektHsche Feldst~rke einen Minimalwert annimmt. 

Die Zweideutigkeit des Begriffes ,,Bogenradius" hat in der Tat zu 
einigen scheinbaren Fehlresultaten gefiihrt, fflr die leider das STEEN- 
BECKSehe Minimumprinzip verantwortlieh gemacht wurde. Da es bei 
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anderen Gelegenheiten wiederum recht gute Ergebnisse lieferte, zog 
man den Schlul3, dab das Minimumprinzip nur in besonders ,,gtin- 
stigen" Fitllen anwendbar sei. Es erhielt somit den Charakter eines 
Zufalltreffers und veflor seine Allgemeingiiltigkeit. 

Die vermeintlichen Fehlleistungen k6nnen abet sofort aufgekliirt 
werden, wenn man sich an Hand des obigen Rechenganges klar macht, 
dab das Minimumprinzip im Grunde als Variationsproblem aufzufassen 
ist. Stellen wir z.B. die Stromtransportgleichung (28) und die Energie- 
gleichung (29) graphisch dar, so ergeben diese mi t  dex Nebenbedingung 
I, R, T R = const zwei Fl~ichen 
im (r, T,  E)-Raum bzw. deren 
Schnittkurve (Fig. 2). Im Ge- 
gensatz zur exakten S~iulen- 
theorie, bei welcher tier Bogen- 
zustand durch die obigen 
Rand- und Nebenbedingungen 
eindeutig festliegt, wird hier 
also noch eine unendliche Man- 
nigfaltigkeit von m6glichen Bo- 
genzust~inden zugelassen. Das 
Minimumprinzip der Entropie- 
erzeugung bzw. das gleichwer- 
tige STEENBECKsche Prinzip 
gleicht diese durch die N~the- 
rungsgleichungen (28)und (29) 

0 p s 
Fig. 2. ~)arstellullg der yon der Stromtransportgleichung 
und Energiegleichung besfimmten Raumkurve im (r, T, E)- 
Raum und deren Pro~ektion auf die (r, T)- und (T, E)- 
Ebene. Alle Punkte dicser Kurve sind physikalisch rlicht 
realisierbar bis auf den station~iren, der dem Minimum- 
prinzip entspricht. Nebenbedingungen I und R -  const 

eingeschleppte Unbestimmtheit wieder aus, indem es von deh unendlich 
vielen Wertetripeln (r, T, E) der Raumkurve nur dasjenige als reell 
ansieht, welches einem Minimalwert der Feldst~irke E und somit auch 
den thermodynamischen Grunds~itzen entspricht*. S~imtliche Punkte 
mit Ausnahme des einen, der im Minimum der Raumkurve liegt, sind 
daher physikalisch nicht realisierbar und geben im Sinne unseres 
Variationsproblems nur virtuelle Zust~inde wieder. Man kann folglich 
keine physikalischen Aussagen aus dem Verlauf dieser Kurve entnehmen, 
obwohl die Versuchung dazu groB ist. Betrachtet man z.B. deren 
Projektion auf die (T, r)-Ebene -- das ist gleichbedeutend mit der 
Elimination yon E aus den Gln. (28) und (29) --, so zeigt diese, dal3 die 
Temperatur T m i t  abnehmendem r anw~chst. Das wird nun in der Tat 
beim ersten Hinsehen vonde r  Erfahrung best~tigt, fiihrt aber sogleich 

* I m  n ~ . c h s t e n  A b s c h n i t t  w i r d  a u f  e in  A n a l o g o n  z u  d i e s e r  R a u m k u r v e  h i n -  
g e w i e s e n ,  n~ iml ich  a u f  d i e  H U G O N I O T - K u r v e  b e i  d e r  D e t o n a t i o n s w e l l e n t h e o r i e .  
A u c h  d i e se  K u r v e  w i r d  d u r c h  e i n e n  N ~ i h e r u n g s a n s a t z  g e w o n n e n  l i n d  d e r  e i nz ige  
s t a b i l e  Z u s t a n d  d u t c h  d i e s e l b e  F o r d e r u n g  n a c h  I n i n i m a l e r - E n t r o p i e e r z e u g u n g  
a u s  d e r  u n e n d l i c h e n  M a n n i g f a l t i g k e i t  a u s g e s o n d e r t .  

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 144 41 
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zum Widerspruch, wenn man den zugeh6rigen Feldst~trkeverlauf in 
Fig. 2 betrachtet.  Mit abnehmendem Radius r f~llt auch E zun/ichst 
ab, steigt dann abet  nach Durchlaufen eines Minimalwertes wieder an. 
Das  Experiment  besagt dagegen, dal] die Feldst/trke, wenn man den 
Bogendurchmesser bei konstanter  Stromst/~rke verkleinert, immer nur 
zunehmen kann, der v611ig frei brennende Bogen also die geringste 
Feldst/irke besitzt. Zumindest in einem Tell widergpricht also unsere 
Raumkurve  der Erfahrung. Dieser Widerspruch rtihrt abet  nur daher, 
dab wir uns im ,,Virtuellen" bewegen. Von einer Anderung des Bogen- 
radius R war bislang tiberhaupt nicht die Rede, denn unsere Neben- 
bedingungen lauten I und R----const. Es ist der Radius r der Leit- 
f/~higkeitszone mit  dem Gesamtradius R des Bogens verwechselt worden. 

Um etwa die Abh/ingigkeit der gesamten Bogeneigenschaften bei 
Ver/inderung der Randbedingungen und anderer Parameter  zu be- 
trachten, schreiben wir ganz allgemein ftir die Stromtransportgleichung, 
entsprechend (28) 

F (I, E, r, T) ---- 0 

und ftir die Energiebilanz, entsprechend (29) 

G ( I , E , r , R ,  T, TR)=O 
(die Randtemperatur T R soll inamer konstant bleiben). 

Is t  die Temperaturabh/ingigkeit  der beiden Funktionen a(T) und 
n(T)  bekannt,  so k6nnen aus obigem Gleichungssystem zusammen mit  
dem Minimumprinzip jeweils zwei  Variable eliminiert werden. Um zu 
den Bogencharakteristiken zu kommen,  hat  man z.B. r und T zu eli- 
minieren, dann folgt eine Gleichung H (I, E, R) = 0 oder E = E (I, R). 
(EventueU ist bier noch der Druck p als Parameter  einzuftihren, denn 
die Funktionen a und n sind ganz allgemein natiirlich noch yon p ab- 
h~ngig.) Bei I = const erh/ilt man hieraus auch den mit der Erfahrung 
iibereinstimmenden st~ndigen Anstieg yon E mit  abnehmendem R i m  
Gegensatz zu dem oben erw/ihnten falschen Resultat  bei Verwechslung 
von r mit  R. Interessiert man sich ftir die Temperatur/inderung irn 
Bogen mit  abnehmendem Radius bei konstantem I ,  so eliminiert man 
E und r und bekommt  eine Beziehung T---- T (R). Diese Funktion zeigt 
dann einen qualitativ /thnlichen Veflauf wie die Projektion (T, r) der 
Raumkurve  in Fig. 2, was verst/indlich ist, weil d e r  Kernradius r < R 
ist und mit Verkleinerung von R ebenfalls abnimmt.  Dennoch haben 
beide Kurven quant i ta t iv  nichts miteinander zu tun, weft die in Fig. 2 
dargestellte mit  Ausnahme eines einzigen Punktes physikalisch nicht 
reell ist*. 

* Die Tatsache, dab die Temperatur des Bogens mit der Einschniirung an- 
wAchst, wird gelegentlich als ,,Bogenparadoxon" mit den Worten ausgedriickt: 
,',Kiihlung eines Lichtbogens erhSht dessen Temperatur." Nun bedeutet die Kiih- 
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Diese Ausffihrungen sollen die Bedeutung der Randbedingungen 
hervorheben. Nun wird man experimentell, also z.B. aus einer photo- 
graphischen Aufnahme des Lichtbogens, praktisch doch nur den Kern- 
radius r ermitteln kSnnen, weil die haupts~ichliehe Strahtung in dem 
inneren Teil des Bogens emittiert wird. Will man Experiment und 
Theorie miteinander vergleichen, so ist nach dem Vorangehenden er- 
sichtlich, dab die Minimumbedingung ihrerseits die Angabe von r gar 
nicht leisten kann, wenn nicht irgendeine Aussage fiber den eigent- 
lichen Bogenrand R mit der zugeh6rigen Randtemperatur vorliegt. 
Man kommt also keinesfalls darum herum, diese Randbedingungen 
irgendwie festzulegen. Bei B6gen, die in definierten Rohren oder Ge- 
f~iBen brennen, bietet das keine Schwierigkeiten, und es ist bezeichnend, 
dab das Minimumprinzip gerade in denjenigen F~illen zum Erfolg ge- 
fiihrt hat, bei denen diese Randwerte berticksichtigt werden konnten. 
Wir erinnern an die ausgezeichneten Ergebnisse STEENBECKs [16] und 
FOITZlKs [3] bei der Deutung der Messungen am W/ilzbogen und an die 
erfolgreiche Prfifung des Minimalprinzips am ,,elektrischen Licht- 
bogen in schnelt strSmendem Gas" von KIRSCHSTEIN und KOPPEL- 
MANN [7]. Abet auch beim sog. ffei brennenden Lichtbogen sollte die 
Angabe der Randbedingungen keine Schwiefigkeiten machen, denn auI 
irgendeine Weise wird dieser ja doch stabilisiert. 

Wir haben uns hier so eingehend Init dem Kanalmodell besch/iftigt, 
weil wir glauben, dab ftir viele praktische Zwecke dieses einfach dureh- 
zurechnende Modell auch heute noeh seine Bedeutung ffir einen Ver- 
gleich von Experiment und Theorie hat. Das Minimumprinzip muB bei 
richtiger Anwendung auf das Kanalmodell zu guten Nfitlerungswerten 
fiir den Bogenzustand fiihren und hat seine Brauchbarkeit in den F/illen, 
in denen es vernfinftig gehandhabt wurde, auch bewiesen. 

V. Diskussion der Ergebnisse 

In den vorangehenden Abschnitten haben wit gezeigt, dab das 
Minimalprinzip der Entropieproduktion, angewandt auI den elektri- 
schen Lichtbogen, sowohl ganz allgemein, als auch bei der vereinfachten 
Vorstellung des Kanalmodells, zum STEENBECKschen Prinzip der mini- 
malen Brennspannung ftihrt. 

Umgekehrt schlieBend, dfirfen wir nun auch die zahlreichen prak- 
tischen Ertolge, die man bei der Anwendung dieses Prinzips auf den 
elektrischen Lichtbogen erzielt hat, als experimentelle Beweise ffir die 

lung einer Bogens~iule nichts anderes als das Herabsetzen der Temperatur in den 
Randgebieten der S~,ule, bewirkt also eine Verkleinerung des Bogenradius R, mit 
anderen Worten eine Einschniirung der Bogensiiule. Macht man sich dies Mar, 
so ist aber das ,,Bogenparadoxon'" nicht weniger paradox als die Behauptung, dab 
ein diinner Draht  bei derselben Stromstiirke heiBer wird als ein dicker. 

4t* 
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Giiltigkeit des Entropieprinzips ansehen, wie sie besser wohl kaum 
an Hand anderer thermischer NichtgleichgewiChtssysteme erbracht 
werden k6nnen. Der Lichtbogen ist eben ein thermodynamisches Sy- 
stem, bei dem die wirksamsten irreversiblen Prozesse besonders gut der 
Messung zugtinglich sind. Der irreversible Strom yon Ladungstrtigern 
kann direkt am Amperemeter und die zugeh6rige , ,Kraft"  am Volt- 
meter abgelesen werden. Ferner bereitet die spektroskopische Bestim- 
mung de~,,thermischen Kraft" ,  alsodes Temperaturgradienten und der 
Temperatur selbst, heute keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr. 

Wir miissen zum SchluB abet noch auf eine eigenttimliche Schwierig- 
keit hinweisen, die in Abschnitt II  bei der Berechmmg der EOLER- 
schen Gleichungen aus dem Variationsproblem yon WERGELAND iiber- 
gangen worden ist. Dort  wurden bei den Variationsableitungen der 
Entropieproduktion nach den thermodynamischen Potentialen die 
Koeffizienten ~iK, die doch selbst im allgemeinen Funkfionen dieser 
Potentiale Sind, nicht mitvariiert. Ohne diese Vernachltissigung st SBt 
man aber bei der Identifizierung der EuLERschen Gleichungen Init den 
Erhaltungssiitzen auf Unstimmigkeiten, auf die unter anderen GLANS- 
DORrF [4] aufmerksam gemacht hat. Die Ursache ftir diese scheinbare 
Diskrepanz ist nun offensichtlich nicht im Entropieprinzip selbst, 
sondern in dem Ntiherungscharakter der linearen Ans~tze der thermo- 
dynamisch:phAnomenologischen Theorie irreversibler Prozesse zu suchen. 

In einer gaskinetischen Arbeit zeigt KOHLE~ [8], dab sich die sta- 
tistische Fundamentalgleichung in ein Variationsprinzip umformen lttBt, 
welches Aussagen tiber Extremaleigenschaften der Entropieerzeugnng 
dutch St6Be zul~Bt. Wir k6nnen daraus schlieBen, dab das Entropie- 
prinzip in einem viel gr613eren Bereich gtiltig ist, als die thermodyna- 
mische Kontinuumstheorie, und dab daher die v611ig exakte L6sung des 
Variationsproblems nur entweder mit den gaskinetischen Methoden 
von ENSKOG-CHAPMAN oder durch Einftihrung h6herer Glieder in die 
Reihenentwicklung ftir die generalisierten Str6me und die thermo- 
dynamischen Funktionen wie Entropie, chemisches Potential  usw. zu 
bewttltigen sein wird. Innerhalb des Anwendungsbereiches der thermo- 
dynamischen Theorie kann jedoch die Vernachl~ssigung der Variation 
der phtinomenologischen Koeffizienten in den Ableitungen von WERGE- 
LAND und MAZUR ZU keinen ernsthaften Bedenken AnlaB geben. 

Im iibrigen spielt dieses Problem bei tier eigentlichen Rfickfiihrung der STEEN- 
BECKSChen Niinimulnbedingung auf das Entropieprinzip fiberhaupt keine Rolle, 
well wir dabei yon vornherein yon der gesamten Entropieerzeugung ausgegangen 
sind, ohne die Variationsableitungen bilden zu miissen. 

SchlieBlich mag nicht unerwtthnt bleiben, dab es in der T a t  einige 
interessante experimentelle Beobachtungen gibt, die auf die umfassen- 
dere Bedeutung des Entropieprinzips hinweisen. Dazu miissen wit 
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daran erinnern, dab das Prinzip der minimalen Brennspannung, welches 
wir hier in das Entropietheorem eingeordnet haben, ja ursprtinglich 
bei der Erkl~rung des Kathodenfalles yon Glimmentladungen auf- 
tauchte (CoMPTO~ und MORSE) und oft auch auf kathodennahe Gebiete 
des Lichtbogens angewandt wird (ROMPE und WEIZEL [18]). Nun ist 
die thermodynamische Kontinuumstheorie sicher nicht mehr ftir die 
Beschreibung des Kathodenfallmechanismus zust~indig, wohl aber die 
gaskinetische Methode mit der exakteren Formulierung der minimalen 
Entropieproduktion durch St613e. 

Ein paralleler Fall liegt auf gasdynamischem Gebiet vor, nXmlich 
bei der Detonationswelle. Auch bier ist die ph~tnomenologisehe Theorie 
auf die Vorg~nge innerhalb der Stol3front nicht mehr anwendbar. 
Man kann diese Schwierigkeit abet dadurch umgehen, dab man die 
Welle als station~tr und das Gas vor und nach dem Durchlaufen der 
Stol3front als im thermischen Gleichgewicht befindlieh betrachtet. Die 
unter diesen Voraussetzungen ableitbare HUGONIOT-Kurve 1/il3t bei ge- 
gebenem Ausgangszustand noch eine unendliehe Mannigfaltigkeit yon 
Drnck- und Dichtewerten zu, in Analogie zu der unendliehen Anzahl 
yon Wertetripeln (r, T, E) bei der oben erw~ihnten Raumkurve des 
Kanalmodells der Lichtbogentheorie. Genauso wie beim Lichtbogen 
der station~ire Zustand durch den Punkt der Raumkurve besehrieben 
wird, der einem Minimum der Feldst~rke (STEENBECK-Bedingung) ent- 
spricht, gibt dort derjenige Punkt der HuGOmOT-Kurve den tats~ich- 
lichen stabilen Zustand an, bei dem ein Minimum der Detonations- 
geschwindigkeit (CHAPMAN-JOUGUET-Bedingung) und gleichzeitig ein 
Minimum der spezifisehen Entropie entlang der HucoNIOT-Kurve vor- 
liegt (BEcKER und SCORAH). Wie HAASE [5] bemerkt hat , sind diese 
Bedingungen aber gleichbedeutend mit einem Minimum der Entropie- 
produktion, denn Entropie • Detonationsgeschwindigkeit ---- Entropie- 
produktion in der StoBfront. 

W~ihrend also die Anwendung des Prinzips der minimalen Entropie- 
erzeugung bei Gasentladungsproblemen zwangsl~tufig auf die STEEN- 
BECKsche Bedingung zurtickftihrt, gelangt man bei dem gasdynamischen 
Problem der Detonationswelle mit demselben Prinzip zur experimentell 
gesicherten CHAPMAN- JouGuET-Bedingung. 

Diese Ahnlichkeit zwischen den Problemen der Gasdynamik und 
Gasentladung geht wahrscheinlich tiber eine rein Iormale Analogie 
hinaus. Wie wir oben erw~thnten, ist das STEENBECI~sche Prinzip mit 
Erfolg auch anf Kathodenfallgebiete angewandt worden. Zwischen 
den Verh~ltnissen in den Fallgebieten mancher Gasentladungen und 
denjenigen innerhalb der StoBfront einer Detonationswelle bestehen 
aber weitgehende Ahnlichkeiten. Hohe Teilchengeschwindigkeiten, ein 
starker Temperatursprung und chemische Reaktionen einsehliel31ich 
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Ionisationsvorg~ngen tiber eine Strecke von wenigen freien Wegl~ingen 
sind beiden Erscheinungen gemeinsam. Eine Behandlung beider Pro- 
bleme unter einem einheitlichen gaskinetischen Gesichtspunkt ftihrt 
m6glicherweise zu interessanten Ergebnissen. 

Zusammenfassung 
Es wird der Zusammenhang zwischen dem in der Gasentladungs- 

physik bekannten STEENBECKschen Prinzip der minimalen Brenn- 
spannung und dem der Theorie irreversibler thermodynamischer Pro- 
zesse entnommenen Prinzip der minimalen Entropieproduktion unter- 
sucht. Um die tibergeordnete Stellung dieses allgemeinen thermodyna- 
mischen Prinzips zu erkennen, wird zun/ichst eine von WEI~GELAND und 
MAZUR stammende Ableitung wiedergegeben, welche zeigt, dab die Er- 
haltungss~itze ftir Masse, Ladung und Energie in erster N~iherung als 
EULERsche Gleichungen dieses Extremalprinzips angesehen werden 
k6nnen. Die Erhaltungss~tze enthalten nattiflich auch die ftir die 
Lichtbogentheorie wesentlichen Gmndgleichungen, also z.B. die ELEN- 
BAAs-HELLERsche Energiebilanz. Ausgehend von der Entropiebilanz 
eines allgemeinen thermodynamischen Nichtgleichgewichtssystems im 
station~iren Zustand gelangt man unter Bert~cksichtigung der Erhaltungs- 
s~tze zu einem Ausdruck fiir die gesamte Entropieproduktion, der bereits 
als Satz yon Gouv und STODOLA bekannt ist. Ftir den elektrischen 
Lichtbogen erh~ilt man femer bei Vemachl~issigung aller nichtelek- 
trischen KrAfte auf den Stromtransport far die Entropieerzeugung 

0 - -  ~ , ~ )  d z - -  TR ' 

wobei I die Stromst~irke, U die Brennspannung und T R die Rand- 
temperatur des Bogens bedeutet. Da 0 im station~iren Zustand ein 
Minimum sein soll, so mug bei L TR = const auch die Brennspannung U 
einen Minimalwert annehmen. Das STEENBECKsche Prinzip ist somit als 
Spezialfall eines echten thermodynamischen Extremalprinzips anzu- 
sehen. 

Bei der Behandlung des Kanalmodells wird darauf hingewiesen, 
dab bei Modellvorstellungen yon thermodynamischen Systemen nicht. 
nut das Energieprinzip (erster Hauptsatz), sondern auch das Entropie- 
prinzip (zweiter Hauptsatz) erftillt sein muB und dab die Anwendung des 
letzteren aui den Lichtbogen zwangsl~iufig wieder auf die STEENBECK- 
schen Forderungen 

dE  dE  
-- 0 bzw. -- 0 

dr d T  

(Minimum der Feldstftrke) 
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fi ihrt .  D a  das  STEENBECKsche Pr inz ip  sowohl al lgemein als auch im 
R a h m e n  der  Kana lmode l lvor s t e l lung  auf das  t h e r m o d y n a m i s c h e  En-  
t rop iepr inz ip  zur t ickgeft ihr t  werden kani1, dtirfen r i i ckschauend  auch 
die zahlre ichen pos i t iven  Resu l ta te ,  die m a n  bei  der  Anwendung  auf 
den L ich tbogen  erziel t  ha t  (STEENBECK, FOITZIK, KIRSCHSTEIN u n d  
KOPPELMANN), als exper imente l le  Beweise fiir das  Minimalpr inz ip  der  
E n t r o p i e p r o d u k t i o n  angesehen werden.  

In  der  Diskussion der  Ergebnisse  wird  wei terhin  noch auf den Niihe- 
rungscha rak t e r  der  ph~nomenologischen Theor ie . i r r eve r s ib le r  Prozesse 
eingegangen,  der  sich bei  der  Able i tung  der  EuLERschen Gleichungen 
b e m e r k b a r  macht .  Erfolgreiche Anwendungen  des Min imumpr inz ips  
auf  Ka thodenfa l lgeb ie te  (Ro~IPE und  WEIZEL) und auf die De tona t ions -  
welle (HAASE) deu ten  da rau f  hin, dab  das  En t rop iep r inz ip  noch in 
e inem Bereich Gi i l t igkei t  ha t ,  in dem die ph~nomenologische Theorie  
versagen muB. Schliel31ich wird  auf die ~hn l i chke i t  der  Verh~iltnisse 
in den Fa l lgeb ie ten  bei  Gasen t ladungen  und  in der  F r o n t  der  De tona-  
t ionswelle hingewiesen. 

Literatur 
[I] GROOT, S. R. DE: Thermodynamics of irreversible processes. Amsterdam 

195t. - -  [2] ELENBAAS, W., F. KESSELRING U. F. KOPPELMANN: ETZ 57, 1497 
(1936).- [3] FOITZIK, R.:Wiss.Ver6ff. Siemens-Werk 19, (I), 28 (1940) . -  [4] GLANS- 
DORFF, P. : Physica, Haag 19, 737, t029 (1953) . -  [5] HAASE, R.: Z. Naturforsch. 
6a, 522 ( t 9 5 1 ) . -  E6] HAASE, R.: Thermodynamisch-ph~nomenologische Theorie 
der irreversiblen Prozesse. Ergebn. exakt. Naturw. 26, 56--t64 (1952). - -  
[7] KIRSCHSTEIN, B., u. F. KOPPELMANN: Wiss. Ver6ff. Siemens-Werk 16 (III), 56 
(1937). - -  [8] KOHLER, M.: Z. Physik 124, 772 (1948). - -  [9] MAECKER, H., u. TH. 
PETERS: Z. Physlk 144, 586 (1956). - -  [10] MAZUR, P.: Bull. Acad. Roy. Belg. C1. 
Sci.,V. Ser. 38, 182 (1952). - -  [11] MEIXNER, J.: Ann. Phys. (5) 39, 333 (t94t); (5) 
43, 244 (t943). - -  Z. phys. Chem. 53, 235 (t943). - -  [12] PRmOGIN~, I.: ~:tude 
thermodynamique des ph6nom~nes irr4versibles. Paris u. Liittich t 9 4 7 . -  
[lS] Ro~eE, R., u. W. WEIZEL: Z. Physik 119, 366 (t942). - -  [14] ROMPe, R., u. 
W. WEIZEL: Z. Physik 120, 31 (t943). - -  Theorie elektrischer Lichtb6gen und Fun- 
ken. Leipzig: Johann Ambrosius Barth 1 9 4 9 . -  [15] STEENBECK, M.: Phys. Z. 
33, 809 (t932). - -  [16] STE~NBECK, M.: Wiss. VerSff. Siemens-Werk 19 (I), 59 
(1940) . -  [17] STODOLA, A.: Dampf- und Gasturbinen. Berlin: Springer 1924. - -  
[18] WERGELA~D, H.: IK. Norske Vidensk. Selsk. Forhandl. 23, 110 (t950). 


