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Zur statistischen Besdlreibung von Gesamtheiten 
mit  kollektiver Wedlselwirkung.  

111. Die verschiedenen F0rmulierungen der Tragerkinetik. 

Won 

G ECKER 

(Ezngegangen am 9 Februar 19aa ) 

In den vorausgegangenen Arbelten (I, II) 1st die Frage der Beschreibung kollektlver 
Gesamthelten unter dem gundlegenden Geslchtspunkt ,,mdlvlduelles oder kollek- 
fives Verhalten" dlskutmrt worden Die vorhegende Untersuchung befal3t smh 
mlt der mathematmchen Formuherung der mnerhalb der kollektlven Beremhe gel- 
"cenden kmetlschen Gesetzmal31gkelten Die verschmdenen in de1 Llteratur ver- 
wendeten Naherungen werden dlskutmrt Fur dm emzelnen Verfahren ergeben slch 
Beschrankungen des Anwendungsberelches, die slch auf die Ergebnlsse entscheldend 
auswlrken Dies gilt lnsbesondere fur die , jsotherme hydrodynam~sche" Beschre~- 
bung, die mchthnearen Unterbuchungen an Hand der LORENTZ-GlelchUng ulld die 
von LANDAU krltmlerte Uberbestlmmung der Varlablen der Substttutlonsanalysls 
Die in I geschllderten Dtskrepanzen lassen slch - -  sowelt sle nlcht schon in I, II  
gedeutet werden konnten - -  auf Grund der vorhegenden IJberlegungen verstehen 

In der Emleltung zu emer fruheren Untersuchung [1] 1 haben wlr auf 
gewlsse Dlskrepanzen sowm begrlffhche Unklarhelten der ubhchen Be- 
schrelbung von Gesamthelten mlt mtegraler Wechselwlrkung hmge- 
wmsen Em Tell dleser Schwlerlgkelten konnte m den Arbelten [11 bzw 
[2] 1 durch dm Formuherung und Abgrenzung des Anwendungsberelches 
kollektlver Beschrelbung beseltlgt werden Nach dlesen Uberlegungen 
laBt slch der Phasenraum hmslchthch der Beschrelbung in zwel Beremhe 
von wesenthch verschledener Quahfikatton unterteflen Wlr haben dlese 
belden Geblete als,,mdlvlduelle" bzw ,,kollektlve" Zonen unterschleden 
Dm kollekhven Beremhe zelchnen slch dadurch aus, dab m lhnen das 
Verhalten des Tragerensembles mlt Hflfe emer mlttleren Dlchtefunktlon 
unter Zugrundelegung des Dlsperslonsmodelles (D-Modell) ausrelchend 
beschrleben werden kann Innerhalb der mdlvlduellen Zoncn dagegen 
1st tier Tellchencharakter des elnzelnen Indlvlduums mcht zu vernach- 
lasmgen Die kollektlve Beschrelbung unter Verwendung der VLAsovschen 
Naherung bzw der bekannten gaskmetlschen Grundglelchungen brlcht 
in den mdlvlduellen Zonen volhg zusammen Die genannte Aufghederung 
des Phasenraumes 1st kelnesfalls eme fest vorgegebene, sondern hangt 
sowohl von den Elgenschaften des emzelnen Tragers, wle auch von den 

1 L1 ] bzw [2] un folgenden mlt I u n d  II  bezelchnet 
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spezlellen Elgenschaften und dem augenbhckhchen Zustand der unter- 
suchten Gesamthelt ab Demzufolge andert smh die Emtedung des 
Phasenraumes mlt der Zest Insbesondere 1st die Aufghederung aber 
auch v o n d e r  zu beschrelbenden Verhaltenswelse abhanglg Aus dlesem 
Grunde hefert dle Tragerdynamlk gemal3 den belden dynamlsehen 
Grundaufgaben - -  der Formuherung der mneren Wechselwlrkung und 
der Beschrelbung der Tragerkmetlk - -  zwel voi~emander verschledene 
Zonenemteflungen des Phasenraumes, dw durch die Bedmgungsglel- 
chungen (1 a - -  t b) und (2a--  2m) In I I  1 festgelegt wurden 

Wlr hat ten auch berelts a a O ausemandergesetzt, dab wlr eme 
vorgegebene Gesamthelt mlt  langremhwemgen Zwlschenkraften m 
emem beshmmten Vorgang dann unelngesehrankt kollektlv be~chrelben 
konnen, wenn die Tlager der ln&vlduellen Beielche nur emen vernach- 
lasslgbaren Emflul3 auf den Gesamtablauf des Vorganges m den kollek- 
riven Berelchen ausuben Und zwar muB dies auch dann noch gelten, 
~enn wlr - -  ungerechtfertlgterwelse --  die kollektlve Beschrelbung auch 
auf die m&vlduellen Zonen ausdehnen In allen anderen Fallen stud die 
mdlvlduellen Berelche v o n d e r  kollektlven Besehreibung auszusehheBen 
Die entsprechenden Trager mussen unter Belucksmhtlgung ihres Tell- 
chencharakters erfaBt und m lhrer Wechselwlrkung mlt den kollektiven 
Zonen des Systems beschneben werden 

Damlt  1st zwar entschleden, ~elche Methodlk auf ~elche Berelche 
anzuwenden 1st Dm Form der gesetzmal3igen Erfassung des mdlvl- 
duellen oder kol!ekuven Verhaltens kann dagegen noch naeh Gesmhts- 
punkten der Zweckmat31gkelt passend gewanlt ;~ erden Gowll3, - -  hm- 
smhtheh der Formuherung der mneren Wechsel~ lrkung lSf die angemes- 
sene Beschreibung der Elektron-Ion-Gesamthelten m den Bezlehungen 
der Potentlaltheone und der Elektrodynamlk zlemhch emdeutlg vor- 
gegeben und aueh allgemem in der Llteratur verwendet Bezughch der 
Tragerkmetlk dagege~ kann und hat man aus verschledenen Erwagungen 
heraus verschledene Formuherungen gewahlt und nach dlesem Gesmhts- 
punkt  lassen sleh die Untersachungen in drel Gruppen teflen, die wlr der 
Kurze halber durch die Buehstaben (B, L, M) kennze~chnen wollen 

Die Arbelten [3] bls [7~ der Gruppe (B) ver~ enden die folgende ver- 
emfaehte Form der BOLTZ~aI~,'schen Fundamentalglelehung 

~I + ~! as < a-~ ~-~T + c ~  = ~  (tB) 

1 A n m e f k ~ n g  z u  I ,  I I  In  I I I  ~ u r d e  em Schre~bfehler ubersehen,  msofern  
als es m d e r  B e m e h u n g  (2k II) u n d  al!en en t sp rechenden  Gle lchungen aus  I, I I  
s e l b s t v e r s t a n d h c h  Inch t  tclzl t, sondern  al tit c heiBen muB Aul3eroem 1st die GroBe 2" 
au f  S 283 I u n d  296, II  kor rekt  def lmert ,  als < A r / ~ )  fur  GI ( t l a ,  I) bzw die 
k lems te  der Grol3en < A C / ~ ) ,  t c fur  Gt (11 b I) I n  der G1 (20b), I wurde  d~e 
Ml t te l lung  der r ech ten  Selte uber  das  Ze l tmte rva l l  z]mt  m c h t  gekcnnzemhne t  

Zeltschrxft fur Physxk Bd t4t 20  
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wo / die BOLTZMANNSChe Verteflungsfunktmn bezelchnet und ~ durch 

-- m ~ -- m e (~ @ Er (2) 

gegeben :st, wenn ~, g) elektrlsche bzw magnetlsche Feldstarke und c ~ 
dae Lichtgeschwmdlgkelt kennzemhnet 

Die Untersuchungen [81 bls [13] (L) dagegen benutzen den Trager- 
erhaltungssatz und die LORENTz-Glelchung 

80s 
cot + d:v (:)~ ~s) = o (%a) 

{~t +(OsV)}t~s=~,  (tL b) 

wahrend sehheBheh :m Fall (M) der Arbmten [14] bxs [191 die folgende 
Form der bekannten MAxwELI.schen ,,hydrodynam:sehen Glemhungen" 

COQ 
CO-T + dlv (O ~) = 0 OM a) 

O(:)D) __}_ dlV~)o =- ~ ( t M b  ~ cot 

Es bezemhnen m (IL, M) e, e~ d:e m:ttlere Dmhte zugrunde gelegt wlrd 
bzw ~, Os dm mlttlere Geschwmdlgkmt, defimert durch 

ic) 

(r 
~, _ f c(t, t,) arc 

, (r , 
f (L 1.) d g c 

und 
(3 a) 

(3 b) 

WO slch die Integration (c) uber den gesamten Geschv, lndlgkeltsraum 
erstreckt und/~, lm Fall von mehreren Stromkomponenten, dm Vertm- 
lungsfunkt:on der s-ten Komponente bezemhnet dV~ glbt das Volumen- 
element des Geschwmdlgkeltsraumes an ~o kennzemhnet die lsotherme 
Naherung des Drucktensors 

(r 
: p . =  f / c~  c~dV~ (4) 

Die Formuherungen (1) enthalten notgedrungen gewlsse Vernaeh- 
lass:gungen, dm man smh vergegenwartlgen muB, um die Tragwmte der 
verschledenen Methoden beurtellen zu konnen Dins 1st msbesondere 
lm Hlnbhck auf die in I besehnebenen Dlskrepanzen von Interesse 

Zu dlesem Z~ eek gehen w:r yon der BOLTZMANI~schen Fundamental- 
glemhung 

of + ~  0/ + c  col - -  c&f (5~) 
0-7 ~ o~ 0t 
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aus, In der das Ghed ~//at zunachst allen Anderungen dei Vertellungs- 
funktlon durch mnere Wechselwlrkung Rechnung tragen soll Allerdlngs 
wlrd man bm den bier dlskutlerten Systemen mlt langrelchwmtlgen 
Zwlschenkraften den kollektlven Antml der lnneren Wechselwlrkung mlt 
Vortefl abspalten und entsprechend dem Gebrauch in den Gln (1) unter 
Verwendung der VLASOVschen Naherung m ~ erfassen Dann enthalt 
~//Ot nur noch die D:chteanderungen mfolge mdlvidueller Wechsel- 
wlrkungsantefie mlt artfremden und artglemhen Parhkeln 

Aus der Bezlehung (SB) lassen smh nnmlttelbar durch emfache 
Umformungen auch dm allgemelnen Gesetzmal31gkmten flnden, vvelche 
den Gln (tL, M) zuzuordnen slnd Dazu mtegrleren wlr dm G1 (SB) era- 
real dlrekt und em zweltes Mal nach vorhenger Multlphkatlon mlt der 
Tragergeschwlndlgkelt cube r  den gesamten Impulsraum Unter Ver- 
wendung der Bezemhnungen (3) (4), sowle der Abkurzungen 

(r 

(e) 

f O~t dV c (6b) A~(q,)= c-g/- 

ergeben smh die Glemhungen 

ao 0~ + dlv (e ~) = A~r e (5~ia) 

0t 

Handelt es slch um eln System yon mehreren Stromkomponenten, die 
wlr getrennt durch Vertellungsfunktlonen/s beschrelben, so grit fur 
lede der Stromkomponenten em zu (55t) entsprechendes Paar yon Be- 
wegungsglelchungen, we ledlghch an die Stelle von e, ~, J) die Grol3en 
es, t~s, , J)s treten 

DleBez~ehungen (5M) hefern nun auch lelcht die allgememen Formeln, 
welche den GesetzmaBlgkelten (tL) zugeordnet slnd Dm G1 (5,~ia) konnen 
wlr m unveranderter Form ubernehmen Die Bezmhung (5Mb) dagegen 
/ormen wlr em wenlg um, mdem w~r (5Ma) mlt der mlttleren Geschwlndlg- 
kmt multlphzleren und von (5~b) subtrahleren Damlt erhatten wlr die 
Bezlehungen 

~ s  ~3--7- -{- dlv (es 10s) =--Ages (SLa) 

e~ ~ - + ( ~ s  V) I)s+dlv~s--e~----0sA~rl)~, (~L b) 

we ]etzt die Abkurzungen 
(r 

(7a) 
20* 
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und 
(c) (r (r 

fo~l, cdE_D, fa~l, dE= a~r~ r odE} 

verwendet slnd 

Urn dm Beschrankungen der Bezmhungen (t) zu beurteflen, verglel- 
then wlr &ese Formeln rnlt den Gin (5) 

I)m Vernachlasslgung der mdwlduellen Wechselwlrkung mlt art-  
elgenen und artffernden Tragern, wm me das Fehlen der Gheder a~//0t 
bzw A~(~), ~ A~(~,) und d ~ ( ~  b~) in (1) zum Ausdruek brmgt,  1st er- 
slchthch allen Verfahren (M, L, B) gememsam Was den artelgenen An- 
tell anbetrffff, 1st d~ese Vernachlasslgung berechtlgt, wenn das m I I  her- 
geMtete K n t e n u m  [II,  G1 (Sb)] beffmdlgt 1st Dm Vernachlasslgung 
der arffremden lndlvlduellen Wechselwlrkung, --  der entsprechende 
kollektlve Antefl 'kann wlederum befnedlgend m ~ beruckslehtlgt 
werden - -  erschemt jedoch lrn allgememen wemger emleuchtend, und 
bedurffe yon Fall zu FM1 der Reehffemgung Insbesondere lm Innern 
emes Plasmas groBer Neutralteflchendlehte muB man erwarten, dab 
dmse artffemden Emflusse rnerkbar werden, und emlge Bereehnungen 
haben dementspreehend versucht, der mdlvlduellen Emwlrkung art- 
tremder Teflchen duEh  emen emfachen Relaxatlonsterm der Form 

esAK~s = - - a l  ~s 1)1$ (Sa) 

in (IL) bzw durch tin Ghed der Form 

0x/ __ as/1 (8 b) 
0t 

m (tB) Rechnung zu tragen 1~ I u n d  /1 bezeichnen dabel die Abwei- 
chungen ~1 = 1 ) -  0o, /1---- / - /o  vom Ausgangszustand ~o,/o 

Obschon dlese Ansatze elnen erfreuhchen ersten Schrltt zur Erfassung 
der artfremden Elnflusse darstellen, so daft man ihre Tragwelte doch 
mcht uberschatzen Die kmetische Theone der Gase zelgt zwar, dab man 
ahnhche Relaxatlonsgheder naher begrunden kann, ]edoch gehngt dies 
nur unter sehr beschrankenden Bedmgungen So mul3 die Stol3frequenz 
ausrelchend groB seln, urn die statlstlsehe Erfassung der StoBprozesse 
zu erlauben, die Abwelchungen mussen die Beschrankungen auf hneare 
Gheder ermoghchen und die Wechselwlrkung muB entweder derjemgen 
der MAXWELL-Molekule entsprechen oder aber - -  bei beheblger Potenz n 
des Wechselwlrkungsgesetzes (t/r ') --  die Masse der untersuchten Trager 
mul3 sehr klein gegenuber derjemgen der artfremden Teflchen seln ]3e- 
ruhlgt man slch mlt der Annahme, dab dlese Forderungen fur die 
Elektronen in emem Plasma angenahert erfullt semn, so kann man das 
Ergebnls tier Gaskmetlk verwenden, welche fur ?K//St bel elastlschen 
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StoBen dm Bezlehung 

(~,~I 1 _ ~ f ~ l ' ~  - d - j ~ -  t T v L = -  ~ Q I'~ (9a) 

llefert, wo /' durch die Umformung 
(r 

f t _ i, 0o) ! = j l  dV~ ~) o 
f ldV~ 

defimert 1st und, wle oben, / ' = g - F / ;  und ~ = 0 0 q - e l  gdt G1 (9a) m 
G1 (7b) elngesetzt, bestatlgt dann den Ansatz (8a) Allerdmgs grit dies 
nur unter den genannten Voraussetzungen und man hat aul3erdem za 
bedenken, dab neben den elastlschen StoBen auch unelastlsche Vorgange 
eme wesenthche Rolle spmlen Gememt stud damlt Anregungs-, Re- 
kombmatlons- und Iomsatlonsprozesse Auch dmse Vorgange hefern 
selbstverstandhch analog zu (ax/'/at)e emen Beltrag (axf'/at)~ Es er- 
schemt ]edoch augerordenthch zwelfelhaft, ob slch auch m dmsem Fall 
em Ansatz der Form 

( ~ 1 '  / = ~7-1.  - -  a~ f l  (9b) 

rechtfemgen laBt Daruberhmaus veilangen die genannten Emflusse lm 
Gegensatz zu den elastlschen StoBen auch dm Berucksmhtlgung des 
Ghedes A~r~ in (5 a) und es 1st schwer, uber dlesen Term allgememguttlge 
Aussagen zu machen Allerdmgs, am Fall des unbegrenzten homogenen 
Plasmas, auf das smla die mmsten U~atersuchungen bezlehen, laBt smh 
m hnearer Naherung auch fur dleses Glled eme Art Relaxatmnsterm be- 
grunden Nach den bekannten Gesetzen der Iomsatmn und Rekomb> 
natron ast die Zahl der sekundheh dureh Ionlsatmn erzeugten Elektronen 
durch 

(~176 =b  e, (11a) at ,L,, 
die Zahl der rekombmlerenden Elektronen durch 

gegeben Da inch bel der genannten Anordnung am Glemhgewmht (Oo) 
dm Iomsatmns- und Rekombmatlonsvorgange &e Waage halten mussen, 
gilt 

b=bp ~o ( t ie)  

und damit folgt unter Verwendung von (t I a, b) 

A~O ,=b(~o o + ~ ) - b ~ ( e o 4 - ~ ) z = - b  9, ( t td)  

Dleser Ausdruck ware zur Beruckslchbgung der tellchenerzeugenden und 
-vernlehtenden StoBe m (SLa) mnzufuhren 
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Wlr sehen also, dab die Bemehung (8a) zwar em nahehegender An- 
satz 1st, -- ledoch erhebhchen Beschrankungen unterhegt 

Dm Formuherung (Sb) beruckslchtlgt zwar uber (8a) hmausgehend 
die tmlchenerzeugenden und -vernlchtenden Emflusse, legt dabel aller- 
drags glelchzeltlg eme sehr bedenkhche Annahme zugrunde 

Man erkennt dies, wenn man die Formel (10) dlfferenzlert 

e~t~t - e- ~/-~ + / ,  0~0~ (t2) 

und (9), (ti) verwendet Mlt a = a e + a ,  erglbt slch 

o a t  _ 1, t, at a ( e  / ; +  e : ) + ( a - b )  e: /' = - -  a /: + (~ - -  b) el  (13) 

Aus dleser Glelchung ersehen wlr, dab der Ansatz (8 b) mcht nur dm zwel- 
felhafte Bemehung (9b) benutzt, sondern auch noch dm Voraussetzung 
a = b verwendet Mlt anderen Worten, -- lm Gegensatz zu (8 a) stud zwar 
jetzt rekombmlerende und lomslerende Vorgange mltberuckslchtlgt, da- 
bel 1st abet glelchzeltlg dm volhg wlllkurhche Annahme gemacht, dab 
dm entsprechenden Relaxatlonskonstanten a, b ldentlsch slnd Dlese wlll- 
kurhche Verfugung uber die Relaxahonskonstanten brmgt slcher kemerlel 
Fortschntt  gegenuber der volhgen Vernachlasmgung der Iomsatlons- 
und Rekombmatmnsprozesse m (8a) Im Gegentell, es erschemt zweck- 
maBlg, auch lm Fall (8b) den Ansatz (~K//~t) = -  a e /~  entsprechend 
zu (8a) zu benutzon Dleser Ansatz 1st namhch wemgstens dann gultlg, 
wenn Anregung, Ionmsatlon und Rekombmatlon zu vernachlasmgen 
slnd Demgegenuber erwelst smh (Sb) auch m dlesem Fall als un- 
brauchbar 

AuBer den beschrlebenen gememsamen Vernachlasmgungen der Me- 
thoden (B, L, M) enthalten die Verfahren (L, M) wmtere Veremfachungen 

Wlr bemerken, dab in der G1 (tLb) gegenuber (SLb) der Term des 
Drucktensors vernachlasslgt 1st und wlr wollen untersuchen, lnwlewelt 
inch dies rechtfertlgen lagt Das Ghed d lv~  wlrd durch die G1 (Ta) 
bestlmmt, wo ~ ats Funktmn der Dlchte / und der Relatlvgeschwmdlg- 
kelt u =  c--~ angegeben 1st Zum Verglemh mehen wit den Term 
dlv{e~ ) (~} heran, der nach elnfacher Umformung ebenfalls in (SLb) 
auftrltt und erhalten Ms notwendlge Bedlngung fur die Vernachlasslgung 
des Drucktermes 

(u) (u} << @)(D> (t4a) 

Dlese Forderung (t4a) sehheBt msbesondere dm Bedmgung 

(g~> < (u--~5 << @25 (14b) 

em Der Druckterm kann also nut dann vernachlasslgt werden, wenn 
die mlttlere Geschwmdlgkeltsstreuung (~)  klein 1st gegenuber der mltt- 
leren Geschwmdlgkmt @) der betrachteten Stromkomponente Dmse 
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Aussage erlaubt uns, emen wlchtlgen SchluB zu zlehen, wenn wlr be- 
denken, welche Elnflusse die Geschwlndlgkeltsstreuung <i~> bestlmmen 

Berelts lm Ausgangszustand 1st jedem Aufpunkt des Raumes neben 
der mlttleren Geschwmdlgkelt ~s eme gewlsse Streuung <i~o~ > zugeordnet, 
deren GroBe durch die Vertmlungsfunktlon/o ~ lm Ausgangszustand fest- 
gelegt 1st Im Ablauf des untersuchten Vorganges andert slch dlese 
Ausgangsstreuung m allgemem unuberslchttlcher Welse Zu emem spa- 
teren Zeltpunkt setzen slch die Trager m elnem herausgegnffenen Vo- 
lumenelement aus Tellchen zusammen, die lm Vorgang den verschmden- 
sten Geschwmdlgkelten ~ls = ~)s--b0s zugeordnet waren Auf dlese Welse 
ubt die Ortsabhanglgkelt von ~ls emen EmfluB auf dm mlttlere Ge- 
schwmdlgkeltsstreuung aus Allerdmgs kann man die aus diesem Durch- 
mlschungsvorgang resultlerende Streuung fur den emzelnen Aufpunkt 
mcht ohne wmteres angeben, da dle Geschwmdlgkelt ~t wahrend des 
Uberganges yon emem Volumenelement zum anderen durctl d~e mnere 
Wechselwlrkung verandert wlrd Mltteln ulr  jedoch uber alle Aufpunkte 
der untersuchten Gesamthelt, so heben slch &ese Feldemflusse welt- 
gehend heraus, mdem so~ohl Trager beschleumgt, wm auch verzogert 
werden W,r mussen daher er,~arten, dab die mlttlere Geschwm&gkmts- 
streuung <g~) lm allgemelnen mmdestens "~on der GroBenordnung @1,> 
1st, wenn @~s> dm mlttlere Geschwmdlgkmtsabwemhung vom Ausgangs- 
zustand t~0~ charaktenslert ~ Damlt folgt 

<L> = <~o,, ~s>  (14o) 
und (t4b) geht in 

<5o~, ~)~) << @2) (t4d) 
uber 

Dm Berechnungen (L) an Hand der Formeln (tL) stud demnach an 
die Voraussetzung geknupft, dab che Ausgangsstreuung <g0s> des Tell- 
chenstromes klein gegenuber der mlttleren Tragergeschwmdlgkelt @os) 
1st Aul3erdem mussen aber auchd~e Geschwmdlgkeltsab,~emhungen @~s> 
vom Ausgangszustand <~0~> klein gegenuber <%~> selbst sere Mlt 
anderen Worten, -- die Vernachlasmgung des Drucktermes in (tL b) 
beschrankt berelts den Anwendungsberelch dleser Formeln automatlsch 
auf dm hneare Theorm Dmser Gesmhtspunkt 1st wesenthch fur die 
Ergebnlsse mchthnearer Untersuchnngen, die -- wm bmspmlswelse m 
[ 2 0 ]  - -  auf der Barns der Gln (IL) dnrchgefuhrt wurden 

1 I t ler  1st n a t u r h c h  zu beachten ,  dab  slch je tz t  dm Ml t t e lung  m c h t  nu r  au f  den  
G e s c h ~ m d l g k m t s r a u m ,  sondexn ~uf die A u f p u n k t e  des g e s a m t e n  P h a s e n r a u m e s  
ers t reckt  T r o t z d e m  m a g  es sere, dab  m a n  zu e m e m  b e s t l m m t e n  Sys t em e m e n  
spezmtlen Vorgang  kons t ru le ren  k a n n  bet d e m  die mne re  Wechse lwl rkung  gerade 
gee lgnet  1st, den  E ln t lug  der  Or t s abhang lgke l t  yon  O~s auf  die Geschwmdlgke~ts-  
s t r e u u n g  ~ zu v e r h m d e i n  E m  derar t lges  Verha l ten  bedur f te  ]edoch lm Emzelfa l l  
der nahe~en Beg rundung ,  - -  es gilt m c h t  a l lgemem 
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und 

Verglelchen wlr schheBhch noch zur Beurtellung des Verfahrens (M) 
die Bezlehungen (tMt und (SM), so sehen wlr, dab auch hler das Druck- 
ghed unsere Aufmerksamkelt verdlent, mdern der Drucktensor 5o m 
(1 ~b) durch semen lsothermen Naherungswert ~Po ersetzt 1st Auf dmsen 
Mangel wurde berelts an anderer Stelle kurz hmgewlesen [6] Wlr wollen 
hler versuchen quantltatlv zu zelgei1, d~B die Annahrne der Isothermle 
den Anwendungsberelch der Methode (M) emschnmdend beschrankt und 
dab msbesondere dlese und nur dlese Annahrne, dm in [12~ und I auf- 
gezmgten Dlskrepanzen ZWlSChen den Dlsperslonsgesetzen der Methoden 
(B, L) und (M) bedrngt 

Dazu verfolgen wlr entsprechend dem Gebrauch in der Substitutions- 
analysis eme Normalmode der Form exp ,(oot+ ~) und betrachten die 
kk-Komponente des Druektensors J) p ~  unterscheldet slch nach (4) 
yon dem entsprechenden lsotherrnen Naherungswert J)o k k durch das Ghed 

(r (c) 

wo c~k durch 
(c) 

~ fc~/o dVc (15 b) Co/~ (r 
f /oaVo 

defmmert 1st Die Vernachlassxgung yon 0 zlc~ hatte wenlgsteus lrn 
Rahrnen der hnearen Naherung Berechtlgung, wenn Zl ~ yon der Grol3en- 
ordnung des Quadrates der mlttleren Geschwmdlgkelt 

oder klelner ware Dlese an slch nahehegende Annahme 1st jedoeh nlcht 
erfullt, w~g slch an Hand der aus den VLasovsehen Untersuehungen E3~, 
[41 bekannten Vertefiungsfunktlon 

k -~l~ + lr) (t7) c,,)= 

dlrekt zelgen laBt Fuhren wlr narnhch dlese Funktlon (17) in (15) und 
(16) era, so erhalten ~lr fur Ac-~ und v 1 nach elnfaeher Umformung die 
Bezlehungen 

(r 
gCk, r t) k f elo/a~k(c~ --~k)%dV, (18a) 

(c) 
r ,  ~lo/aC~ ck dV~ vl-- g(k t) f (18b) 
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mlt der Abkurzung 

g(k ,L  t) = cr(k) kexp~(oJt  + ~) (18c) 
f,O 

und damlt nach partleller Integrahon aus (t8) den Zusammenhang 

z J ~ - - - - 2  Q v 1 kco Co-~k{t _~\e)/j,/~c\~ (t9) 

wo (k ~/o)) Gheder erster und hoherer Ordnung m k ~-~k/oJ kennzelchnet 
Letztere werden mcht berucksmhtlgt, da nut Vorgange kollektlv erfaBbar 
stud, welche der Bedmgung k F/o) << 1 genugen Dlese Beschrankung folgt 
aus den Bedlngungsglemhungen (2) in II 

In tier Tat bestatlgt die G1 (19) die Vermutung, dab der Term ~oz] c~ 
nlcht quadrahsch, sondern hnear an der mlttleren Gesehwmdlgkelt und 
daher mcht zu vernachlasslgen 1st Man kann noch emen Schrltt welter- 
gehen und das Korrekturghed (t9) m die hydrodynamlschen Grund- 
glelchungen emfuhren Bedenkt man dabm, dab fur &e Normalmode die 
Bezlehung 

k ~ (20) 

grit, so erglbt slch aus (19) und (20) unter Ver~endung yon (tMa) die 
Glelchung 

dlv (~o _ )Oo) _= dlv (9 A c-~) = 2c-~.~ e ~  _ 2 dlv Po (21) 
o~ ~ x  k 

und damlt 
div ~ = 3 dlv ~o o (22) 

Die G1 (22) zelgt damlt exphzlt, dab die Untersuchungen an Hand 
der hydrodynamxschen Bewegungsglelchungen den Druckterm durch die 
Annahme der Isothermle grol3enordmmgsmaBlg falsch ansetzen Unter 
den verwendeten Bedmgungen hefert der lsotherme Naherungswert ge- 
fade eln Dnttel  des rlchtlgen Druckglledes und dlese Tatsaehe erklart 
quantltatlv den yon BoI~t und GRoss [12] kntislerten Fehlfaktor 3 der 
Diskrepanz zwlschen den DIspersmnsgesetzen Der Nachwels dleser 
quantltatlven ~berelnstlmmung schxen uns wesenthch, da er zelgt, dab 
die Abwemhungen der Ergebnlsse (M) nut  durch die Annahme tier Iso- 
thermie bedmgt stud und keme welteren grundsatzhchen Emwande ~7~, 
~12] gegen die Verwendung der MAXWELLschen ?lethode vorhegen 

Damlt stud d,e Vernachlasslgungen der Glemhangen (t) aus dem 
Verglelch mxt den klnetlschen Grundglelchungen (5) erfai3t und lhre Be- 
deutung fur die in I beschnebenen Dlskrepanzen dlskuhert 

Noch eln wesenthcher Umstand lm Zusammenhang mlt den kmetl- 
schen Grundglemhungen bedarf der Klarung In semen krlhschen Be- 
merkungen zur Substltutmnsanalysls hat L~_NI)AU i5~ den Emwand 
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erhoben, dab die Zahl der nach der Substltutlonsmethode verfugbaren 
, ,Parameter zur Befrledlgung der Anfangsbedmgungen unzurelchend sel, 
mdem emer drelfachen Manmgfaltlgkmt yon f-Werten (k., ky, k.) eme 
sechsfache Mannlgfaltlgkelt yon Anfangsbedmgungen ~o, ro (%0, V.o, v.0, 
Xo, Yo, zo) gegenuberstehe" 

Dlese Frage lal3t slch mlt Hflfe der Gln (t) und (5) lmcht be- 
urtellen Wlr betrachten dazu em System yon s-Stromkomponenten und 
konnen uns der Kurze halber auf die Methodlk (L, M) beschranken, da 
die Verfahren (B, L, M) - -  wle Wl~ gesehen haben - -  volhg aqmvalent 
stud und dm Frage der Uber- oder Unterbestlmmthelt  fur den Fall (B) 
auBerdem berelts bel der Dlskusslon der LAPLAcE-Transformation m I I  
lmpllzlt mlterledlgt 1st I 

Wlr fragen zunachst naeh der Zahl der Varlabelen, dm wlr zur Be- 
schrelbung des Systems verwenden In der Substltutlonsanalysls, wo wit 
die Grogen ~s, t~s durch Summen (allgememer dutch Integraldarstellun- 
gen) der Form 

~,, ~, = y .  ( ,q, , , ,  ,~,,,) e,l~+~,~l (23) 
v/* 

ersetzen, stud die Koefflzmnten , ~  und ,~0,~ als Bestlmmungsstucke zu 
betrachten und wlr benutzen dementspreehend Z = 2 s ~ /z Varlabeln 

Wmvml Glemhungen stehen andererselts zur Festlegung dleser Be- 
stlmmungsstueke zur Verfugung > Wlr denken zunachst an die Anfangs- 
bedmgungen 

es(~, 0), ~as(~, 0) = ~ (se,~, sb,~) e*"r,  (24) 
v/* 

welche erslchthch 2 s # Glelchungen umfassen Zu dlesen treten dm 
Bezmhunge~ hlnzu, die smh aus den Bewegungsglemhungen (l t M) bzw 
(SL=) ergeben Sm lassen smh in der Form 

E sM,,. {sO.., sly.., ~ .g ,  co., ~.} e* (o..,d-,.,) _-- 0 (25 a) 

Z sN~t,{sq.u, stY.., ~ ,  co., ~} e*(~'t+tu') = 0 (25b) 
v/* 

schrmben Wegen der Wfllkur yon t, r folgen hmraus die Glemhungen 

sM~.{*O.. , *~a.u, ~ .u ,  oo., ~.} == 0 (26a) 

1 Die  W a h l  emet Anordnung aus s d~skreten Stromkomponentexa bedeutet k e m e  

t3eschrankung der AllgememheJt da wlr m I, II  zmgen konnten, dab auch fur 
Systeme m thermlsch ungeordneter 13ewegung em gemgneter Satz dlskreter Strom- 
kornponenten das angemesaene Modell 1st Daruber hmaus kann aber auch fur 
dm folgenden {)berlegungen ohne Schwmrigkmt der Grenzubergang zur kontmu- 
lerhchen Verteflung vollzogen werden 
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Die Grogen '~v and  dabel analog zu (23) als dm Koeffizlenten der Ent- 

wlcklung ~ = ~ ~ e '(~'*t"~) (27) 

dehmert Wlr haben zu beachten, dab wegen der Lmeanta t  unserer 
Uberlegungen die GroBen ~M~a und ..u hneare homogene Formen der 
,Q.v, ~D.~, und 3.~ stud Dm PolssoNsche Glelehung wlederum erlaubt 
die GroBen ~.~ als hneare Ausdrueke der ,~.a darzustellen und wlr 
konnen daher naeh der Ehmlnatmn der ~.~ dm Bezlehungen (26) auch 
als hneare homogene Glelchungen der Vanablen ~ ,  ,~.~ selbst betrach- 
ten Dleser Umstand 1st wlchtlg Gruppaeren wlr namhch dae Gin (26) 
naeh dem Index v,/~, so erhalten wlr v /~ solche Gruppen, dm jewells 2s 
homogene hneare Gleachungen iur 2s Variable enthalten Aus der 
Theone der hnearen Glelchungen 1st wohtbekannt, dab deramge Sy- 
sterne nur dann Losungen besltzen, wenn die Koefflzlentendetermmante 
verschwmdet, ~omlt eme Glelehung linear abhanglg ward und zu ver- 
nachlasagen 1st Die erwahnte Koeffizlentendetermmante hefert das 
Dxspersmnsgesetz 

Wlr sehen also, dab wlr be1 der Abzahlung der Bedmgungsglemhungen 
(26) in den Gruppen v, # statt  2s nur lewells (2s - - t )  Glemhungen zu 
beruckslchttgen haben (26) umfaBt also msgesamt (2s - - t )  v # un- 
abhanglge Gleachungen Das hell3t, wlr haben zusammen mlt (24) 

2 = 2  /* sq-v / z ( Z s - - t )  (28) 

Bedmgungsglelchungen zu befrledlgen und die Frage, ob die Anfangs- 
bedmgungen die Varlablen emdeutag festlegen, uberbestlmmen oder 
unterbestlmmen laBt slch formelmaBlg an der Bezlehung 

Z 2 v 1 2  s 

ausdrucken ~ -- 2 ~ /~ s ~-- ~ (2s - v) ~ 1 (29) 

Dmse Relation zelgt, wm das Verhaltnls Z/Z mfolge des Ghedes 
/*(2s --v) tatsachhch lm allgememen yon dem Weft ~ abwe~cht Insbeson- 
dere erkennt man, dab nur etwa die Halfte der erforderhchen Parameter 
zur Verfugung steht, wenn w~r v = ~ setzen Dies ast m Uberelnstammung 
mat der Aussage LANDAUs ~5~ Wlr haben allerchngs bel der Verfugung 
v =  ~ auBer acht gelassen, dab das D~sperslonsgesetz zu jedem VWert 
mcht nur eme, sondern gerade 2 s-Losnngen hefert, so dab wlr v = 2s in 
(29) emzufuhren haben Dann ~ard das Verhaltms Z/Z genau glelch ~, 
und d~e Zahl der Parameter 1st gerade der Befnedagung der Anfangs- 
bedmgungen angemessen, -- was gezeagt werden sollte Der ~rrtumhche 
SchluB in [a] ~st nach dmsen 13berlegungen dutch die Vernachlasslgung 
der Manmgfaltlgkeit der Losungen des Dlsperslonsgesetzes bedmgt 

Herrn Professor K G EMELEUS danke mh fur semen Kommentar 
zu der vorhegenden Untersuchung 
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