Zettschrift fur Physik, Bd 141, S 294—306 (1955)

Zur statistischen Beschreibung von Gesamtheiten
mit kollektiver Wecdhselwirkung.

I1I. Die verschiedenen Formulierungen der Tragerkinetik.

Von
G EcCkKER

(Ewgegangen am 9 Febrvuar 1955 )

In den vorausgegangenen Arbeiten (I, 1I) ist die Frage der Beschretbung kollektiver
Gesamtheiten unter dem gundlegenden Gesichtspunkt ,,mndividuelles oder kollek-
tives Verhalten’* diskutiert worden Die vorliegende Untersuchung befalit sich
mi1t der mathematischen Formulierung der innerhalb der kollektiven Bereiche gel-
tenden kinetischen GesetzmaBigkeiten Die verschuedenen in der Lateratur ver-
wendeten Naherungen werden diskutiert Fur die einzelnen Verfahren ergeben sich
Beschrankungen des Anwendungsbereiches, die sich auf die Ergebnisse entscheidend
auswirken Dies gilt insbesondere fur die ,sotherme hydrodynamische’ Beschrei-
bung, die michthnearen Untersuchungen an Hand der LoreENTz-Gleichung und die
von LANDAU kritisierte Uberbestimmung der Variablen der Substitutionsanalysis
Die 1n I geschilderten Diskrepanzen lassen sich — soweit sie nicht schon m I, IT
gedeutet werden konnten — auf Grund der vorliegenden Uberlegungen verstehen

In der Emleitung zu ewmer fruheren Untersuchung [7]* haben wir auf
gewisse Diskrepanzen sowie begriffliche Unklarheiten der ublichen Be-
schretbung von Gesamtheiten mit integraler Wechselwirkung hinge-
wiesen Em Teil dieser Schwierigkeiten konnte m den Arbeiten [1] bzw
[2] durch die Formulierung und Abgrenzung des Anwendungsbereiches
kollektiver Beschreibung beseitigt werden Nach diesen Uberlegungen
laBt sich der Phasenraum hmsichtlich der Beschreibung in zwe1 Bereiche
von wesentlich verschiedener Qualifikation unterteilen Wir haben diese
beiden Gebiete als ,,;ndivaduelle” bzw |, kollektive’’ Zonen unterschieden
Die kollektiven Bereiche zeichnen sich dadurch aus, daB in ihnen das
Verhalten des Tragerensembles mit Hilfe emner mittleren Dichtefunktion
unter Zugrundelegung des Dispersionsmodelles (D-Modell) ausreichend
beschrieben werden kann Innerhalb der mdividuellen Zonen dagegen
ist der Terlchencharakter des enzelnen Individuums nicht zu vernach-
lassigen Die kollektive Beschreibung unter Verwendung der VLAsovschen
Naherung bzw der bekannten gaskimetischen Grundgleichungen bricht
m den mndrviduellen Zonen vollig zusammen Die genannte Aufghederung
des Phasenraumes 1st kemesfalls eme fest vorgegebene, sondern hangt
sowohl von den Eigenschaften des emzelnen Tragers, wie auch von den

1 [1] bzw [2] um folgenden mit I und II bezeichnet
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speziellen Eigenschaften und dem augenblicklichen Zustand der unter-
suchten Gesamtheit ab Demzufolge andert sich die Emteillung des
Phasenraumes mit der Zest Insbesondere st die Aufglhederung aber
auch von der zu beschreibenden Verhaltensweise abhangig Aus diesem
Grunde hefert die Tragerdynamik gemafl den beiden dynamischen
Grundaufgaben — der Formulierung der mneren Wechselwirkung und
der Beschreibung der Tragerkinetik — zwer vonemander verschiedene
Zonenemnteilungen des Phasenraumes, die durch die Bedmgungsglei-
chungen (1a—1b) und (2a—2m) m II* festgelegt wurden

Wir hatten auch bereits a a O ausemandergesetzt, dal3 wir emne
vorgegebene Gesamtheit mut langreichweitigen Zwischenkraften n
emnem bestimmten Vorgang dann uneingeschrankt kollektiv beschreiben
konnen, wenn die Tiager der individuellen Beieiche nur emen vernach-
lassigbaren Einflufl auf den Gesamtablauf des Vorganges m den kollek-
tiven Bereichen ausuben Und zwar mufl dies auch dann noch gelten,
wenn wir — ungerechtfertigterweise — die xollektive Beschreibung auch
auf die mdividuellen Zonen ausdehnen In allen anderen Fallen sind die
mdividuellen Bereiche von der kollektiven Beschretbung auszuschhiefen
Die entsprechenden Trager mussen unter Beiucksichtigung thres Teil-
chencharakters erfaBt und m threr Wechselwirkung mit den kollektiven
Zonen des Systems beschrieben werden

Damit 1st zwar entschieden, welche Methodik auf welche Bereiche
anzuwenden 1st Die Form der gesetzmafligen Erfassung des mdivi-
duellen oder kollektiven Verhaltens kann dagegen noch nach Gesichts-
punkten der ZweckmaBigkeit passend gewanlt werden Gewill, — hm-
sichtlhich der Formulierung der inneren Wechselwirkung 1st die angemes-
sene Beschreibung der Elektron-Ion-Gesamtheiten m den Bezichungen
der Potentialtheorie und der Elektrodynamik ziemhch emdeutig vor-
gegeben und auch allgemen i der Literatur verwendet Bezuglich der
Tragerkinetik dagegen kann und hat man aus verschiedenen Erwagungen
heraus verschiedene Formulierungen gewahit und nach diesem Gesichts-
punkt lassen sich die Untersuchungen in drer Gruppen teilen, die wir der
Kurze halber durch die Buchstaben (B, L, M) kennzeichnen wollen

Die Arberten [3] bis 7] der Gruppe (B) verwenden die folgende ver-
emfachte Form der Borrzmannschen Fundamentalgleichung

of of of
§+%?€+CE~ ) (18)

1 Aunmerkung zu I, II In I JI wurde emn Schreibfehler ubersehen, msofern
als es m der Beziehung {2k II) und allen entsprechenden Gleichungen aus I, II
selbstverstandlich micht 7,/A4¢, sondern A#/¢, heiBen muB  Aufleraem st die GroB8e 1
auf S 283 I und 206, IT korrekt definiert, als {At/¢)> fur Gt (11a, I} bzw de
klemste der GroBen {4 %>, t, fur GI (11b I) In der Gl (20b), I wurde die
Mitteilung der rechten Seite uber das Zestintervall 4,7 nicht gekennzeichnet
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wo f die BorTzMaNNsche Verteillungsfunktion bezeichnet und §§ durch
& _ e [c ]
= =t(c+ D) @)

gegeben 1st, wenn €, § elektrische bzw magnetische Feldstarke und ¢°
die Lichtgeschwindigkeit kennzeichnet

Die Untersuchungen [8] tis [13] (L) dagegen benutzen den Trager-
erhaltungssatz und die LoreNTZ-Gleichung

”653—8 + div (Qs t)s) =0 (1La')
(4 + 0o =5, (1.b)

wahrend schlieBhich 1m Fall (M) der Arberten [14] bis [19] die folgende
Form der bekannten MaxwEgLLschen ,hydrodynamischen Gleichungen®

%2 +aw(ov) =0 (1a)
oD 4 awpy =35 (1)

zugrunde gelegt wird Es bezeichnen m (iy,y) ¢, g, die mittlere Dichte
bzw 9, b, die mittlere Geschwindigkeit, defimert durch

()

Q!Qs:f(f’fs)dvc (33)
und
(© v
v, = L2 )
IRt ATAA

wo sich die Integration (c) uber den gesamten Geschwindigkeitsraum
erstreckt und /,, im Fall von mehreren Stromkomponenten, die Verte:-
lungsfunktion der s-ten Komponente bezeichnet 4V, gibt das Volumen-
element des Geschwindigkeitsraumes an P, kennzeichnet die 1sotherme
Naherung des Drucktensors

(e)
Pu=[fe ¢dV, (4)

Die Formulierungen (1) enthalten notgedrungen gewisse Vernach-
lassigungen, die man sich vergegenwartigen mub, um die Tragweite der
verschiedenen Methoden beurteilen zu konnen Dies ist insbesondere
im Hinblick auf die in I beschriebenen Diskrepanzen von Interesse

Zu diesem Zweck gehen wir von der BoLTzmaNNschen Fundamental-

gleichung

of | ~ Of of _ exf .
FNR N T T S Gx)
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aus, n der das Ghed 9,f/9¢ zunachst allen Anderungen der Verteilungs-
funktion durch mnere Wechselwirkung Rechnung tragen soll Allerdings
wird man ber den hier diskutierten Systemen muit langreichwertigen
Zwischenkraften den kollektiven Anteil der inneren Wechselwirkung mit
Vorteil abspalten und entsprechend dem Gebrauch 1n den GIn (1) unter
Verwendung der ViAsovschen Naherung m § erfassen Dann enthalt
Oz f/0t nur noch die Dichteanderungen infolge individueller Wechsel-
wirkungsanteile mit artfremden und artgleichen Partikeln

Aus der Beziehung (5g) lassen sich unmuttelbar durch emfache
Umformungen auch die allgemeinen GesetzmaBigkeiten finden, welche
den Gln (1g y) zuzuordnen sind Dazu mtegrieren wir die Gl (55) en-
mal direkt und em zweites Mal nach vorheniger Multiplikation mit der
Tragergeschwindigkeit ¢ uber den gesamten Impulsraum Unter Ver-
wendung der Bezeichnungen (3) (4), sowie der Abkurzungen

(©)
7

deo= [ FLav, (62)

(C) or f
dx (o) = [ e55lar, (6b)

ergeben sich die Gleichungen

—g—f»erlV (0b) = dx ¢ (52)
2D 1 dwp — oF =dxlev) (53b)

Handelt es sich um ein System von mehreren Stromkomponenten, die
wir getrennt durch Verterlungsfunktionen /; beschreiben, so gilt fur
jede der Stromkomponenten em zu (5y) entsprechendes Paar von Be-
wegungsgleichungen, wo ledighch an die Stelle von g, 5, P die GroBen
0s, b, , Ps treten

DieBezichyngen (5y) liefern nun auch leicht die allgemeinen Formeln,
welche den GesetzmaBigkeiten (1;) zugeordnet sind Die Gl (5ya) konnen
wir in unveranderter Form ubernehmen Die Beziehung (5yb) dagegen
formen wir em wenig um, indem wir (5ya) mit der mittleren Geschwindig-
keit multiplizieren und von (5yb) subtrahieren Damit erhalten wir die
Beziehungen

%8 4 dw (g,v) = Axo, (5.2)
e f + 0o+ av D — 0T = g, 40, (5.b)

wo jetzt die Abkurzungen

_ (c)
Pu=[1e—uv) @—uv)dV, (7a)

20%
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und

QSAKDS—f aKfSch—bfaxfs av, = 7%{ ffsch} (7b)

verwendet smd

Um die Beschrankungen der Beziehungen (1) zu beurteilen, verglei-
chen wir diese Formeln mit den Gln (5)

Die Vernachlassigung der mdividuellen Wechselwirkung mit art-
eigenen und artfremden Tragern, wie sie das Fehlen der Gleder 0,f/0¢
bzw Agz{o,), 0, Ax(v,) und Az (o, b,) m (1) zum Ausdruck bringt, 1st er-
sichtlich allen Verfahren (M, L, B) gememnsam Was den arteigenen An-
teil anbetrifft, 1st diese Vernachlassigung berechtigt, wenn das m IT her-
geleitete Knterium [II, GI (8b)] befriedigt 1st Die Vernachlassigung
der artfremden ndividuellen Wechselwirkung, — der entsprechende
kollektive Anterll kann wiederum befriedigend m & berucksichtigt
werden — erschemnt jedoch 1m allgemeinen weniger emnleuchtend, und
bedurfte von Fall zu Fall der Rechtfertigung Insbesondere im Innern
emes Plasmas groBer Neutralteillchendichte mufl man erwarten, dafl
diese artfremden Einflusse merkbar werden, und emmge Berechnungen
haben dementsprechend versucht, der indwviduellen Emwirkung art-
fremder Teilchen durch emen emfachen Relaxationsterm der Form

osAg 0= —a; o5 Yy (8a)
m (1z) bzw durch em Glied der Form
0
&~ —ahy (8b)

m (1p) Rechnung zu tragen b, und f; bezeichnen daber die Abwer-
chungen b;==9—1b,, f=/—/, vom Ausgangszustand 9, f,

Obschon diese Ansatze emen erfreulichen ersten Schritt zur Erfassung
der artfremden Einflusse darstellen, so darf man ihre Tragweite doch
mcht uberschatzen Die kinetische Theorte der Gase zeigt zwar, daB man
ahnliche Relaxationsglieder naher begrunden kann, jedoch gelingt dies
nur unter sehr beschrankenden Bedmmgungen So muB die StoBfrequenz
ausreichend groB semn, um die statistische Erfassung der StoBprozesse
zu erlauben, die Abweichungen mussen die Beschrankungen auf lineare
Glieder ermoghichen und die Wechselwirkung mulB3 entweder derjenigen
der MaxweLrL-Molekule entsprechen oder aber — bet beliebiger Potenz »
des Wechselwirkungsgesetzes (1/r") — die Masse der untersuchten Trager
muB sehr klein gegenuber derjerugen der artfremden Teilchen sem Be-
ruhigt man sich mit der Annahme, dafl diese Forderungen fur die
Elektronen 1 emem Plasma angenahert erfullt seien, so kann man das
Ergebmis der Gaskinetik verwenden, welche fur 8gf/éf be1 elastischen
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StoBen die Beziehung

Oxfy _ [(0xfy _ __ ’
(“57)3—9\7)&— 2 0 h (9a)
hefert, wo /' durch die Umformung
0]
f=[1av, l=o 1 (10)
14y,

definiert st und, wie oben, f =/f,+f; und p=g,+¢; gt Gl (9a) n
Gl (7b) emngesetzt, bestatigt dann den Ansatz (8a) Allerdings gilt dies
nur unter den genannten Voraussetzungen und man hat auBerdem zua
bedenken, dafB neben den elastischen Stoflen auch unelastische Vorgange
emne wesentliche Rolle spielen Gememt sind damit Anregungs-, Re-
kombmations- und Jonisationsprozesse Auch diese Vorgange liefern
selbstverstandlich analog zu (9gf/2t), emnen Beitrag (2;f/0f), Es er-
schemt jedoch auBerordentlich zweifelhaft, ob sich auch i diesem Fall
ein Ansatz der Form

(L) = —a. f; (9b)
rechtfertigen laBt Daruberhinaus verlangen die genannten Einflusse im
Gegensatz zu den elastischen StoBlen auch die Berucksichtigung des
Ghedes Az p, 1n (5a) und es 1st schwer, uber diesen Term allgemeingultige
Aussagen zu machen Allerdings, 1m Fall des unbegrenzten homogenen
Plasmas, auf das sich die meisten Untersuchungen beziehen, laBt sich
i hinearer Naherung auch fur dieses Glied eine Art Relaxationsterm be-
grunden Nach den bekannten Gesetzen der Ionisation und Rekombi-
nation 1st die Zahl der sekundhich durch Ionisation erzeugten Elektronen
durch

Ox0) __
(w )J—b 0, (11a)
die Zahl der rekombimierenden Elektironen durch
[}
()=t & (11b)

gegeben Da sich ber der genannten Anordnung im Gleichgewicht (g,)
die Tonisations- und Rekombinationsvorgange die Waage halten mussen,
gilt

b="0, g, {11¢)

und damat folgt unter Verwendung von (i1a, b)
Azo; =0b(go + 1) — balee + o) =—10 o (114)

Dieser Ausdruck ware zur Berucksichtigung der teilchenerzeugenden und
-vernichtenden StoBe n (5;a) emzufuhren
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Wir sehen also, dafl die Beziehung (8a) zwar emn naheliegender An-
satz 1st, — jedoch erheblichen Beschrankungen unterhegt

Die Formulierung (8b) berucksichtigt zwar uber (8a) hinausgehend
die teilchenerzeugenden und -vernichtenden Emflusse, legt daber aller-
dings gleichzeitig emne sehr bedenkliche Annahme zugrunde

Man erkennt dies, wenn man die Formel (10) differenziert

Ogf _ gl . 31{9
o = Tl (12)
und (9), (11) verwendet Mit a=a,+ a, ergibt sich

Ol ——ale i+1 e)Fa—b) af=—aht@—b o f (13)
Aus dieser Gleichung ersehen wir, daB der Ansatz {(8b) nicht nur die zwe-
felhafte Beziehung (9b) benutzt, sondern auch noch die Voraussetzung
a ="b verwendet Mit anderen Worten, — 1m Gegensatz zu (82) sind zwar
jetzt rekombinierende und 1onisierende Vorgange mitberucksichtigt, da-
ber 1st aber gleichzeitig die vollig willkurliche Annahme gemacht, daB
die entsprechenden Relaxationskonstanten «, b i1dentisch sind Diese will-
kurliche Verfugung uber die Relaxationskonstanten bringt sicher kemnerlel
Fortschritt gegenuber der volligen Vernachlassigung der Ionisations-
und Rekombationsprozesse m (8a) Im Gegenteil, es erscheint zweck-
maBig, auch 1m Fall (8b) den Ansatz (9 //¢) = —a g f; entsprechend
zu (8a) zu benutzon Dieser Ansatz ist namlich wenigstens dann gultig,
wenn Anregung, Iomsation und Rekombination zu vernachlassigen
sind Demgegenuber erweist sich (8b) auch m diesem Fall als un-
brauchbar

AuBer den beschriebenen gemeinsamen Vernachlassigungen der Me-
thoden (B, L, M) enthalten die Verfahren (L, M) weitere Vereinfachungen

Wir bemerken, daB i der Gl (1.b) gegenuber (5;b) der Term des
Drucktensors vernachlassigt 1st und wir wollen untersuchen, inwiewert
sich dies rechtfertigen laBt Das Glied divP wird durch die Gl (7a)
bestimmt, wo P als Funktion der Dichte f und der Relativgeschwindig-
keit u=c—p angegeben 1st Zum Vergleich zichen wir den Term
div {o¥) (v} heran, der nach emfacher Umformung ebenfalls i (5.b)
auftritt und erhalten als notwendige Bedingung fur die Vernachlassigung
des Drucktermes

<) (uy <o) (0 (14a)
Diese Forderung (14a) schhefBt msbesondere die Bedmgung
() < GuB) < (o) (14b)

em Der Druckterm kann also nur dann vernachlassigt werden, wenn
die muttlere Geschwindigkertsstreuung (%) klem 1st gegenuber der mitt-
leren Geschwimndigkert (v> der betrachteten Stromkomponente Diese
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Aussage erlaubt uns, emen wichtigen Schluff zu ziehen, wenn wir be-
denken, welche Emnflusse die Geschwindigkeitsstreuung <) bestimmen

Bereits 1m Ausgangszustand 1st jedem Aufpunkt des Raumes neben
der mittleren Geschwindigkeit v, emne gewisse Streuung <7, > zugeordnet,
deren GroBe durch die Vertellungsfunktion f,, 1m Ausgangszustand fest-
gelegt 1st Im Ablauf des untersuchten Vorganges andert sich diese
Ausgangsstreuung 1 allgemein unubersichthcher Weise Zu emnem spa-
teren Zertpunkt setzen sich die Trager i emem herausgegriffenen Vo-
lumenelement aus Teilchen zusammen, die 1m Vorgang den verschieden-
sten Geschwindigkerten ; =0, — by, zugeordnet waren Auf diese Weise
ubt die Ortsabhangigkeit von p,; emen EmfluB auf die mittlere Ge-
schwindigkeitsstreuung aus Allerdings kann man die aus diesem Durch-
muschungsvorgang resultierende Streuung fur den emzelnen Aufpunkt
nicht ohne weiteres angeben, da die Geschwindigkeit b, wahrend des
Uberganges von emem Volumenelement zum anderen durch die mnere
Wechselwirkung verandert wird Mitteln wir jedoch uber alle Aufpunkte
der untersuchten Gesamtheit, so heben sich diese Feldemnflusse weit-
gehend heraus, mdem sowohl Trager beschleunigt, wie auch verzogert
werden Wir mussen daher erwarten, dafl die muttlere Geschwindigkerts-
streuung (%, 1m allgemeinen mindestens von der Grofenordnung (o>
1st, wenn (b, ) die mittlere Geschwmdigkeitsabweichung vom Ausgangs-
zustand b, charakteristert! Damit folgt

<Es> = <ﬁ0$’ bls> (14(:)

(g5, 015> < (o) (144d)

und (14b) geht n

uber

Die Berechnungen (L) an Hand der Formeln (1;) sind demnach an
die Voraussetzung geknupft, daB die Ausgangsstreuung (i,,> des Teil-
chenstromes klem gegenuber der mrttleren Tragergeschwindigkert (v,,>
1st Aulerdem mussen aber auch die Geschwindigkeitsabweichungen (b, >
vom Ausgangszustand {b,,» klem gegenuber (by> selbst sein Mit
anderen Worten, — die Vernachlassigung des Drucktermes m (1.b)
beschrankt bereits den Anwendungsbereich dieser Formeln automatisch
auf die lineare Theorte Dieser Gesichtspunkt st wesentlich fur die
Ergebmisse michthnearer Untersuchungen, die — wie beispielsweise
[20] — auf der Basis der Gln (1) durchgefuhrt wurden

1 Hazer 1st naturlich zu beachten, daB sich jetzt die Mittelung nicht nur auf den
Geschwindigkeitsraum, sondein auf die Aufpunkte des gesamten Phasenraumes
erstreckt Trotzdem mag es semn, daB man zu emnem bestimmten System einen
speziellen Vorgang konstruleren kann bet dem die innere Wechselwirkung gerade
geeignet 1st, den Emfluf der Ortsabhangigkeit von b, auf die Geschwindigkeits-
streuung it zu verhindein Ein derartiges Verhalten bedurfte jedoch 1m Einzelfall
der naheren Begrundung, — es gilt nicht allgemein
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Vergleichen wir schlieilich noch zur Beurteillung des Verfahrens (M)
die Beziehungen (1) und (5), so sehen wir, da8 auch hier das Druck-
ghed unsere Aufmerksamkeit verdient, mmdem der Drucktensor P 1n
(1b) durch seinen 1sothermen Naherungswert P, ersetzt 1st Auf diesen
Mangel wurde bereits an anderer Stelle kurz hingewiesen [6] Wir wollen
hier versuchen quantitativ zu zeigen, deB die Annahme der Isothermie
den Anwendungsbereich der Methode (M) emschneidend beschrankt und
daB msbesondere diese und nur diese Annahme, die m [72] und I auf-
gezeigten Diskrepanzen zwischen den Dispersionsgesetzen der Methoden
(B, L) und (M) bedingt

Dazu verfolgen wir entsprechend dem Gebrauch 1n der Substitutions-
analysis eme Normalmode der Form exp 2 (w?+ fr) und betrachten die
kk-Komponente des Drucktensors P P,, unterscheidet sich nach (4)
von dem entsprechenden 1sothermen Naherungswert P,,,, durch das Ghed

o ©
(P — Pohsp=0dc; = [ frcpdV, —cg, [ 4V, (15a)
wo c¢2, durch ©
¢
=~ [} fhdV,
i3, Latfodle (15b)
S iV,

definiert 1st Die Vernachlassigung von ¢ Ac? hatte wenigstens im
Rahmen der linearen Naherung Berechtigung, wenn 4¢? von der Grofen-
ordnung des Quadrates der mittleren Geschwmdigkeit

(¢

d={*[haarf (16)

oder kleiner ware Diese an sich naheliegende Annahme 1st jedoch nicht
erfullt, wié sich an Hand der aus den ViAsovschen Untersuchungen [3],
[4] bekannten Vertellungsfunktion

— ko 8fy[Bey
file, e, t) =o(R) 0o (fc_'
o)
direkt zeigen laBt Fuhren wir namlich diese Funktion (17) in (15) und

(16) en, so erhalten wir fur A¢? und v; nach emfacher Umformung die
Beziehungen

expt(wt + fr) (17)

(¢)

T _ gk R 8hol8cx (§ — by) e AV,
Ac = e o f 1 (ch (182)
-Gl
und
(k 1,1) o EYNE) v,
. gr Y 0/0%% ‘x %V 18b
v=E020 | (18b)

o)
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mit der Abkurzung
g(k, 1, t) = o (k) %expz(wt~[~ ) (18¢)

und damit nach partieller Integration aus (18) den Zusammenhang

0 dF=—2¢0 v = C-SI{ML{%)} (19)

wo (k¢ jw) Gleder erster und hoherer Ordnung i %¢,/w kennzeichnet
Letztere werden nicht berucksichtigt, da nur Vorgange kollektiv erfaBbar
sind, welche der Bedingung k¢, /w <1 genugen Diese Beschrankung folgt
aus den Bedingungsgleichungen (2) m II

In der Tat bestatigt die Gl (19) die Vermutung, daB der Term oA ¢}
nicht quadratisch, sondern linear 1n der mittleren Geschwindigkert und
daher mcht zu vernachlassigen 1st Man kann noch emen Schritt weiter-
gehen und das Korrekturglied (19) mn die hydrodynamischen Grund-
gleichungen emfuhren Bedenkt man dabei, dafl fur die Normalmode die
Beziehung

(20)

é
ot

SRS

7
ks
gilt, so ergibt sich aus (19) und (20) unter Verwendung von {1ya) die
Gleichung

div (P — Pg) = dwv(pd c) = 2¢3, aaﬁk = 2div P, (21)
und damat
divp=3dwp, (22)

Die Gl (22) zeigt damit exphzit, daBl die Untersuchungen an Hand
der hydrodynamischen Bewegungsgleichungen den Druckterm durch die
Annahme der Isothermie groBenordnungsmaBig falsch ansetzen Unter
den verwendeten Bedmgungen hefert der isotherme Naherungswert ge-
rade emn Drittel des richtigen Druckghedes und diese Tatsache erklart
quantitativ den von Boum und Gross [12] kritisierten Fehlfaktor 3 der
Diskrepanz zwischen den Dispersionsgesetzen Der Nachweis dieser
quantitativen Uberemstlmmung schien uns wesentlich, da er zeigt, daB
die Abweichungen der Ergebmsse (M) nur durch die Annahme der Iso-
thermie bedingt sind und keme weiteren grundsatzlichen Emnwande [7],
[12] gegen die Verwendung der MAXwELLschen Methode vorliegen

Damit sind die Vernachlassigungen der Gleichangen (1) aus dem
Vergleich mit den kinetischen Grundgleichungen (5) erfaSt und thre Be-
deutung fur cie m I beschriebenen Diskrepanzen diskutiert

Noch emn wesentlicher Umstand 1m Zusammenhang mit den kineti-
schen Grundgleichungen bedarf der Klarung In semnen kmtischen Be-
merkungen zur Substitutionsanalysis hat Lanpav [5] den Emwand
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erhoben, daB die Zahl der nach der Substitutionsmethode verfugbaren
,,Parameter zur Befriedigung der Anfangsbedingungen unzureichend ser,
mdem emer dreifachen Mannigfaltigkeit von f-Werten (,, &, £,) eme
sechsfache Mannigfaltigkeit von Anfangsbedingungen by, tg (v,q, v4q, ¥,0,
%y, Vo, %) gegenuberstehe

Diese Frage laBt sich mit Hilfe der Gln (1) und (5) lewcht be-
urtellen Wir betrachten dazu emn System von s-Stromkomponenten und
konnen uns der Kurze halber auf die Methodik (L, M) beschranken, da
die Verfahren (B, L, M) — wie wir gesehen haben — vollig aquivalent
sind und die Frage der Uber- oder Unterbestimmtheit fur den Fall (B)
auBlerdem bereits be1r der Diskussion der LapLacE-Transformation m IT
mmplizit miterledigt 1st?

Wir fragen zunachst nach der Zahl der Vanabelen, die wir zur Be-
schreibung des Systems verwenden In der Substitutionsanalysis, wo wir
die Groflen g,, b, durch Summen (allgememer durch Integraldarstellun-
gen) der Form

Os 1)s = Z (s@vu» sbvu) ¢ (wvtthut) (23)

vu
ersetzen, sind die Koeffizienten ,g,, und »,, als Bestimmungsstucke zu
betrachten und wir benutzen dementsprechend Z=2 s » u Variabeln

Wieviel Gleichungen stehen andererseits zur Festlegung dieser Be-
stimmungsstucke zur Verfugung? Wir denken zunachst an die Anfangs-
bedingungen

0s(r, 0), b,{r, 0) = % (vpr o0.0) €5, (24)
welche ersichthch 2 s g Gleichungen umfassen Zu diesen treten die
Bezichungen hinzu, die sich aus den Bewegungsgleichungen {1y y) bzw
(SLy) ergeben Sie lassen sich in der Form

2 M {0us Dops Ty 0, L} @YD =0 (25a)
vu
Z st,u{stu: snw, %”“ w,, fu} glovitiut) . (25b)
vy

’
schresben Wegen der Willkur von ¢, ¢ folgen hieraus die Gleichungen

sMu{stw Doy %vyr @y, fﬂ} == 0 (263.)
sty {st,u! sbv,u %vl,u Dy, f,u} =0 (261’))

1 Die Wahl emnet Anordnung aus s diskreten Stromkomponenten bedeutet keme
Beschrankung der Allgemeinheit da wir m I, II zeigen konnten, daB auch fur
Systeme in thermisch ungeordneter Bewegung ein geeigneter Satz diskreter Strom-
komponenten das angemes<ene Modell 1st Daruber hinaus kann aber auch fur
die folgenden Uberlegungen ohne Schwierigkeit der Grenzubergang zur kontinu-
1erhchen Verteilung vollzogen werden
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Die GroBen ,, sind dabe1 analog zu (23) als die Koeffizienten der Ent-
wicklung F=Y %w g o9/t ) (27)
9]

definiert Wir haben zu beachten, da wegen der Linearitat unserer
Uberlegungen die GroBen (M, , und N,, lineare homogene Formen der
vu> Uy UNA &, sind Die Porssonsche Gleichung wiederum erlaubt
die GroBen §,, als hneare Ausdrucke der o,, darzustellen und wir
konnen daher nach der Elimmation der §,, die Beziehungen (26) auch
als imeare homogene Gleichungen der Variablen 9, ,, /9, selbst betrach-
ten Dieser Umstand ist wichtig Gruppieren wir namlich die Gln (26)
nach dem Index », u, so erhalten wir » g solche Gruppen, die jeweils 2s
homogene lineare Gleichungen fur 2s Varable enthalten Aus der
Theorie der linearen Gleichungen 1st wohlbekannt, da8 derartige Sy-
steme nur dann Losungen besitzen, wenn die Koeffizientendeterminante
verschwindet, womit eme Glewchung hnear abhangig wird und zu ver-
nachlassigen 1st Die erwahnte Koeffizientendeterminante lefert das
Dispersionsgesetz

Wir sehen also, daB wir ber der Abzahlung der Bedingungsgleichungen
(26) n den Gruppen », p statt 2s nur jeweis (2s—1) Gleichungen zu
berucksichtigen haben (26) umfalt also insgesamt (2s—1) » u un-
abhangige Gleichungen Das heilt, wir haben zusammen mit (24)

Z=2u s+v p2s—1) (28)
Bedingungsgleichungen zu befriedigen und die Frage, ob die Anfangs-
bedingungen die Variablen eindeutig festlegen, uberbestimmen oder
unterbestimmen laft sich formelmaBig 1n der Beziehung

A 2y u s

7:21’#8-}—”(25——’0);1 (29)

ausdrucken
Diese Relation zeigt, wie das Verhaltmis Z/Z mfolge des Ghedes
1 (2s —v) tatsachlich 1m allgemeinen von dem Wert 1 abweicht Insbeson-
dere erkennt man, daf nur etwa die Halfte der erforderlichen Parameter
zur Verfugung steht, wenn wir » =1 setzen Dies 1st in Ubereinstimmung
mit der Aussage LANDAUs [§] Wir haben allerdings ber der Verfugung
v=1 auller acht gelassen, daBl das Dispersionsgesetz zu jedem {-Wert
nicht nur emne, sondern gerade 2s-Losungen liefert, so dafl wir v=2s 1n
(29) emzufuhren haben Dann wird das Verhaltms Z/Z genau gleich 1,
und die Zahl der Parameter 1st gerade der Befriedigung der Anfangs-
bedingungen angemessen, — was gezeigt werden sollte Der irrtumhche
SchluB 1 [5] 1st nach diesen Uberlegungen durch die Vernachlassigung
der Manmgfaltigkeit der Losungen des Dispersionsgesetzes bedmgt

Herrn Professor K G EmeLEus danke ich fur semnen Kommentar
zu der vorliegenden Untersuchung
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