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Untere Sehranken fiir  zwei  diophantische 
A p p r o x i m a t i o n s - F u n k t i o n e n  
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(Eingegangen am 2. August  1971) 

sei die Menge der reellen, I der irrationMen, • der ganzen 
und ~ der natiirlichen Zahlen. N~ch einem einfachen Satz yon 
Dirichlet fiber diophantische Approximation (s. [1], S. 1) gibt es 
zu ]edem r162 und ]edem n e ~  ein keT/ mit~ ke[1,n] und It/c~lt ~< 
<<. 1/(n~- 1), und das ~< kunn nicht dutch ~ ersetzt werden. 

Es liegt nahe, zu fragen, ob man dieselbe oder eine bessere 
Sehranke erh/~lt, wenn man start  der Zahlen 1,. . ,n irgendwelche 
~nderen n ganzen Zahlen zul~Bt. Wegen [[k~ll-~ ll--k~][ geniigt 
es, sich auf n-Tupel k =  (kl .... kn)e~ ~ zu beschri/nken. Offenbar 
erhglt man dieselbe Sehranke, wenn man start  (1 .... n) mit einem 
ceM das n-Tupel ( le , . . ,nc)  nimmt. Neben diesen triviMen Bei- 
spielen gibt es auch niehttriviMe, z. B. fiir n ~ 5 : (1, 3, 4, 5, 9) und 
fiir n = 7 :  (1,2,3,4,5,7, t2) naeh einer Bemerkung yon P. FLo~ 
(s. [2], S. 262). 

Die Frage naeh allen n-Tupeln aus p~n, die die Sehranke 1/(n + 1) 
liefern, ist often. Ebenso ist noch often, ob es iiberhaup~ n-Tupel 
aus pdn gibt, die eine kleinere Sehranke Ms 1/(n + 1) liefern. 

Zur Untersuehung dieser letzten Frage sehreiben wit den Satz 
yon Dirichlet in der Form max min I1 i ~ [[ = 1 / (n + 1). 

a ~  l < i < n  
Dann lautet die Frage: Sei 

2 (n) ~ inf max min II k ~  II. 
ke~n ae~ l < i < n  

Ist  dann 2 ( n ) ~ l / ( n +  1) oder a(n) < l / ( n +  1) ? 

Dieses Problem der eindimensionMen diophantischen Approxi- 
mation ist, wie schon in [2], S. 259--260 gezeig~ wurde, gquivalent 
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zu folgendem Problem der s imultanen diophantischen Approxima- 
t ion:  

Sei 
(n) = inf  sup min ]] q ~ [[ [~ = (~.1 . . . .  ~ ) ] .  

a e l n  qe~  l < i < n  

Is t  dann u ( n ) = l / ( n ~ -  1) oder x(n) < l / ( n +  1) ? 

Im  folgenden L e m m a  wird die J~quivalenz der beiden Probleme 
kurz wiederholt.  Weiter  wird der Zusammenhang  mit  der L6sung 
s imultaner  Kongruenzen gezeigt. AuBer der Querverbindung hat  das 
den Vorteil, eine LLsungsmethode anzudeuten.  Der  anschlieBende 
Satz bringt  dann  die LLsung fiir die Fglle n = 2, 3 (n = 1 ist trivial). 

Lemma. 

1) ~(n) = 2 ( n )  ~< 1/(n~- 1)liar h e N .  

2) Far die folgenden drei Aussagen gilt: A <=:~B ~ C. 

A: ~ ( n ) =  1/(n q- 1). 

B: Zu  jedem /c=(/cl, . . , /Cn)eN n mit (/~l,..,/Cn)= 1 (grL/3ter gem. 
T . )  gibt es ein x e R mit 

1 <~/ci(nq- 1)x ~< n r o o d ( n @  1) (i---- 1 , . . , n ) .  (1) 

G: Zu  jedem /c=(/cl . . . .  kn)eN n mit / c~< /cn=c  ( i = l , . . , n - - 1 ) ,  
(lcl,..,ICn-l,c)---- 1 gibt es ein ge~_ mit 

c<<.Ic~[1-F(n-kl)g] <~nc m o d ( n - k l ) c  (i ----1, . ., n - - 1 )  . (2) 

Beweis. 
1) Naeh  [2], S. 258--260 geniigt as, sich bei der Bereehnung 

yon  u(n) auf  die F/file cr mit  k = ( / ~  .. . .  /cn)eN n und  einem 
e I zu beschr~inken. Also 

(n) ----- inf  inf  sup min I lks~]]. 
k e N n  a ~ I  qe~7 l ~ i ~ n  

Da fiir jedes ~ I  die Menge {q~lqe~} dicht  mod 1 liegt, ist 

(n) = i n f  sup min I]k, x ll. 
keNn xe~ l < i < n  

Zu jedem / t e n  n ist die Funk t ion  f m i t  f ( x ) = m i n  I]/c~xfl stetig. 
l ~ i ~ n  

AuBerdem ist f ( x +  1 ) = f ( x ) .  Also ~(n)----inf max  rain I]k~x[I , d .h.  
k e N n  x~gr l ~ i ~ n  

u(n) = ~ ( n ) .  Mit dem Satz yon  Dirichlet folgt 2(n) ~< 1/(n~- 1). 
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2) Sei • ( n ) = l / ( u +  1). Dann  gibt es zu jedem k e ~  n ein x e ~  
mit  min ][kixl] >11/(n+ 1) oder 1 / ( n +  1) ~< k~x 4 n / ( n - / 1 )  mod 1 

l < i < n  

(i~--1,. . ,n) oder (1). Also gilt A ~ B .  Wegen der Umkehrbarke i t  
ist auch B ~ A. Wegen x e R kann  angenommen werden: (/cl . . . .  kn) 
-- 1. Weiter  kann  angenommen werden, dab die /ci paarweise ver- 
schicden sind und  k~ ~ kn, i ---- 1 . . . .  n - -  1. Sci kn = c. 

Es gelte je tzt  die Aussage C. Dann  gibt es ein geT7 mit  (2). 
Sei x-~(1/c)(1/(n-~l)-~g) ,  dann  ist mi t  Icn-~c:lcn(n-~l)x~- 
----1 Jr (n~-1)g,  also die n-re Ungleichung in (1) erfiillt. Multi- 
pl ikation der anderen mit/On ~- c liefert (2). Also gilt (1) und  dami t  B. 

Satz. Fi'er n---- 1,2,3 gilt ~(n)-~(n)----1/(n ~-1). 

Beweis. n---- 1 ist nach dem L e m m a  trivial. 
n = 2. Ftir beliebige kl, c mi t  0 ~ kl ~ c und  (/cl, c) -~ 1 ist 

c < kl[ l  + 3g] < 2c m o d 3 c  

in einem g e [1, c] 15sbar. 
n----3. Zu zeigen: Zu jedem (ICl, kz, c)eS~ 3 mit  k l < c ,  k2<c, 
(/cl,/ca, c)---- 1 gibt es ein g e ;Z mit  

c ~ < k i [ l + r  ~<3c m o d 4 c  ( i = 1 , 2 ) .  (3) 

Sei (kl, c) ---- dl und  (/ca, c) ---- d2. Wegen (/cl, k2, c) ---- 1 ist (dl, d~.) : 1. 
Mit O=cldl=c2d2, kl---~aldl, l~2-~a~d2 wird (3) zu 

c~ ~ < a ~ [ l + 4 g ]  43c~ mod4c~ ( i : 1 , 2 ) .  (4) 

Sei dl~=de, also cl ~:c~, d . h .  cl----bld, ce~--b2d mit  (bl, be)-= 1 
und  o . E .  bl > 1. Die 2. Ungleichung in (4) gilt sicher in einem 
g----go. Sie gilt dann  auch in g--:go~-jbed mit  j e Z .  

Wegen (bl, be)----1 gilt die 1. Ungleichung in (4) fiir mindestens 
einen der bl Werte  go ~-jbzd, j----0,1,..,bl-- 1. 

Dami t  kann  man  annehmen:  dl--d2, also wegen (dl, d 2 ) = l  : 
dl : de ----- 1 oder (kl, c) ----- (k2, c) : l .  

Durchli~uft g die Werte  0 , 1 , . . , c - - I ,  so durchl~uft  /c~(1-{-4g) 
wegen (k~,c)-=l die c verschiedenen Werte  / c ~ - 4 g m o d 4 c ,  
g ---- 0, 1,.., c - -  1, die alle aus derselben Restklasse mod 4 sind. 

Jede  der beiden gilt also fiir mindestens [c/2] Werte  g~ [O,c--1]. 
Wegen k~ ~ c gelten beide nicht  fiir g = 0. 

I s t  c gerade, also [c/2] ~--c/2, so mul~ unter  den c - - 1  Zahlen 
g----1 . . . .  c - - 1  wenigstens eine sein, fiir die beide Ungleichungen 
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zugleich gelten. Wir k5nnen also annehmen:  c ungerade. Dann  ist 
yon den Zahlen c und  3 c genau eine = 1 rood 4 und  eine ~ 3 rood 4. 

Wir unterscheiden 3 F/tlle: 

1) Eines der ki ist ungerade. O. E. sei kl ungerade. Dann  gibt 
es ein goe[1 ,c - -1]  mi t  kl(1 § 4g0) = c o d e r  = 3 c  rood 4c. 

Also gibt es [c/2]-]-1=(c4-1)/2 Werte  g e [ 1 , c - - ! ]  mi t  
c < k t (1-}-4g)< 3 c m o d 4 c  und  dami t  mindestens ein ga[1,c--1] 
so, dab (3) gilt. 

2) Eines der k i ~ 2 m o d 4 ,  das andere ~ 0 m o d 4 .  Dann ist 
wegen c ungerade eine der Ungleichungen in (3) fiir (c--1)/2,  die 
andere fiir (c-I-1)/2 Werte ge[1,c--1] erfiillt; d. h. es gibt minde- 
stens ein g e [ 1 , c - - 1 ]  so, dab (3) gilt. 

3) kl-------k2 rood 4. Wegen (4 , c )=  1 gibt es ein g 0 e [ t , c - - 1 ]  mit  
1 + 4g0 ~ 0 rood c. Also gilt wegen k l - -k2  ~ 0 rood 4 auch 

(kl--k~) (1 + 4go) ~ 0 rood 4c 
oder 

kl (i + 4g0) --=k2(1 + 4go) rood 4c .  

Dami t  sind in (3) ftir g-=go entweder beide Ungleiehungen er- 
ftillt oder beide nioht erffillt. Im  letzten Fall  gibt es unter  den 
c - - 2  Wer ten  ge[1,c--1]~{go} mindestens einen so, dal] (3) gilt. 
Dami t  ist der Satz bewiesen. 

Wie ~us dem Beweis hervorgeht,  ist die Methode nicht  au f  n /> 4 
iibertragbar. 
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