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0peratormethoden fiir q-Identifiiten 

Von 

J. Cigler, Wien 

(Eingegangen am 6. M~irz 1979) 

Herrn Prof. Dr. L. Schmetterer zum 60. Geburtstag gewidmet 

Abstract, Operator Methods Ior q-Identities. We use some simple operator methods 
in order to give more insight into q-identities. 

Das Ziel der folgenden ~ber legungen bes teht  vor allem darin, 
mSglichst einfache und effektive Methoden zur Ablei tung yon 
q-Identiti~ten anzugeben. Die Ident i tg ten  selbst sind in den meisten 
F~llen wohlbekannt  und in zahlreichen Arbeiten untersucht  worden. 
Uns  geht  es vor allem datum,  ein wenig Ordnung in d~s Chaos 
spezieller Iden t i t s  zu bringen, so wie das ftir q = 1 in letzter Zeit 
mit  Hilfe des umbralen  Kalkfils erreicht wurde. (Man vgl. e twa [4], 
[5], [13], [14].) l~ein technisch gesehen geht  es darum,  Folgerungen 
aus der Iden t i t s  R T - q T R ---- I abzuleiten, wobei R und T lineare 
Operatoren auf  dem Vekto r raum P aller Po lynome in der Ver~nder- 
lichen x fiber dem KSrper  ~ der reellen Zahlen sind und I die 
identische Abbi ldung bedeute t .  

1. Der q-binomische Lehrsatz 

Als einfachstes Beispiel yon Operatoren R und T mit  
R T - q T R ---- I be t rachten  wit  bei festem q ~ 0, - 1 den q-Differen- 
t ia t ionsopera tor  R ---- D, definiert durch 

p (q x) - p (x) 
(Dp) (x) = 

(q - 1 ) x  

und den Mult ipl ikat ionsoperator  T = x mit  T p  (x) -~ x p  (x). Es ist 
q~ - 1 

dann D x ~ -- - - x  ~-1 -~ In] x n-l, wenn wir ffir ~ e ~ das in der 
q - 1  

q-Analysis fibliche Symbol  [~] -- verwenden.  
q - 1  
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Ebenso  ff ihren wir  die Abkf i rzungen  [n]! = [1] [ 2 ] . . .  In], [0]! - 1 

[ k ]  In]! ein. 
u n d  -- [k]! [n - k]! 

Als wei te ren  Opera to r  b e t r a c h t e n  wir s, definier t  du rch  
(ep) , (x)  = p (q x). D a n n  sind die 0 p e r a t o r e n  D, x u n d  s du rch  die 
fo lgenden I d e n t i t ~ t e n  mi t e inande r  verknf ipf t .  

D x - q x D = I ,  (1) 

D x -  x D  = c. (2) 

Man  beweis t  das  am e infachs ten  dadurch ,  dal~ m a n  beide Sei ten a u f  
die Bas i spo lynome  x ~, n = 0, 1,2 . . . .  , anwende t .  D a n n  sind (1) u n d  
(2) ~qu iva len t  m i t  den t r iv ia len  I d e n t i t ~ t e n  

u n d  

[ n + l ] - q [ n ] = l  

[n -~- 1] -- [n] = qn. 

E t w a s  a l lgemeiner  zeigt m a n  mi t  derselben Methode  

D x 1~ - qk x k D = [k] x k- 1 

u n d  

D x k - x k D = [k] x k- 1 e. 

Diese I d e n t i t ~ t e n  sind wieder  ~qu iva len t  m i t  

[n -b k] - q~ [n] ---- [k] 

u n d  

(1 ') 

(2') 

(3) 

(4) 

(3') 

[n + k] - [n] = [k] qn. (4') 

E t w a s  i n t e r e s san t e r  sind die dua len  I d e n t i t s  

D k x  - q k x D ~  = [k] D k-I (5) 

u n d  

Dk x -- x D k = e [k] D k-1 , (6) 

welche mi t  den  folgenden Rekurs ions re l a t ionen  fiir die q-Binomial-  
koef f iz ien ten /~quiva len t  s ind:  



und 
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I n + l ! - q / r  

k L k j  - 

89 

(55 

(63 

Ffir q = 1 erhMten wit  den fibliehen Different ia t ionsoperator  D und 
die fiblichen Binomialkoeffizienten. 

Wir  wollen als erstes l~esultat  eine besonders durehsichtige Fo rm 
des q-binomischen Lehrsatzes geben. 

Satz 1: Seien A und B lineare Operatoren auf P mit B A = q A B. 
Dann gilt fiir n = O, 1,2 . . . .  

f~=o[nl A~ B "~--'~ (7) (A + B) n = k " 

Der Beweis ergibt sich sofort  mittels Indukt ion  aus (5'). 

Beispiel: Ws man A = x e und B = a e mit  einer Kons tan ten  a, 
dann sind die Voraussetzungen erffillt. Es gilt 

(x e) t~" 1 ---- q und 

(x e + ae)kl  = (x + a)(qx + a) (q'2 x + a) . . . (q~-~ x + a). 

Es ergibt sich somit die bekann te  Gleiehung 

I;jq a (x + a) (q x + a ) . . .  (qn--', X + a) = ~ 
/c=0 

(8) 

Bemerkung: Die einfache Idee, die zu (7) gefiihrt hut, lgBt sieh auf  
eine Reihe weiterer Probleme anwenden. Sind etwa A~, A,2,. . . ,  Am 
Elemente  einer assoziativen Algebra mit  AjA~ = q A i A j  ffir i < j ,  
dann ist 

[n]! A,  A2. . .A~ = ~ A=o)A=I2). . .A=(~), 

wobei u Mle Permuta t ionen  der [ndizes durchl~ufL wie man durch 
Indukt ion  sofort verifiziert. 
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Anderersei ts  gilt 

A~o i A~(~ ) . . . A~(n) = qk A j A 2 . . . An 

genau dann,  wenn die P e r m u t a t i o n  ~r genau k Invers ionen,  d .h .  k 
Paare  ( i , j )  mit  i < j und  = (i) > z (j), enth/~lt. 

Bezeichnet  m a n  mi t  I (n, k) die Anzahl  der  P e r m u t a t i o n e n  yon 
{ 1 , 2 , . . . , n }  mi t  genau  k Invers ionen,  so gilt also die bekann te  
Formel  

~ I ( n , k ) q k = [ n ] ! = ( 1  +q)(1  + q + q ~ ) . . . ( 1  + q + . . . + q ' - l ) .  (9) 

Der q-binomisehe Lehrsa tz  1/~Bt sich sehr einfach mi t  Hilfe der 
Eulerschen  Exponen t i a l funk t ion  (man vgl. z .B.  [6]) 

zk 
e (~) = eq (z) = F~ 

~=o [k]! '  

die wit  als formale Potenzre ihe  be t raehten ,  formulieren.  

Satz 2: S i n d  A u n d  B lineare Operatoren a u f  P mi t  B A = q A B,  
dann  gilt 

e ( A z ) e ( B z )  = e ( ( A  + B ) z ) .  (10) 

Der  Beweis  ergibt  sich sofort  durch  Koeffizientenvergleich.  

Beispiele : 

1) F i i r A = x , B = - x e f o l g t  

e (x) e ( -  x ~) = e (x (1 - ~)). 

Wende t  m a n  beide Seiten auf  die kons t an t e  Reihe 1 an, so erh/~lt 
man  wegen (1 - s) 1 = 0 

1 ~ 1)nq(~) z" 
e ( - x s ) l  - - e ( x ) - - ~ = o ( - -  [n]!" 

Das ist wohl der  einfachste  Beweis fiir diese woh lbekann te  Formel .  

2) Ffir A = x, B = a e ergibt  sieh 

~ H ~ ( x , a )  z~__ e ( x z ) e ( a z )  mit  
o [n]! 

~ [ ~ 1  (11) (A -I-B)nl = (x + a s ) ' 1  = Hn (x, a) = x1~ a n-k . 
k=O 
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3) W s  m a n  A = - x e, B = a e, so e rha l ten  wir 

• p~(a,X)z,, e(az) (12) 
o In]! e ( z~ )  

m i t  p~ ( a , x )  = (a - x)  (a - q x )  . . . (a - q"-~ x) .  

Wir  ben6t igen  noch die ch~rukter is t i sche  E igenscha f t  der  
q -Exponen t iMfunk t ion ,  ngmlieh  D e (x) = e (x). D~raus  ergibt, sieh 

e (q x) - e (x) 
= e (x) 

(q - 1)x 

d .h .  e (q x) = (1 + (q - 1 ) x) e (x). Mit  I n d u k t i o n  folgt  d u n n  

e ( q " x )  = p , ( 1 ,  (1 - q ) x ) e ( x ) .  (13) 

Satz 3: E s  gi l t  
e (x t) e (z) 

e ( s z ) e ( x t )  - e ( ( l  - q ) x t z ) "  (14) 

B e w e i s  : 
l zt x ~ t]~ q]~l t~ x k z~: 

~(~z)e(xt )=F_ - Z  - k:z [k] ! [~] ! , [k] ! [l] ! 

(x t) ~ F (q~ z)~ - ~ ~ e (q~ z) = 
= ~  [k]~ " [l]~ 

~ p k ( 1 , ( l  -q)Z) (xt)~=e(z ) e(xt) 
= e ( z )  [k]! e ( 0  - q ) x t z )  

B e m e r k u n g :  Dieses Ergebnis  ist  impliz i t  in [3] en thMten  und  
k a n n  dazu  ve rwende t  werden,  u m  das  do r t  erzielte R e s u l t a t  

H n (X) H n (y) z~ e (z) e (x z) e (y z) e (x y z) 
[n]! = e(( l  -- q ) x y z  '2) 

mi t  H~ (x) ---= H~ (x, l ) besonders  e infach abzule i ten  : 

~H~(x)H~(y)z ,~ , - ,H~(y) , ,  . s )z )~  1 ( y ( x + e ) z ) e ( ( x + e ) z ) l  [n]! = L  [ ~ - .  ~ ((x-t- = e  

nach  (11). Aus Satz 3 ergibt  sich n u n  die B e h a u p t u n g .  
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Nun noch einige Modifikationen bzw. Erwei terungen des 
q-binomialen Lehrsatzes : 

1) Is t  B invert ierbar  auf  P, dann gilt 

Zum Beweis b raueh t  man  nur  zu zeigen, dab die zwei linken 
Ausdrfieke identiseh sind, was sieh sofort aus B A ---- q A B ergibt. 

2) Un te r  geeigneten Voraussetzungen fiber A und B (etwa ffir 
A - - D  und  B-~  s -1) oder indem man  P zum Ring der formalen 
Potenzreihen erweitert  (und etwa A = x s, B -- e w/~hlt), 15~gt sich 
sofort zeigen, dub 

ffir a l l en  e 7/gilt, wenn mo~n [ ~  ? [n] [ n -  l ] . . . [ n - k + l ]  

3) Withlt  m a n  A = x ~ und B = e auf  dem Vektor raum aller 
Po lynome in x und  1/x mit  e (x n) = qnxn fiir alle n~  ~, so ist A 
invert ierbar  und  

I I " " 
m m-t- k n-~ 

 :_mLk+m/ 
Wendet  man  das auf  1 an, so ergibt sich eine Identit/~t yon 
MACMA~ION (vgl. [9]): 

(17) [ ;+ m7 (~) 
= i +mJq x~. 

k =  - - m  

4), Aus der trivialen Gleichung (A + B) r+'~ = (A + B) r (A + B) ~ 
ergibt sich durch  Koeffizientenvergleich das q-AnMogon der Vander-  
mondeschen Formel :  
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2. Verallgemeinerte Sheffer-Folgen 

Wir nennen eine Folgep  = {p~} yon Polynomen eine Hauptfolge,  
wenn gilt : 

1) p 0 = l ,  
2) p ,  ist genau vom Grad n, 
3) p ~ ( 0 ) = 0 f f i r n > 0 .  

Bei gegebenem q und fester Hauptfolge p = {p,,} bet rachten wir 
lineare Operatoren T = T (p, q), R = R (p, q) und e = s (p, q), die 
folgendermagen definiert sind: 

Tpn----P~+I, n - - - 0 , 1 , 2 , . . . ,  
Rp~ = [n]p~_l ffir n ~> 1, Rpo = 0, (19) 

e p n ~ q n  p ~  . 

Ffir die Hauptfolge i = {x n} und q = 1 ist T der Multiplikationsope- 
ra tor  mi t  x, R der Different iat ionsoperator  und s die Identiti~t. 

Man rechnet  wieder leicht nach, dal~ (1), (2), (3), (4), (5) und (6) 
gelten, wenn man  D durch R und x dutch T ersetzt. Wit  verifizieren 
e twa die Gleichung R T - T R ----- e. Dazu wenden wit beide Seiten 
auf  die Basispolynome p~ an und sehen, dab wir wieder die trivialen 
Gleiehungen In + 1 ] - [n] ---- q~ erhalten. 

Ffir eine beliebige Folge {ak} reeller Zahlen definieren wir den 
linearen Operator  

dureh a (R) p~ = akP~- k. 

Eine ausgezeichnete Rolle spielt der Operator  e ( a R ) =  

= ~  a k  R k d e r s i e h f i i r q = l  p = i u n d R = D a u f d e n V e r s c h i e -  
[kit ' 

bungsoperator  E ~ = e aD reduziert.  Es gilt 

e (aR)p  n = (T + ae )~ l .  (20) 

Denn 

e ( a R ) p n = ~  k a p n - k = ~  ak'Tn-kl = ( T - I - a e ) n l '  

weil T k 1 -= Pk ist und e T = q T e gilt. 
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Satz 4: Sei Q : P  ~ P linear. Dann sind die folgenden Aussagen 
iiquivalent : 

a) R Q  = QR,  
b) e ( a R ) Q  = Qe(aR)  fiir alle a e R .  

c) Q ist yon der Gestalt Q - ~  ~ R~ fi~r eine gewisse Folge reeller 
[k ] .  

Zahlen {a~}. Erfi~llt Q eine dieser Bedingungen, so heiJ3t Q R-invariant. 

Beweis: Die einzige nichttr iviale Impl ikat ion ist b ) ~ c ) .  Sei 
L p - - p  (0). Ein Po lynom p ist genau dann identisch 0, wenn 
L Rkp  = 0 ist ffir alle k. Das sieht man  etwa, indem man p nach den 
Basispolynomen Pk entwickelt .  U n d  L R k p  = 0 ffir alle k ist klarer- 
weise ~quivalent  mit  L e (a R) p ---- 0 ffir alle a e ~. 

Sei nun b) erffillt. Wir beh~upten,  dab dann 

Q = ~ ' L Q P ~ R ~  
" -  

gilt. 

Se in~ml ich  S - - - - - Q - ~  ~cgP~R D a n n i s t  S e ( a R )  e ( a R ) S  [k ] !  k. = 

und L S p n = O  fiir alle n, d .h .  L S = 0 ;  ~ L e ( a R ) S p =  
---- L S e ( a R ) p  -~ 0 fiir alle n; ~ S p  = O, d. h. S -~- O. 

Satz 5: Sei S : P ~ P linear. Dann gilt R S = q S R genau dann, 
wenn S -~ e Q ist mit einem R-invarianten Operator Q. 

Beweis : Es gilt e- 1R e = q R. I s t  S ---- e Q mit  Q R --- R Q, dann ist 
R S - =  R e Q  = q e R Q  = q e Q R  = - q S R .  

Is t  umgekehr t  R S = q S R, dann ist 

q(e -~ S ) R  = 6 - 1 R S  = e-~ R s e - l  S = qR(e  -1S),  

d.h .  e-I S ist R-invariant .  

Satz 6: Ein  Operator S : P ~ P erfi~llt genau dann R S - q S R = I,  
wenn S = T + e Q ist mit einem R-invarianten Operator Q. 

Beweis : R S -  q S R  = I ist gleichbedeutend mit  R ( S -  T ) -  
- q(S  - T) R = 0, d .h .  mit  S - T = eQ nach Satz 5. 

Is t  S ein derart iger  Operator ,  dann definiert S" I  = s,  (x) eine 
Polynomfolge,  die wir im AnschluB an die Rotasche  Terminologie 
([14]) eine R-Shefferfolge nennen wollen. 
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Satz 7: Sei Q ein R-invarianter Operator. Dann existiert ein 
eindeutig bestimmter R-invarianter Operator s (R) mit s (R)1----l, 
sodafi gilt 

1 
T + s Q -  T s ( R ) .  

8(R) 

Beweis: Is t  a ( R ) =  ~ ak R 1~ ein R-invarianter  Operator,  so 

t% ~ a / definieren wir seine q-Ableitung ~-Ra(R)~-- (R) durch (R) = 

- V ak+~ R ~ Aus R u T  - T R  ~ = e[n]R ~-j folgt also 

a (R) T - T a (R)  = ~ a' ( R ) .  (21) 

Daraus  ergibt sich 

l s' (R) 
)s(R--Ts(R)-= T - ~ s (qR) " 

Durch Koeffizientenvergleich stellt man  lest, dal3 es zu jedem 

Operator  a ( R ) - = ~  a~ Rk genau einen Operator  s(R)  mit  

s (R) 1 = 1 gibt, welcher s' (R) = a (R) s (q R) erffillt. 

Ffir das praktische Rechnen mit  R-Shefferfolgen erweist sich eine 
kleine Modifikation dieser Darstel lung als sehr ni~tzlich, die yon 
P. KmSCHENHOFER [10] s tammt .  

Satz 8: Sei s~ (x) - -  
s(R) 

pn (x) eine R-Shefferfolge. Dann  gilt 

s,~(x) = ( T -  q~-i b ( R ) ) ( T  - qn -2b (R) ) . . .  (T  - b(R))1,  (22) 

wobei b (R) dutch 
s'(R) 
s(R) 

- b (q R) eindeutig bestimmt ist. 

Beweis: Setzt  man  
8'(R) 
8(R) 

-- b (q R), dann gilt 

1 b(R) 
- - T s ( R )  = T - - - s s ( R )  
~(R) s(R) 
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und somit 

= - - -  ~1 = T - b  ~ s ( R )  s~_ I ( x ) =  
8 (R) 

= T s ~ _ l  - b ( R ) q  ~ 1s~_1 = ( T  - q ~ - l b ( R ) ) s , ~ _ l ,  

woraus die Behaup tung  folgt. 
Die R-Shefferfolgen sind deshalb interess~nt, well sie bei gegebe- 

ner Haupt fo lge  p ---- (p~} alle Folgen s~ mit  R s.  = [hi Sn-~ liefern. 
Von speziellem Interesse sind die Shefferfolgen zur Haupt fo lge  {x~}, 
die in der L i te ra tur  oft un tersucht  worden sind und auch als 
q-Appell-Folgen bekann t  sind. 

Wir wollen hier nu t  zur I l lustrat ion alle q-Appell-Folgen bestim- 
men, die bezfiglich eines linearen Funkt ionuls  F auf  P orthogonal 
sind, d .h .  F (s~ sl) = ~ 5kl erffillen mit  ~ ~ 0. 

Da  s~ ein Po lynom vom Grad n ist, ist das lineare Funkt ional  F 
durch die Wer te  F (sn) -~ F (Sn 80) -~ ~0  bereits eindeutig festgelegt. 
Wir suchen also jene q-Appellfolgen 8~, welche sogar F (sksl)----- 
---- ~k 5kz erfiillen. Da  sl (x) = a x + b ist, muB speziell F (x s~) -~ 0 sein 
ffir alle n > 1. Nun  gilt nach Satz 8 s,~+l = (x - q~b ( D ) ) s ~ .  

~ 0  = F (xsn) .-~ F ( ( x  - qnb(D))8 ,~  + q ' b ( D ) , , , )  ----- 

----- F (S~+l) + q~ F (b (D)  s~) = qn F (b ( n )  s~) . 

Ist  nun b ( D )  - - -2  [k] ! , so ist b ( D ) 8 ~ - = 2 b  k s~_~i und 

F (b ( D ) s ~ ) =  b~. Es  ist also b~ = 0 ff i r  n > 1. Somit  ergibt  sieh 
b (D)  = b o + bl D.  Die einzigen q-Apl0ell-Folgen , welehe beziiglich 
eines linearen Funkt ionals  F orthogonal  sein k6nnen, sind also 
gegeben dureh s o (x) -=- 1, s~+l (x) =- (x - q~ b)8~ (x) - a [n] q~ s~_l (x) 
mit  gewissen reellen Zahlen a :~ 0 und b. Von diesen sieht man  aber 
sofort, daB sie wirklieh orthogonal  sind. 

Fiir b -~- 0, a = 1 ergeben sieh die q-Hermitepolynome 

h~ (x) = (x - q~- l  D)  (x - q~-'2 D)  . . . (x - D) I, 

die yon P. KIRSCHENHOFER [10] genauer untersucht  wurden.  

3. Reziprozit~tsgesetze fiir 0peratoridentit~iten 

Wir wollen nun einige Methoden angeben, um Operatoridentiti~- 
ten in R und T abzuleiten. Dazu ffihren wit  zun~chst bei gegebener 
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Hauptfolge p und festem q in P ein inneres P roduk t  ein dutch 

@k, pz) = [k]! ~ .  (23) 
Es gilt dann 

@~ ,Pt} = (Pl ,Pk) und (Rplc ,p~} = (Pk, Ypz).  (24) 

Setzt  man  (A Pk ,Pt) = @2, AtPz), dann gilt also (A B) t = B~A t und 

R t ~ -  T ,  T t . =  R ,  e t =. s .  ( 2 5 )  

Wit erhal ten somit den 

Satz 9 (1. Reziprozitdtsffesetz) : Die Abbildung A ~ A t fiihrt jede 
Operatoridentitdt f (R, T, e) = 0 in eine Operatoridentitdt 

f~' (R, T, s) = 0 
iiber. Dabei gilt f "  = f. 

Beispiel: Wendet  man  auf  die Ident i t~t  

R T ~ - q~ T k R = [k]T k- J 

das erste Reziprozit/itsgesetz an, so folgt 

R ~ T - q~ T R l~ = [k] R k-- ~. 

Geht man  yon R T ~ - T ~ R = [ k ] T k - J s  aus, so erh/~lt man 
R k T  - T R  k = [k] eR k-l. Speziell gehen (3) und (5) sowie (4) und (6) 
auseinander hervor. 

Noch interessanter  ist eine kezilorozit/it , die sich durch Betrach- 
tung der linearen Funkt ionMe auf  P ergibt. Bezeichnet man mit  L 
das lineare Funktional ,  das dutch  L p  = p (0) definiert ist, so ist klar, 

oo 

dab jedes lineare Funkt ionM F auf  P yon der Gestalt  F ----- ~ bl~ L R k 
ist. Ffihrt  man  nun  die linearen Funkt ionale  0 

_(k+J~ 

L k _ _ ( _ l ) k q  ~ 2 J L R  k (26) 

ein, so 1/~13t sich also jedes lineare Funkt ionM F a u f P  eindeutig in der 
Gestalt  

6b k schreiben, d .h .  F (p) ---- (p, F) =- ~ [ ~ T  (p' Lk) mit  

( / c + l ~  

( p ~ , L k ) = ( - - 1 ) ~ q  t ~ J[k]!dn,~. (27) 
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Wir t ibertragen nun  die Operatoren R und T, die bisher nur  auf  P 
definiert wurden,  auf  den Vektor ruum P'  aller linearen Funkt ionale  
durch 

Dann gilt wieder R T - q T R = I,  weil 

1 
( R T  - q T R ) L ~  = ~-Z ([k + l] - [k]) L~ = Lk 

ist. Setzt  man  wieder s = R T - T R, so ist 

1 
Lk = ~ Lk (29) 

wegen 
1 1 

( R T  - T R ) L ~  = ~ ( [ k  + 1] - q [ k ] ) L k  = j~-zTLk. q- .~  q 

Weiter  ist 

e T = q T e  und R e = q e R .  

Setzt man  (A  p ,  F )  = (p, A *  F ) ,  so gilt 

(30) 

Satz lOrEs  gilt T *  = T ,  R *  = - R e  -1 u n d  e* = q - ~  s -~ . 

B e w e i s :  Sei 2~----(-1)kq ~ e J[k]!. Dann  ist ~ - -  qk 2~-~" 

Daher  gilt 
[k] 

(Tp ,~ ,  L~) -= (P~+1, Lk) = 2k ~,~+l,k - -  q~ 2k-1 6~,~_, = 

Analog ist 

[k] \ 
L?_, ]  = (p~, T L~). qk / 

(Rp ,~ ,L~)  = [n] (Pn-J ,L~) = [k + l] (pn_~ ,L~) = [k + 1]),k 5~'~,k --= 

= - - q k + l ~ + , ~ , k + l  = (P~ ,  - -  q k + l L ~ + l )  = ( p ~ ,  - -  R e  -1 L~):  

SchlieBlich ist 

( e p~ , L~) = q~ (p~ , L~) = qk 2k ~ , k  = (Pn , q~ Lk) = (P~ , q-- l s -  l L~) . 
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Satz 11 (2. Reziprozitiitsgesetz) : Die A bbildung A ~ A* fiihrt jede 
Operatoridentitiit f (R, T, e) = 0 in eine Operatoridentit~it 

f *  (R, T, 6) = 0 

iiber. Dabei gilt f**  = f 

Beweis .'f* (R, T, e) ist  definitionsgem/h3 eine Iden t i t / i t  fiir Opera- 
to ren  a u f P ' .  Fassen  wir sic jedoch als I d e n t i t ~ t  fiir Opera toren  a u f P  
auf, so k6nnen  wir f * *  bilden. 

Wegen  

T** = T* = T,  R** = ( - R e - ~ ) *  = - ( e * ) - l R *  = - q e ( - R e - ~ ) = R  

u n d  e** = (q-~ e-l)  * = q-I  (e,)-1 = q - l q e  = e 

gilt  also f**  = f .  

Beispiele: 1) W e n d e n  wir das  zweite  Reziprozi tg tsgesetz  au f  
R T ~ - q~TkR = [k ]T  k-I an,  so e rha l ten  wir 

(T*)kR  * - q~:R* (T*)  k = [k] (T*) k- ' ,  

d . h .  T k ( - R s-  J ) - q~ ( - R e- 1 ) T k = [/c]T ~- ~ oder 

( R T  k -  TkR)  s -~ = []c]T ~-1, d .h .  R T  k -  T e R  = [lc]T ~-1 s. 

Speziell s ind also (3) und  (4) dua l  zueinander .  Ebenso  (5) u n d  (6). 

2) Man  zeigt sofort  m i t  I n d u k t i o n ,  dal3 

R~T" = [ I  (q I~RT + [k]) (31) 
k=0  

gilt. Dabei  k o m m t  es a u f d i e  Reihenfolge  der  rech ten  F a k t o r e n  n ich t  
an, well (q~R T + [k])p~ ffir jedes m ein Vielfaches yon  p~ ist. 

N u n  ist 

(R~T~) * = Tn( - Rs-~)  ~ = ( -  s -'~ u n d  

(q~RT + [k])*e = (q~T ( -  R e  -~) + [k])e = - q~T R + [k]e.  

Da  e R T = R T e ist, e rha l ten  wir 

q T'~R~ = l-I (q~ T R - [k] ~). 
k=O 
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Setz t  m a n  n u n  e = I + (q - I ) T  R e i n ,  so ergibt  sich als reziproke 
Formel  

q T ~ R ~ =  I - ] ( T R -  [k]). (32) 
k=0 

Bemerkung: Beide F o r m e l n  folgen natf i r l ich auch  t r ivia lerweise  
aus den Gle ichungen 

R n T n p m _ l  = [m][m -t- 1 ] . . . [ m  -t- n - 1 ] p m - i  

(qkRT  + [k])pm_~ ~ (q~ [m] + [k])p~_~ = [m + le]pm_~ 

TnR~p~ = [m] I r a -  1 ] . . .  [m - n + 1]p~ u n d  

q-k (T R - [k])p~ = q-~ ([m] - [k]) pm = [m - k] p~ .  

3) In  [11] w u r d e  fa r  q = 1 die Fo rme l  

x nD = - ( n  - 

bewiesen. Diese l~i~t sich sofor t  vera l lgemeinern  zu 

q~(~-l) T2~R n _=(T2R _ [ n -  1]T)L (33) 

D e n n  wende t  m a n  beide Sei ten au f  p~ an,  so ergibt  sich 

q~(~-l)[m] [m - 1 ] . . .  [m - n + 1] ---- 

-~ ([m] -- In -- l ] ) . . . ( [ m  + n -- 1] - [n -- 1]). 

Das  ist  aber  wegen 

q n - l [ m _ i ] _ _ _ [ m W n _ i _ l ] _ [ n _ l ]  

r ichtig.  D~s erste  Reziproz i t s  l iefert  n u n  sofor t  

q'~(~-~)T~R2'~= (T R ~ - [n - 1]R) '~ . (34) 

W e n d e t  m a n  das  zweite  an, so ergibt  sich nach  leichter  l~echnung 

R~T2"~- (q~-IRT2 + [n - 1IT)  ~. 

Bemerkung" E r w e i t e r t  m a n  (23) a u f  ganze P ' ,  so haben  dor t  
oo 

Ausdrf icke wie ~ ak T~ einen Sinn. Man k~nn  d a n n  die zu den 
o [k]! 

S/~tzen aus ~ 2 rez iproken Aussagen ablei ten,  wie das  ffir q = 1 zum 
Teil in [8] g e m a c h t  wurde.  
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4. l l lgemeine Entwicklungss~itze 

Die Iden t i t i i t en  R ~ T - T (q R) ~ = [n] R ~-~, n = 1,2, 3 . . . . .  s ind 
i~quivalent m i t  

e (R z) T = T e (q R z) + z e (R z). 

Setz t  m a n  ~ z ~ = q~z n, so folgt  

e (R z) T = (z + T ~) e (R z) 

u n d  schlie$1ich 

e(Rz) T n = ( z + T t ] ) n e ( R z ) = ~ [ n k l  

Koeff iz ientenvergle ich  ergibt  da raus  

R~T~ (a5) 

Fiir  m ---- n ergibt  sich speziell 

Bemerkung : Da (R T R)~ p~ = R~ T~ R~ p~ fiir ~lle r ist, erh~l ten 
wir 

~=0 [ ~  .1~/ " 

Diese Formel  h a t  in der  L i t e r a t u r  einige B e a c h t u n g  gefunden.  
Man  vgl. e twa  [1] u n d  die dor t  zi t ier te  L i t e ra tu r .  Geh t  m a n  von 
R~T - T R ~ = e[n]R n-j aus, so erh/il t  m a n  

Koeff iz ientenvergle ieh  liefert  hier 

LkJ \ Rf R, 
oder a l lgemeiner  

a(R) f (T)  = 2 ~ ~ f (T)  e k k - ~  a (R). (37) 
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Hier  wurden mit  ~-~ und ~ die q-Ableitungen nach T bzw. R 
bezeichnet. 

In  vielen Fi~llen ls sich eine Ident i t~ t  f (R ,  T) ~- 0 am einfach- 
sten dadureh  beweisen, dal~ m a n f ( R ,  T)p~ = 0 fiir alle r ---- 0, 1,2 . . . .  
nachweist .  Da  

T~R~p~ = [ r ] [ r -  1 ] . . . I t -  n + 1]p~------ 
(~) 

= q [r]  f i r ]  - [ 1 ] ) . . .  f i r ]  - In  - 1 ] )p~  

gilt, wird die Darstel lung eines Po lynoms  p in der Gestal t  

p(x) -- ~ak(x)~ mit  (x)k-~ (x - [ 1 ] ) . . . ( x -  [ k -  1]) 

eine groBe Rolle spielen. Fiir q =- 1 sind das einfach die Po lynome  
vom Binomia l typ  zum Differenzenoperator  

(A p) (x) = p (x + 1 ) - p (x). 

Wir werden daher  versuchen,  eine Verallgemeinerung des Differen- 
zenoperators  auf  q ~ 1 zu finden, welche A (x)~ ~-- [n] (x)~_l erffillt. 
Eine naheliegende Definition ist 

p ( In  + 1]) - p f in ] )  
(~ p )  ( In ] )  = 

[n -C 1] -- [n] 

Dadureh  ist A eindeutig festgelegt und erffillt 

p ( q x  + 1) - p ( x )  
(A p) (x) = 

1 + (q - 1 ) x  

oder kurz 
1 

_ (E - I ) ,  mit  (Ep) (x) ----- p (qx + 1 ). (38) 
( E  - I )  x 

Man rechnet  sofort  n~ch, da[t A (([r])~) ----- In] ([r])~-i ffir alle r u n d  
daher 

(x)~ = In]  (x )~_ ,  
erfiillt ist. 

U m  den Operator  T mit  T ~ 1 ---- (x)~ zu finden, beachten wit, d~l~ 

T (1 -~- ~) (X)n ~- (X)n+l -~ In] (x)~ ---- (x - [n]) (x)~ -[- [n] (X)n = X (X)n 

gilt. Daher  ist T (1 + d) = x und somit 

1 
T = x - - - .  (39) 



OperatormeVhoden ffir q-Identit/iten J03 

I s t  p ein P o l y n o m ,  d a n n  gilt  

p (~) = ~ (~p)(0)  
[k]!  

well {(x)~} eine H a u p t f o l g e  ist. 

( X ) k  

Beisp ie l :  Sei p (x) = (1 + (q - 1)x)L D~nn  ist p ([r]) = q~" und  
A p ([r]) = (q - 1 ) [n] qr(~-l) u n d  dahe r  

( A p ) ( x )  = (q - 1)[n](1 + (q - 1)x) n- ' .  

Somi t  ist 

(Akp)(O) --- (q -- 1)k In] [n -- 1 ] . . . I n  -- k + 1]. 

D a r a u s  folgt  

(1 + (q - 1)x)~ = k (q - 1)~x~ =- (q - 1)~(x)k" 
k = 0  k = 0  " 

D a r a u s  1/~13t sich sehr e infaeh eine explizi te  F o r m e l  fiir zl ~ ab le i ten  : 

(~) 1 n - ,  
q A n =  1-[ (E - qk). (40) 

Beweis :  Es  genfigt  zu zeigen, dab  ffir alle r gilt 

q (n + (q - 1 ) x ) n ~ ( a  + (q - ~ ) x ) r =  l-[ (E - q~)(1 + (q - 1)x)  ~. 
k=O 

D~s ist ~ber  u n m i t t e l b a r  zu verifizieren. 

Wi r  definieren n u n  die q-Stir}ingzahlen ers ter  Ar t  s (n, k) und  
zwei ter  Ar t  S (n, k) ~ls Koeff iz ien ten  in den I d e n t i t ~ t e n  

(x)~ = ~ s (n, k) x k 
k = 0  

und  

x ~ = ~ S ( n , k )  (x)k. 
k=O 

Diese  w u r d e n  bere i t s  y o n  L. CARLITZ [2] und  GOULD [7] s tudier t .  
Aus  der  Def ini t ion e rgeben  sich sofor t  die R e k u r s i o n e n  

s (n + 1,k)  = s ( n , k  - 1} - [n] s ( n , k )  und  

S ( n  + 1,k) = S ( n , k -  1) + [k ]S (n , k ) ,  

8 Monatshefte ffir Mathema~ik, ]Bd. 88/2 
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sowie die Formel  

Akx n 1 q [I  (E - = 
s ( n , k )  = [-~.T ~ 0 -  [k]! (1 + (q - 1 )x )  k ~ 0  

-~  ( [ k ] ! q ( ~ ) )  - 1  i=0  ~ ( - -  1)iq (~) [k - i ]  ~ 

wegen (40), (8) und  (E"p)(0)= p (In]). 
Fiir q = 1 ist die umbral- inverse Folge zu (x), die Folge der 

Exponent ia lpo lynome ~0, (x) = ~ S  (n, k) x ~ (vgl. [14], p. 747). Im 
allgemeinen Fall  erweist es sich als zweckm/iBiger, die Polynome 

klq (~) w (x) = ~ S (n, x k 
zu betrachten.  

Aus der  Rekursionsformel  ftir die Stirlingzahlen ergibt sich dann 
sofort die Rekursionsformel  

~ + 1 (x) ----- x (D + e) ?~ (x) = x ~ (q x) + x ~" (x). 

Beachte t  man, daB 
1 

x (D + ~) = e - ~  (x D) e (x) 

gilt, so ergibt sich schlieBlich 

1 1 ~ [k]~x ~ 
~2 n (X) = ~ ( ~  (X D) n e (x) -- e (x) k=0~'~ [k][ 

W~hrend der Operator  T ffir die Folge {~n} durch T = x (s + D) 
gegeben ist, konnte  ich fiir den Operator  R mit  R ~ ---- [hi ~n-I im 
Falle q r 1 bisher keine einfache Formel  finden. 

Aus diesen Ergebnissen folgen sofort die Operatoridentit/~ten 

(~)T'~R ~ ~ ~(n ,k) (TR)  k (41) q = 
und k =0 

(TR)'~= ~ S(n,k)q(~) TkR ~. (42) 
k=O 

Fiirq  ----- 1 finder man  diese Ausdrficke z. B. in [12]. Auch die anderen 
dor t  angegebenen Formeln lassen sich auf  den Fall q r 1 verallge- 
meinern. Da es mir hier aber hauptsi~chlich um Methoden zu tun  ist, 
m6chte  ich nur  ein weiteres Resul ta t  erws yon dessen Riehtig- 
keit man  sich dureh Naehreehnen leicht tiberzeugen kann:  Definiert 
man  die q-Laguerrepolynome L(~ ~) (x) durch 
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1 
L(~) (x)  = x - ~  ( D  - e ) ,  x,~+ ~ = x - ~ - -  D ~  e ( - x )  x,~+~ e( -  x) 

so sieht man, dab (36) eine Darstellung yon R" T ~ dutch L~ ~ gibt. 
Das ist ein Spezialfall der etwas allgemeineren Formel 

in welcher die L~ / (x) auftreten. Ffir q = 1 stammt dieses Resultat 
yon H. W. GOULD und A. T. HOPPER [8]. 
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