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Herrn Prof. Dr. L. Schmetterer zum 60. Geburtstag gewidmet

Abstraet. Operator Methods for g-Identities. We use some simple operator methods
in order to give more insight into g-identities.

Das Ziel der folgenden Uberlegungen besteht vor allem darin,
moglichst einfache und effektive Methoden zur Ableitung von
q-Identitédten anzugeben. Die Identititen selbst sind in den meisten
Fallen wohlbekannt und in zahlreichen Arbeiten untersucht worden.
Uns geht es vor allem darum, ein wenig Ordnung in das Chaos
spezieller Identitaten zu bringen, so wie das fiir ¢ = 1 in letzter Zeit
mit Hilfe des umbralen Kalkiils erreicht wurde. (Man vgl. etwa [4],
[5], [13], [14].) Rein technisch gesehen geht es darum, Folgerungen
aus der Identitdt R7T" — ¢ T R = I abzuleiten, wobei R und 7" lineare
Operatoren auf dem Vektorraum P aller Polynome in der Verander-
lichen z iiber dem Korper R der reellen Zahlen sind und I die
identische Abbildung bedeutet.

1. Der g-binomische Lehrsatz

Als einfachstes Beispiel von Operatoren B und 7T mit
RT — ¢qT R = I betrachten wir bei festem ¢ # 0, — 1 den g-Differen-
tiationsoperator B = D, definiert durch

plgz) — p(z)
Dp)(x) =
P (- 1)z
und den Multiplikationsoperator 7' =z mit 7' p (x) = zp (z). Es ist
" —1
dann Dz" =17 _— " = [n]a""!, wenn wir fir «eR das in der

%

g-Analysis iibliche Symbol [«] = 1

1 verwenden.
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Ebenso fithren wir die Abkiirzungen [n]! = [1][2]...[n],[0]! =1
d nl| [n]! .
e b Ty T

Als weiteren Operator betrachten wir &, definiert durch
(ep)(x) = p (g x). Dann sind die Operatoren D, x und ¢ durch die
folgenden Identitéiten miteinander verkniipft.

Dx—qxD=1, (1)
Dy —zD=c¢. (2)
Man beweist das am einfachsten dadurch, dafl man beide Seiten auf
die Basispolynome z", n =0,1,2, ..., anwendet. Dann sind (1) und
(2) dquivalent mit den trivialen Identitdten
[n+1]—gn] =1 (1)
und
[n+1] —[n] =q". (2)
Etwas allgemeiner zeigt man mit derselben Methode
Dat — ¢*2* D = [k]2*! (3)
und
Dat —atD =[k]aF e, 4)
Diese Identitdten sind wieder dquivalent mit
[n + k] — ¢*[n] = [k] 39
und
[n+ k] — [n] = [k]q". (4)

Etwas interessanter. sind die dualen Identitédten

Dtx — ¢*x D* = [k} D*! (5)
und

Dfx —ax DF = e[k] D* 1, (6)

welche mit den folgenden Rekursionsrelationen fiir die g-Binomial-
koeffizienten dquivalent sind:
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n+1 ok n _ n ’
R A
n 41 Nl n ,
R R AT G

Fiir ¢ = 1 erhalten wir den @blichen Differentiationsoperator D und
die iiblichen Binomialkoeffizienten.

und

Wir wollen als erstes Resultat eine besonders durchsichtige Form
des g-binomischen Lehrsatzes geben.

Satz 1: Seien A und B lineare Operatoren auf P mit BA =qAB.
Dann gilt fir n =0,1,2,. ..

(4 + B)" = i ["} Ak Brb, (7)

k=0 k

Der Beweis ergibt sich sofort mittels Induktion aus (5.

Beispiel : Wahlt man A = x sund B = ¢ e mit einer Konstanten a,
dann sind die Voraussetzungen erfillt. Es gilt
k
()1 = q(Z) x* und

(et+ae)fl =@ +a)gr+a)@r+a)... (" 'z +a)

Es ergibt sich somit die bekannte Gleichung

, Zoin| (3) -
@+a)ygr+a)... @ 'wta)= Y {k}q AT )
k=0
Bemerkung : Die einfache Idee, die zu (7) gefithrt hat, 148t sich auf
eine Reihe weiterer Probleme anwenden. Sind etwa 4,,4,,..., 4,

Elemente einer assoziativen Algebra mit 4;4;=q4,; 4; fir i <},
dann ist
s {n)>

wobei 7 alle Permutationen der Indizes durchliuft, wie man durch
Induktion sofort verifiziert.
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Andererseits gilt
Az(l).An(Z) e An(n) = qkAl AQ A4

genau dann, wenn die Permutation = genau k£ Inversionen, d.h. &k
Paare (¢,7) mit ¢ < j und = (¢) > = (j), enthalt.

Bezeichnet man mit / (n, k) die Anzahl der Permutationen von
{1,2,...,n} mit genau &k Inversionen, so gilt also die bekannte
Formel

SImkyg =M=+ +9+7)...(L+g+... 497", (9

Der g-binomische Lehrsatz 148t sich sehr einfach mit Hilfe der
Eulerschen Exponentialfunktion (man Vgl. z. B. [6])

o0
e(z) =¢,(2) = Z
die wir als formale Potenzreihe betrachten, formulieren.

Satz 2: Sind A und B lineare Operatoren auf P mit BA =qAB,
dann gilt
e(Az)e(Bz)=¢e((A+ B)z). (10)

Der Beweis ergibt sich sofort durch Koeffizientenvergleich.
Beispiele:
1) Far A =z, B= —xe¢folgt
e@)e(—ze)=e(xz(l —e)).

Wendet man beide Seiten auf die konstante Reihe 1 an, so erhilt
man wegen (1 — &1 =0

1 il (3) x
elmzal=rrn= 2 (=1'¢ [

Das ist wohl der einfachste Beweis fiir diese wohlbekannte Formel.
2) Fir A =z, B = a ¢ ergibt sich
© H
Y -ﬁ—(x—’@—z" =e(xz)e(az) mit
[n]!

0

v o (11)
(A+B"l=(x+as)"l =H,(x,a)= Z [ ]x"a’”"".
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3) Wihlt man 4 = — ﬁce, B = ae, so erhalten wir
e{az) (12)

i Pu(.2) . _
0 n]!
mit p,(@,7) =(a —z)(a —qz)... (@ —¢""
Wir bendtigen noch die charakteristische Eigenschaft der
¢-Exponentialfunktion, namlich De (x) = e(x). Daraus ergibt sich
ef(gz) — e(w)
T2 e (e)
g—1e=
d.h.e(gz) = (1 + (g — 1)z)e(z). Mit Induktion folgt dann

e(g"z) =p, (1, (1 — @) x)e(x). (13)
Satz 3: Es gilt
_efxt)e(z) (14)

Beweis: Ui,k g
gzxfg_ QV}EQCVZ_
e(ez)e(xt)=; (k]! 1) _]c,l (R I]! -
B @) < (¢°2) B @ty —
TR IR A T
pk(l,(i “Q)Z) E_ _e‘(xL_
=@ LT e SO ey

Bemerkung : Dieses Ergebnis ist implizit in [3] enthaiten und
kann dazu verwendet werden, um das dort erzielte Resultat
5 H,(x) H,(y) e e(z)e(xz)e(yz)e(xyz)
[n]! e((1 —qay2?)

mit H, (x) = H, (x,1) besonders einfach abzuleiten:

H,(@)H.(y) ,_H.y) "y _
Y ]’ =Y ]! ((x +2)2)"1 =e(y(z+e)z)e((x+e)2)1
nach (11). Aus Satz 3 ergibt sich nun die Behauptung.
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Nun noch einige Modifikationen bzw. Erweiterungen des
g-binomialen Lehrsatzes:

1) Ist B invertierbar auf P, dann gilt
Pl —AB™) = (A + By B = ¥ [Z]AkB (15)

Zum Beweis braucht man nur zu zeigen, dafl die zwei linken
Ausdriicke identisch sind, was sich sofort aus B A = g A B ergibt.

2) Unter geeigneten Voraussetzungen iiber 4 und B (etwa fiir
4 =D und B=¢"") oder indem man P zum Ring der formalen
Potenzreihen erweitert (und etwa 4 = xe, B = ¢ wiahlt), 148t sich
sofort zeigen, daf3

A+By=Y |"|ar Bt (16)

i=o |k

m][n —1]...[n =k +1]
(k]!

3) Wahlt man 4 =x¢ und B = ¢ auf dem Vektorraum aller

Polynome in z und 1/x mit £(z") =¢"«" fiir alle neZ, so ist A
invertierbar und

A4+ By =Y [m ;—n]A"”A’Bm”‘l:k y [Z“jﬂﬂ AbB,

setzt.

fir alle n e Z gilt, wenn man [Z:l =

Wendet man das auf 1 an, so ergibt sich eine Identitit von
MacMasON (vgl. [9]):

m m—1
(2+1> (‘1——+1> (q +1>(1 +a)(l 4 ga)...(1 ¢ '2) =

xz X x

¥ [n+m]q<’5>xk_ (n)

k=-m k+m

4), Aus der trivialen Gleichung (4 + B)"** = (4 + BY (4 + BY’
ergibt sich durch Koeffizientenvergleich das ¢g-Analogon der Vander-
mondeschen Formel:

r+sf ol § (k) (- )
I R M [ T
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2. Verallgemeinerte Sheffer-Folgen

Wir nennen eine Folge p = {p,} von Polynomen eine Hauptfolge,
wenn gilt:

1) po=1,

2) p, ist genau vom Grad =,

3) p,(0) =0 fir n > 0.
Bei gegebenem ¢ und fester Hauptfolge p = {p,} betrachten wir
lineare Operatoren T =1 (p,q), R=R(p,q) und ¢ =¢(p,q), die
folgendermaflien definiert sind:

Tpn =pn+1 , N =Oy 1)29 B
RBp,=[n]p,_; firn=1, Rp,=0, (19)
EPn=q"Py-
Fir die Hauptfolge ¢ = {"} und ¢ = 1 ist 7" der Multiplikationsope-
rator mit z, B der Differentiationsoperator und ¢ die Identitét.

Man rechnet wieder leicht nach, dal3 (1), (2), (3), (4), (5) und (6)
gelten, wenn man D durch R und z durch 7 ersetzt. Wir verifizieren
etwa die Gleichung R7T — T' R = . Dazu wenden wir beide Seiten
auf die Basispolynome p, an und sehen, dall wir wieder die trivialen
Gleichungen [n + 1] — [n] = ¢" erhalten.

Fiir eine beliebige Folge {a,} reeller Zahlen definieren wir den
linearen Operator

a(R) =Y %Rk
durch a(R)p, = i [Z] APyt -
k=0

Eine ausgezeichnete Rolle spielt der Operator e(aR)=
p
=Y f]%]_!Rk’ der sich fiir ¢ =1, p =4 und R = D auf den Verschie-

bungsoperator E* = ¢*” reduziert. Es gilt

e(aR)p, =T +ae)"1. (20)

Denn
e(@R)p, =)y [Z:’akpn,k =) [Z:lakT"‘kl =(T +ae)"1,

weil 751 = p, ist und 7 = q T ¢ gilt.
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Satz 4: Sei Q: P — P linear. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

a) RQ=QR,
b) e(aR)Q = Qe(aR) fir alle acR.
¢) Qistvon der Gestali Q =) %Rk fiir eine gewisse Folge reeller

Zahlen {a,}. Erfillt Q eine dieser Bedingungen, so heif3t Q@ B-invariant.

Beweis: Die einzige nichttriviale Implikation ist b)=>c¢). Sei
Lp=p(0). Ein Polynom p ist genau dann identisch 0, wenn
L RFp = 0 ist fiir alle k. Das sieht man etwa, indem man p nach den
Basispolynomen p,, entwickelt. Und L R*p = 0 fiir alle k ist klarer-
weise dquivalent mit Le(a B)p = 0 fir alle aeR.

Sei nun b) erfullt. Wir behaupten, dafl dann

_ LQpi
Q=1 (k]! R

LQp,
(k]!
und LSp,=0 fir alle n, d.h. LS=0; =>Le@R)Sp=
=LSe(@aR)p=0furalle n; =Sp=0,d.h. §=0.

gilt.
Sei némlich S =@ —)

R,. Dann ist Se(@aR)=¢{aR)S

Satz 5: Sei S: P — P linear. Dann gilt RS =q8S R genau dann,
wenn S = e @ ist mit einem R-invarianten Operalor Q).

Beweis: Bsgilte ' Re = qR. Ist § = ¢ @ mit Q R = R, dann ist
RBRS=ReQ =qeRQ=qeQR=9gSR.

Ist umgekehrt RS = ¢S R, dann ist
g(e'S)R=:"RS=¢"'Ree'S=qgR(z'8),
d.h. ¢! 8 ist R-invariant.

Satz 6: Ein Operator S: P — P erfillt genaudann RS — qS R =1,
wenn 8 =T + £ @ ist mit einem R-invarianten Operator ().

Beweis: RS — ¢S R =1 ist gleichbedeutend mit B(S — T) ~
—q¢g8 —TYR=0,d.h. mit § — 7T = &) nach Satz 5.

Ist S ein derartiger Operator, dann definiert S*1 = s, (x) eine
Polynomfolge, die wir im Anschlull an die Rotaséhe Terminologie
([14]) eine R-Shefferfolge nennen wollen.



Operatormethoden fiir g-Identitédten 95

Satz 7: Sei Q ein R-invarianter Operator. Dann existiert ein
eindeutig bestimmiter R-invarianter Operator s(R) mit s(R)1 =1,
sodaf gilt

{
T+eQ= TR,

a
Beweis: Ist a(R) =Z——]“——R" ein R-invarianter Operator, so

(1]
definieren wir seine g-Ableitung a—aﬁa(R) =a'(R) durch o (R) =

=Z%ﬁmAmHT_TM=qMM”ﬁ@Mw

a(R)T —Ta(R)=ca (R). (21)
Daraus ergibt sich
_p_ S(RB)
S(B) Ts(R)y=T Es(qR)'

Durch Koeffizientenvergleich stellt man fest, daf es zu jedem

Operator a(R)=) ——R* genau einen Operator s(R) mit

ol
(k]!
s(R)1 =1 gibt, welcher ¢’ (R) = a (R)s (¢ R) erfulit.

Fir das praktische Rechnen mit R-Shefferfolgen erweist sich eine
kleine Modifikation dieser Darstellung als sehr nitzlich, die von
P. KiRSCHENHOFER [10] stammt.

1
Satz 8: Sei s, (x) = 7 P, (x) eine R-Shefferfolge. Dann gilt

s (R)

5,@) = (T~ ¢ b(R) (T ~ " *b(R)... (T —b(R)1, (22)

s'(R)
s(R)

wobei b (R) durch == b (q R) eindeutig bestimmt ist.

Beweis: Setzt man - (F) = b (¢ R), dann gilt
s(R)
i
Ts(R)=T - "2 o)

s(R) s(R)
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und somit

_(p _bE) (- -
sn(x)_—<T S(R)SS(R))I——(T b(R)S(R)ss(R))sn_,(oc)_

= Tsn—l - b (R) qnil Sn~1 = (T - qn41 b (R)) Sn—l ]

woraus die Behauptung folgt.

Die R-Shefferfolgen sind deshalb interessant, weil sie bei gegebe-
ner Hauptfolge p = {p,} alle Folgen s, mit Rs, = [r]s,_; liefern.
Von speziellem Interesse sind die Shefferfolgen zur Hauptfolge {«"},
die in der Literatur oft untersucht worden sind und auch als
g-Appell-Folgen bekannt sind.

Wir wollen hier nur zur Illustration alle g-Appell-Folgen bestim-
men, die beziiglich eines linearen Funktionals F' auf P orthogonal
sind, d.h. F (s, 8) = 4, 6, erfullen mit 1, # 0.

Da s, ein Polynom vom Grad n ist, ist das lineare Funktional F
durch die Werte F (s,) = F (s, ) = 9, bereits eindeutig festgelegt.
Wir suchen also jene g-Appellfolgen s,, welche sogar F (s;s) =
= J; Oy erfiillen. Da s (x) = ax + b ist, mul} speziell F' (zs,) = 0 sein
fiir alle » > 1. Nun gilt nach Satz 8 s,,; = (x — ¢"b (D)) s,.

=>0=F(xs,)=F((x—q"6(D))s, +¢"b(D)s,) =
=F(8,.1) +¢"F(b(D)s,) =¢"F (b(D)s,).

Ist nun b(D)=), %D", so ist b(D)s,= Zbk[Zjlsn_k und
F(b(D)s,) =b,. BEs ist also b, =0 fir n > 1. Somit ergibt sich
b (D) = by + by D. Die einzigen g-Appell-Folgen, welche beziiglich
eines linearen Funktionals F orthogonal sein kénnen, sind also
gegeben durch So (x) =1, Sn+1 (x) = (x - qn b) Sp (%) —a [%] fln Sp—1 (.’I})
mit gewissen reellen Zahlen a s 0 und b. Von diesen sieht man aber
sofort, daf} sie wirklich orthogonal sind.
Fiir b =0, a =1 ergeben sich die g-Hermitepolynome

h(@) = (@~ ¢"' D) (@ — ¢"D)...(x — D)1,

die von P. KIRSCHENHOFER [10] genauer untersucht wurden.

3. Reziprozitiitsgesetze fiir Operatoridentititen

Wir wollen nun einige Methoden angeben, um Operatoridentité-
ten in R und 7T abzuleiten. Dazu fithren wir zunéchst bei gegebener
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Hauptfolge p und festem ¢ in P ein inneres Produkt ein durch

e,y = k] 0y (23)

Es gilt dann
@20 =1, pw vnd (Bpy.pp = (o, T 1) (24)
Setzt man (4 p,, py = {p;, A’ p;), dann gilt also (4 BY = B'4* und
R=T T =Ré=c¢ (25)

Wir erhalten somit den

Satz 9 (1. Reziprozititsgesetz): Die Abbildung A — A fiihrt jede
Operatoridentitit f(R,T, &) = 0 in eine Operatoridentitit

FR,T,e) =0
iiber. Dabei gilt " = f.

Beisprel : Wendet man auf die Identitat
RT* — *T*R = [k)T*!
das erste Reziprozitatsgesetz an, so folgt
R*T — *TR* = [k R* .
Geht man von RT*— =[k]T* "¢ aus, so erhdlt man
R*T — T RF = [k]«RF1. Speziell gehen (3) und (5) sowie (4) und (6)
auseinander hervor.
Noch interessanter ist eine Reziprozitit, die sich durch Betrach-

tung der linearen Funktionale auf P ergibt. Bezeichnet man mit L
das lineare Funktional, das durch Lp = p (0) definiert ist, so ist klar,

daf} jedes lineare Funktional F auf P von der Gestalt ¥ = ) b, L R
ist. Fihrt man nun die linearen Funktionale 0

(41

L= (-1)q LR (26)
ein, so 143t sich also jedes lineare Funktional F auf P eindeutig in der
Gestalt

F = ka_]TLk

schreiben, d.h. F (p) = Z[Ic]Y (p, L) mit

(3"
P, L) = (— 1)'q (k]! 05, (27)
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Wir iibertragen nun die Operatoren R und 7', die bisher nur auf P
definiert wurden, auf den Vektorraum P’ aller linearen Funktionale
durch

[£]

TL,=— Q’ =Ly, T Ly =0, RLy=1Lg,. (28)

Dann gilt wieder RT —gT R =1, weil

a-l"

(RT —gTR) L= ([k+1] [K]) Ly = Ly,

ist. Setzt man wieder e == RT — T' R, so ist

1
gt

£ Lk = Lk (29)
Wegen

1 1
(RT =T R) L= s (b + 11— g k) L = g L

Weiter ist
elT=qTeund Re=qeR. (30)
Setzt man (A p, F) = (p, A* F), so gilt

Satz 108 Es gilt T* =T, R* = — Re ' und e* =q '

k+1
k
Beweis: Sei 1, =(—1)"q A )[k]’ Dann ist /1,6=-[~q_]1k .

Daher gilt

[k}
(TpnaLk) = (pn—l—] 7Llc) =lkan+l,k= - q llc lénk 1 =

k
=< ny [q]Llc 1>=(pn7TLk)

Analog ist
Rpy, Ly) = [0] @p—ys L) = [k + 1] (ppy, L) =Tk + 1] 40,1 1 =
— @ i O = P> — € L) = (o, — Be 7' L),
SchlieBlich ist
(ePns L) = 0" (0, Lp) = 0" 1B i = (P> ¢ L) = (0n, 0" 67" L) -
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Satz 11 (2. Reziprozitdtsgesetz ) : Die Abbildung A — A* fiihrt jede
Operatoridentitit f (R, T, e) = 0 in eine Operatoridentitiit

¥R, T, e)=0
tiber. Dabei gilt f** = f
Beweis: f* (R, T, ¢) ist definitionsgemi eine Identitét fiir Opera-

toren auf P'. Fassen wir sie jedoch als Identitat fitr Operatoren auf P
auf, so kénnen wir f** bilden.

Wegen
T#% =T% =T, R¥*=(— Re )= — (%) 'R*= —qe(—Re™ ") =R
und = (g e =g (M) =g ge =0
gilt also f** = f.

Beispiele: 1) Wenden wir das zweite Reziprozititsgesetz auf
RT* — ¢g*T*R = [k]T*" an, so erhalten wir

(T*) B* — ¢* R* (T*)" = [k] (T*)*"",

dh TH(—=Re™ ")y —g*(— Re YT = [k]T* ' oder

(RT*—T'R)e ' = [k]T* ', d. h. RT* — T*R = [k)T* e,
Speziell sind also (3) und (4) dual zueinander. Ebenso (5) und (6).

2) Man zeigt sofort mit Induktion, daf3

n—1

R =[] @ RT + (k) (31)

k=0

gilt. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der rechten Faktoren nicht
an, weil (¢* R T + [k]) p,, fiir jedes m ein Vielfaches von p,, ist.
Nun ist
(R*T™)* = T"(— Re™ ') = (— 1)"9(2) T"R"e™" und
@ RT + [k e = (@ T (= Re™) + [k} e = — ¢*T R + [k] .

Da ¢ BT = BT ¢ ist, erhalten wir

PR =TI ¢ TR - k).

k=0
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Setzt man nun ¢ =1 + (¢ — 1) 7' R ein, so ergibt sich als reziproke
Formel

() gt

¢ T'B"=[[(TR~[k). (32)

k=0

Bemerkung : Beide Formeln folgen natiirlich auch trivialerweise
aus den Gleichungen

R'T"p,y=[m]m+1]...[m +n—1]p,_,
(@ RT + [k]) Py = (¢" [m] + (k) proy = [m + k] Py
™Rp, =[m]m—1]...]m —n+1]p, und
¢ (TR~ (k) pn =g " ([m] — [k]) P = [m — K] p,s..

3) In [11] wurde fiir ¢ = 1 die Formel
2" D" = (2D — (n — 1))
bewiesen. Diese laf3t sich sofort verallgemeinern zu

qn(n—I) TQan =(T2R — [n — 1]T)n (33)

Denn wendet man beide Seiten auf p,, an, so ergibt sich

" Vmlm —~1]...[m —n+41] =

= (fm] ~[n—1])...([m+n~ 1]~ [n ~ 1]).
Das ist aber wegen
" '[m—il=[m4+n—i—1]—[n—1]

richtig. Das erste Reziprozititsgesetz liefert nun sofort

" VTR = (T R* — [n — 1] R)". (34)
Wendet man das zweite an, so ergibt sich nach leichter Rechnung

R = ("' RT? + [n — 1]7T)".

Bemerkung: Erweitert man (23) auf ganze P’, so haben dort

Ausdriicke wie Z %T" einen Sinn. Man kann dann die zu den
0 .

Satzen aus § 2 reziproken Aussagen ableiten, wie das fiir ¢ = 1 zum
Teil in {8] gemacht wurde.
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4. Allgemeine Entwicklungssiitze
Die Identitdaten R"T — T(qR)" = [n]R"', n=1,2,3,..., sind
iquivalent mit
e(R2)T =Te{qgRz) +ze(Rz).
Setzt man 72" = ¢" 2", so folgt
e(R2)T =(z+Tn)e(Rz)
und schlieBlich
e(R2)T"=(+Tn)"e(Rz) =), I:Z}zk(T n)" *e(Rz).
k
Koeffizientenvergleich ergibt daraus
“oin| [m]! i _ _
R™T" — ‘ (n—k)(m—k) e lcRm k . 5
gom[mw]!q (%)
Fiir m = n ergibt sich speziell
(7]
R"T" = Tt RE 6
Z{}m, (36)
Bemerkung: Da (RT R)"p, = R"T" R"p, fiur alle r ist, erhalten
wir
[n]!
(k]!
Diese Formel hat in der Literatur einige Beachtung gefunden.

Man vgl. etwa [1] und die dort zitierte Literatur. Geht man von
R*T — TR" = ¢[n] R aus, so erhdlt man

(RTRY = (R*TNE' = 3. m TR
k=0

e(R2)T" = (T + e2)"e i [ JT“ bbb e (Rz).

Koeffizientenvergleich liefert hier

mn__n nlckakm___L_aknkakm
BT = D [k]T (azz)R "Z[k] (57’) T 8<6R>R

oder allgemeiner

1 [0 d \k
amvaw=§ﬁm<ﬁ%?ww%aa%uﬂ (37)
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0 0
Hier wurden mit — und —— die g-Ableitungen nach T bzw. R
begei or OR
ezeichnet.

In vielen Fallen 1aBt sich eine Identitit f(R,T') = 0 am einfach-
sten dadurch beweisen, dall man f (R, T) p, = Ofiiraller =0,1,2, ...
nachweist. Da

TnR)in_[,r][,r_l] ["‘hn+1]pr=
] =0D...([r] = [n = 1) p,
gilt, wird die Dars‘oellung eines Polynoms p in der Gestalt

Zak x), mit (x), = (@ —[1])...(x — [k —1])
eine groBe Rolle spielen. Fiir ¢ =1 sind das einfach die Polynome
vom Binomialtyp zum Differenzenoperator
Ap)(x)=p@+1)~px)
Wir werden daher versuchen, eine Verallgemeinerung des Differen-
zenoperators auf ¢ # 1 zu finden, welche 4 (x), = [n] (), _, erfillt.
Eine naheliegende Definition ist
p(n+1]) — p(n))
(m4+1]—[n]

Dadurch ist 4 eindeutig festgelegt und erfiills

plgx+1)—p(x)
L4+(g—1)z

(A p)([n}) =

(4 p)(x) =

oder kurz
1

4 =(—E,—_"_—I)—x(E —1), mitEp)@)=pgr+1). (38)
Man rechnet sofort nach, da8 4 (([r]),) = [#] ([7]),, fur alle » und
daher
A (x), = [n] ()1
erfiillt ist.
Um den Operator 7' mit 7" 1 = (z), zu finden, beachten wir, dall

T (1 + 4) (@), = (€)pts + [0] (), = (& —~ [n]) (&), + [n] (@) = 2 (2),
gilt. Daher ist 7' (1 + 4) = x und somit
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Ist p ein Polynom, dann gilt
) (4°p) (0)
[k]!

pix)= (@)

weil {(x),} eine Hauptfolge ist.

Beispiel: Sei p (x) = (1 + (g — 1)z)". Dann ist p ([r]) = ¢ und
Ap([r]) = (g — 1)[n]¢ """ und daher
(Ap) (@) =(g—1)[n]1(L+ (g~ 1)),
Somit ist
(A5 p) (0) = (g — V) [n][n —1]...[n — k +1].
Daraus folgt

(1+@~IMM==i(;)q—n%h=z[ﬁ]@—l%wm

k=0 k=0

Daraus 146t sich sehr einfach eine explizite Formel fiir A ableiten:

(3)
(40
! (1+@~1 U )
Beweis: Es gentigt zu zeigen, daf fir alle r gilt
(2) ,
¢ (1+@=1De)'a"(1+( H +(@— 1))

Das ist aber unmittelbar zu verifizieren.

. Wir definieren nun die ¢g-Stirlingzahlen erster Art s(n,k) und
zweiter Art S (n, k) als Koeffizienten in den Identitidten

@)= ¥ 50,12

und
n

ﬂ:ZSmmmh

k=0

Diese wurden bereits von L. CARLITZ [2] und GoULD [7] studiert.
Aus der Definition ergeben sich sofort die Rekursionen

s(n+1,k)=snk—1)—[n]sn, k) und
Sn+1,k)=8nk—1)+[k]Sn,k),

8  Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 88/2
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sowie die Formel

Ak 1 q =
SO0 =Tt b =T (¥ (@ = Dya? I__I TP
k L :
= (g ) _‘_;O[i]( 1y — iy

wegen (40), (8) und (E"p) (0) = p ([n]).

Fir ¢ =1 ist die umbral—mverse Folge zu (z), die Folge der
Exponentialpolynome ¢, (x ZS (n,k)a* (vgl. [14], p.747). Im
allgemeinen Fall erweist es s1eh als zweelzmaﬁiger, die Polynome

=) 8(n.k) q(Z) a*
zu betrachten.
Aus der Rekursionsformel fiir die Stirlingzahlen ergibt sich dann

sofort die Rekursionsformel
Pni1 (@) =2 (D + &) g, (x) = 2@, (q2) + 2 ¢, (%)
Beachtet man, dal3

x(D + &) =e—(15(xD)e(x)
gilt, so ergibt sich schliefilich
1 1 2 (k]2
"0 = T =

Wihrend der Operator 7' fur die Folge {¢,} durch T =z (¢ 4+ D)
gegeben ist, konnte ich fiir den Operator R mit B¢, =[n]g,_( im
Falle g # 1 bisher keine einfache Formel finden.

Aus diesen Ergebnissen folgen sofort die Operatoridentititen

q(g) T"R* = En: s(n, k) (T R)* (41)
k=0
- )
(TR Z (n,kyqg  TERE. (42)

und

Fiir ¢ = 1 findet man diese Ausdriicke z. B, in [12]. Auch die anderen
dort angegebenen Formeln lassen sich auf den Fall ¢ # 1 verallge-
meinern. Da es mir hier aber hauptséchlich um Methoden zu tun ist,
mochte ich nur ein weiteres Resultat erwahnen, von dessen Richtig-
keit man sich durch Nachrechnen leicht iiberzeugen kann : Definiert
man die g-Laguerrepolynome L (z) durch
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_ ntol et
“E [ he e

so sieht man, daB (36) eine Darstellung von B" 7" durch L (x) gibt.
Das ist ein Spezialfall der etwas allgemeineren Formel

L=t patlgmtl _ X n+1|[n]! Kb e Rk
e ‘k;[n—k]wq ’

in welcher die LY (z) auftreten. Fiir ¢ = 1 stammt dieses Resultat
von H.W.GouLp und A.T. HopPER [8].

Literatur

[1] AL-Saram, W.A., und M. E. H.IsMAIL: Some operational formulas. J.
Math. Anal. Appl. 51, 208—218 (1975).

{21 CARLITZ, L.: ¢-Bernoulli numbers and polynomials. Duke Math. J. 15,
987—1000 (1948).

[3] CARLITZ, L.: A g-identity. Mh. Math. 67, 305—310 (1963).

[4] CiGLER, J.: Some remarks on Rota’s umbral calculus. Indag. Math. 40,
2742 (1978).

[5] FEINSILVER, PH.J.: Special Functions, Probability Semigroups, and
Harmonic Flows. Lecture Notes Math. 696. Berlin—Heidelberg—New York:
Springer. 1978.

[6] GOLDMAN, J., und G.-C. ROTA: Finite vector spaces and Eulerian genera-
ting functions. Studies Appl. Math. 49, 239—258 (1970).

[7] GouLp, H. W.: The ¢-Stirling numbers of first and second kinds. Duke
Math. J. 28, 281—289 (1961).

(81 GouLp, H.W., und A.T. HOPPER: Operational formulas connected with
two generalizations of Hermite polynomials. Duke Math. J. 29, 51 —63 (1962).

[9] HIRSCHHORN, M. D.: Simple proofs of identities of MacMahon und Jacobi.
Discrete Math. 16, 161—162 (1976).

[10] KIRSCHENHOFER, P.: Beitrige zu Rota’s Theorie der Sheffer- und
Faktorfolgen. Dissertation. Wien. 1979.

{11] KrAMKIN, M. S., und D.J. NEWMAN: On the reducibility of some linear
differential operators. Amer. Math. Monthly 66, 293—295 (1959).

[12] RIORDAN, J.: Combinatorial Identities. New York—London: J. Wiley.
1968.

[13] RoMaN, S. M., und G.-C. ROTA: The umbral calculus. Adv. Math. 27,
95-—188 (1978).

[14] RoTA, G.-C., D. KAHANER und A. ODLYZKO: Finite operator calculus. J.
Math. Anal. Appl. 42, 684—760 (1973).

Prof. Dr. J.CIGLER
Institut fitr Mathematik
Universitit Wien
Strudlhofgasse 4

A-1090 Wien, Osterreich

g%



