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Funktionen mehrerer Variablen 
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(Eingegangen am 13. Mai  1980) 

Abstract. On Mean-Values of Multiplieative Number-Theoretic Functions of 
Several Variables. In [8] the author extended the concept of"neighbouring functions" 
(cp. [9]) to the case of several variables. Using these results it is shown that under 
some weak conditions a multiplicative function f in  two variables has a mean-value 
different from zero if and only if the two multiplicative functions f l  (n) = f (n ,  1) and 
f2 (n) = f ( 1 ,  n) have mean-values different from zero. Applications to theorems of 
DELANGE [3], E L L I O T r  [6] and DABOUSSI [1] are given. 

1. Bezeiehnungen. Es sei A q : =  { f :  N q---} C} die M e n g e  aller 
kornplexwert igen F u n k t i o n e n  a u f  der  M e n g e  aller q- tupel  nattirl icher 
Zahlen.  Eine F u n k t i o n  f aus  Aq heiBt m u l t i p l i k a t i v ,  wenn  ftir alle 
nati ir l ichen Zah len  n l ,  . . ., nq, n{ , . . ., n'q mit  (nl  . . . nq, n~ . . . n'q) = 1 gilt 

f (nl  n~ , . . ., nq n'q) = f ( n l ,  . . ., nq) f (n'l, . . ., n'q) . 

Es bezeichne M q  die M e n g e  der  mul t ip l ika t iven  F u n k t i o n e n  aus  Aq.  

Jeder  F u n k t i o n  f aus  Aq k 6 n n e n  wir  durch  

f ( n ) : =  f ( n l , .  . . , n q )  mit  n j =  1 f i i r j r  i, n i =  n 

q F u n k t i o n e n f ( 1  ~< i ~< q) zuordnen .  U m g e k e h r t  def inier t  

0 c •  g )  ( n  l ,  �9 �9 ", nql + q2): = f ( n l  . . . .  , nql) g (nqi + 1, �9 �9 -, nql +q2) 

fiir f aus  Aql , g aus Aq2 eine F u n k t i o n  f x  g aus aql+q 2 . 

Eine wichtige Rol le  werden  die fo lgenden  Te i lmengen  von  Aq 

spielen: 
f If(p)12 

Gq : = ~ M q ,  E p2 
p 

- - <  oo ffir 1 < ~ i < ~ q ,  

]f(pkl,. . . ,pkq) i } 
pk,+ < o o  , 

p kl ..... ko>~O 
kl+.. .  +kq>~2 
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G~:-~ {fEGq, cpf(.P, Sl,...,Sq) ~ 0 ffir Resi  >~ 1, 

1 ~< i ~< q, und alle p}, 

wobei ffir s~-e C, 1 ~< i ~< q, 

f (pk , , . . . , pk  0 
~f (tO' $1'"" "' Sq) :'~" E pk l  st + . . .  kqsq 

k I . . . . .  kq>~O 

gesetzt wurde u n d p  die Folge aller Pr imzahlen durchlfiufl. SchlieBlich 
sei noch 

Bq:= {f~Aq, E ]f(nl"'"nq)l < c~} 
nl...nq El 1. . . nq 

Dq:= Bq n Gq und D * : =  Bq n G*. 

Wie im Falle einer Variablen definiert m a n  die Fal tung ,,*" ffir 
Funk t ionen  f g E Aq durch 

(f*g)(nl  . . . .  ,nq)'= E . . .  E f(d~,...,dq)g ,..:, . 
dllnl dqlnq 

Die Funk t ion  e (nl,..., nq) = 1 ffir nl = . . .  = nq ~- - -  1 und 0 sonst  ist 
Einselement  bzgl. *. Ist f ( 1 , . . . ,  1 ) r  0, so existiert genau eine 
Funk t ion  f e Aq mit f , f =  e (vgl. [4]). 

Zwei Funktionenf, gEGq heiBen benachbart, wenn ffir 1 ~< i ~< q 
gilt 

60) - g i ( p )  l 
E -( ct3, 
p P 

d. h. wenn die F u n k t i o n e n f  und  gi (~ G0 ffir alle i benachbar t  sind. 

2. Einleitung und Formulierung der Ergebnisse. In der  vorl iegenden 
Arbeit  sollen die in [8] gezeigten Ergebnisse fiber b e n a c h b a r t e  
multiplikative Funk t ionen  mehrerer  Variabler zum Beweis von 
S~itzen tiber die Existenz von Mit telwerten multiplikativer Funk-  
t ionen mehrerer  Variabler benutzt  werden. Wir werden uns hier au f  
den Fail yon zwei Variablen beschr[inken. Die Uber t ragung  der 
Ergebnisse au f  mehr  Variable bereitet keine Schwierigkeiten. 

Definition 1. Die F u n k t i o n f ~  A2 hat  einen Mittelwert  M (f), wenn 

Z Z f(n, m) ,,~ M (f) x y, 
n~x m~y  
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wenn x und y unabh~ingig voneinander gegen Unendlich gehen. Im 
Falle einer Variablen wurde in [9] gezeigt: Sind f ~ G *  und g~G1 
benachbart und existiert M (f), so existiert auch M (g). Ffir mehrere 
Variable ist dies falsch, wie wir in Abschnitt 3 sehen werden. Dieser 
Satz wird erst richtig, wenn wit den Begriff des Mittelwertes etwas 
enger fassen: 

Definition 2. Die Funktion f e  A 2 hat einen (starken) Mittelwert 
M* (/0, wenn sie einen Mittelwert M 00 ( =  M* (f)) hat und auBerdem 
gilt: 

~ f ( n , m ) =  O(xy)  ffir alle x >/ 1, y i> 1. 
n<~x m<~y 

(Ffir den Fall einer Variablen fallen Definition 1 und Definition 2 
offenbar zusammen.) Wir k6nnen dann zeigen: 

Satz 1. Sind f ~ G~ und g ~ G 2 benachbart und existiert M* 00, so 
existiert auch M* (g). 

Dies ist ffir den Fall mehrerer Variabler noch interessanter als im 
Falle einer Variablen, da man ffir eine Funktion f ~  M2 immer die 
benachbarte Funktion fl • betrachten kann. Funktionen dieses 
Typs werden in Abschnitt 4 untersucht. Wir zeigen: 

Satz 2. i ) E s  existiert M ~ x f 2  ) dann und nur dann, wenn 
M * ~  x f2) existiert. 

ii) Es existiert M ~ • # 0 dann und nur dann, wenn die beiden 
Mittelwerte M(]~) # 0 (i = 1,2) existieren. 

Mit den S/itzen 1 und 2 lassen sich Ergebnisse fiber notwendige 
und hinreichende Bedingungen ffir die Existenz von Mittelwerten von 
Funktionen einer Variablen direkt auf den Fall mehrerer Variabler 
fibertragen. So folgt unmittelbar 

Satz 3. i) Sei f eG~.  Ex&tiert m*( f )  ~ O, so existieren M(fl)  
und M (f2). 

ii) Seif~G2. Ist q~(p,s) # Ofiir Res i> 1, i =  1,2, undexistieren 
M ~ )  und M (f2), so existiert auch auch M* (f). 

Dies l~Bt sich z. B. auf die bekannten S/itze von H. DELANGE [3], 
P. D. T. A. ELLIOTT [6] und H. DABOUSSI [1] anwenden. In diesen 
F/illen gilt [f(n, m)[ ~< 1 oder 
1" 
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~ lf(n;m)l ~ ~ x y  
n<~x m<~y 

ffir ein 2 > 1, so dab die Mittelwerte M und M* zusamrnenfallen. 
Weiter werden wir in Abschnitt 8 sehen, dab in diesem Fall stetsf~ G2 
gilt. Wir erhalten damit 

Satz 4. i) Sei fEM2,  lf(n,m)[ <~ 1 f~r alle n, m und es gelte 
~f(p, s, s') ~ 0 f~r Re s/> 1, Re s' i> 1 und alle p. Existiert dann 
M Or) ~ O, so konvergieren fiir i = 1,2 die Summen 

~ f ( p ) -  1 

p P 

ii) S e l f ,  M2, If(n,m)[ ~ 1 und fiir i =  1,2 konvergiere 

~ f ( p ) -  1 

p P 

Dann existiert M(f).  Ist ~f(p, 1, 1) -~ O fiir alle p, so ist MOO ~ O. 
(Einen anderen Beweis ffir Satz 4 findet man in [5].) 

Satz 5. i) Sei f e M 2  und ~ ~ [f(n,m)l ~ ~ x y  fiir ein 2 > 1. 
n<~x m<~y 

Existiert M (f) ~ 0 und ist ~f(p, s, s') ~ 0 3~r Re s ~> 1, Re s ' /> 1 und 
alle p, ~f (p, 1) # 0 fiir alle p, so konvergieren 

f ` ( p ) -  1 ( i = 1 , 2 ) ,  
p P 

- l f , (pk)  I" ( i  = 1, 2 ) .  E If,(P)l~ 1 ( i =  1,2) und E ~, p~ 
p P p k~>2 

ii) 1st f ~ M2 und konvergieren die Reihen 

f, (p) - 1 
~ - -  ( i =  1,2), 
p P 

~(p)[a - 1 f(pk,p~)[~ 
Z ( i =  1,2) una Z Z pk+~ , 

so existieren M (f) und M ([fi~). Ist q;f(p, 1, 1 ) ~  0 fiir alle p, so ist 
M(f)  ~ O. 
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3. Ein Gegenbeispiel. S e i f ~ M 2 ,  0 < e < 1/2 und 

1 f / j r k = j = 0  
p~ f f i r k =  1, j = 0  
- 1 f f i r k = 0 ,  j =  1, p = 5  

f(Pk, pr) = - 5" ffir k = j = 1, p = 5 

0 sonst .  

D a n n  rechnet man  leicht nach: 

i 
n" f/jr m = 1, n quadratfrei  

f (n ,  m) = - n ~ f/Jr m = 5, n quadratfrei  
0 sonst .  

Dami t  gilt f/Jr y />  5 

M ( f ) =  ~ ~ f ( n , m ) =  ~ ~ f ( n ,  1 ) +  ~ ~ f ( n ,  5 ) = 0 ,  
n<~x m<.y n<~x m<.y n<~x m<.y 

Aber wegen ~ f (n ,  1) = ~ #2 (n) n" # O (x) existiert M* (f) nicht. 
n<~x n<~x 

Die zu f benachbar te  multiplikative Funk t ion  g mit  

0 f f i r p = 5 ,  k + j > O  

g(pk,/r = f(pg, pr) sonst  

hat  offenbar keinen Mittelwert.  Wir werden nun  noch f ~  G~' nach- 
weisen, womit  gezeigt ist, dab hier im Gegensatz zum Falle einer 
Variablen die Aussage , ,S indf~  G~'und g ~ G2 benachbar t  und existiert 
M(f ) ,  so existiert auch M(g ) "  falsch ist. Zun~ichst ist 

If(P, 1)12 

P P 

br(1,p) l 2 If(Pk,/r 
Z p2 - -1 /25  und Z Z p~+j --5"/25, 
p p j+k>~2 

also ist f ~  G 2. Ffir p r 5 ist wegen Ip'/pq < 1 q~f(P, s, s') = 
= 1 + f i l l  r ~ 0 f/Jr R e s  ~> 1, w~ihrend q~f(5,s,s') = 1 + 5'/Y - 1/Y' 
- Y/Y+~'und ffir Res t>  1, Res'~> 1 I5'/Y - 1/5 ~' - 5'/Y+~'I < 1 gilt. 
Dami t  gilt f ~  G~'. 

4. A1 x A 1. In diesem Abschni t t  sollen speziell Funk t ionen  der  
F o r m  fl  x f2 mit  f s A 1 untersucht  werden.  Wir zeigen 
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Satz 2'. Seien fl,f2 ~ A 1. Dann gilt" 
i) Es existiert M ~ xj~) dann und nur dann, wenn M* ~ • f2) 

existiert. 
ii) Existiert M (1"1) und M ~) ,  so existiert auch M ~ xJ~). 

iii) Existiert M ~ x f2) 4: 0, so existieren M ~ )  und M (f2). 

Beweis. Die Aussagen i und ii folgen unmit te lbar  aus der 
Definit ion des Mittelwertes. Z u m  Beweis von iii zeigen wir ein 
Lemma.  

Lemma 1. Gilt anb  m ~ M ~ 0 fiir n, m --+ co, so existieren lim an 
und lim bn. ~-'~ 

n---+ O0 

Der elementare Beweis sei dem Leser fiberlassen. 

5. M*( f )  und G~'. Ffir den starken Mittelwert  M* k6nnen  wir 
analog zum Falle einer Variablen zeigen: 

Lemma 2. Sei f E A2, g ~ 1t2 und es existiere M* 00. Dann existiere 
M* 0 c* g) und es gilt 

M*OC*g) = M*O r ~ g(n,m) 
nm 

Beweis. Sei e > 0. Wegen ~ Ig(n,m)l < ~ existieren no, m0 mit  
n m  

E s ' l g ( n ' m ) l < e  und  Z E 
nm n>no m n m>mo 

Dann  ist zun/ichst ffir x > no, y > mo 

~, ~, (f* g) (n, m) = ~ Z g (n, m)f(d, t) 
n<.x m<~y nd<.x mt<.y 

Ig(n,m)l 
~ ,  

nm 

n<~no m<~mo d<<.x/n t<~y/m 

+ E ~_, g(n,m) E ~ f ( d , t ) +  
n<~x mo<m<~y d<~x/n t<~y/m 

+ Z ~' g(n,m) ~, Z f ( d , t ) -  
no<n<~x m<~y d~x/n  t<~y[m 

-- E E g (n, m) E E f(d, t) = 
no<n~x mo<m~y d~x/n t~y/m 
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Ig(n,m)l) = ~1 + O(exy), 
= ~ + 0  xy~2 nm 

wobei in 22 fiber a l len und m m i t  n > no oder  m > mo summier t  wird. 
Da  M 0  r) existiert, gilt ffir x > Xo, y > Yo 

I ~ ~ f (n ,m) -  M(f)xyl < exy, 
n ~ x  m<~y 

also ffir x > x0 no, y > Y0 m0 

~1= ~ ~ __g(n'm)M(f)xy+O ( ~  ~ Ig(n,m)]exy) 
n<~no m<~mo H m  n~no m<~mo n m  

= M(f) E g(n,m) -Jr O(exy). 
n m  n~m 

Dami t  ist L e m m a  2 bewiesen. 
Satz 1 folgt nun unmit te lbar  aus L e m m a  2 und  Satz 3 aus [8]. 

6. Beweis yon Satz 3. Wir beginnen mit  Aussage i): Aus der 
Defini t ion der Menge G2 folgt die Existenz einer Zahl  P0, so dab fiir 
die Funk t ion  g aus M2 mit  

j-f(pk, ff) ffir p > P0 (pk, g 
f f i rp  <~ po,k + j > 0 

gilt: g ~ G~, gi ~ G~ fiir i = 1, 2. Weiter ist g b e n a c h b a r t f  Nach  Satz 1 
existiert also M* (g) ~ 0 (vgl. L e m m a  2) und nach Satz 2 damit  auch 
M (gi) ffir i = 1, 2. D a f  (~ G 0 benachbar t  gi (~ G'~ ), existiert nach [9] 
auch M ~ )  (i = 1, 2). 

Zu  Aussage ii): Es sind fl  und f2  in G~'. D a n n  ist (vgl. [8]) f l  x f2 
in G~' und nach Satz 2 existiert M * ~  xf2). Nach  Satz 1 existiert 
also M* 04). 

7. Beweis von Satz 4. Aus den  Voraussetzungen folgt s o f o r t f e  G~'. 
Wir definieren die Funk t ion  g wie in Abschni t t  6 und  erhal ten die 
Existenz yon M(gi)~ O. Da g i ( P ) = f ( P )  ffir alle p ist, folgt die 
Behauptung  aus dem bekann ten  Ergebnis f/.ir eine Variable ([3]). 
Aussage ii folgt ebenfalls aus [3] und Satz 3 ii. 

8. Beweis yon Satz 5. Hierzu zeigen wir zunfichst 

Lemma 3. Seif~M2, ;t > 1 und ~ ~ If(n,m)[ ~'= O(xy). 
n<~x m<~ y 
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1 1 
Dann gilt fiir fl > 7 + 2--2 

IX (p) l p2---~ < oo ( i =  1,2t und ~_, ~ If(P~'POl 
P p ( k + D  k, j>/  0 

k+j>~ 2 

Insbesondere ist also f ~ G2. 

< o o .  

Beweis. Zun/ichst ist ~ If (n)[z = O (x) und damit folgt aus [6] die 
n<~x 

Konvergenz der entsprechenden Summen ffir f (i = 1, 2). Weiter 
haben wir 

I f  (ff , p~) [ 

p j ,k>~l 

j ,k>~l p j ,k>~l 

2 
mit 0 = . Nun ist 

2 - 1  

i f  (td, pk) ia If(n, m) I ~ 
~ pO+k)(i+,) ~< n ~ m~(nm)l+,) 

p j ,k>~l 

if(n, m)1~ 
=~ ~ ~, ~ (nm)('+O r=0 s=0 2r<~n<2 r+l 2S~<m<2 s+l 

~< E 2 2-(r+s)(l+') Z Z If(n,m)l ~ < oo. 
r s n<<.2 r m<~2 s 

i Sei nun ( / 7 - ( 1 + e ) / 2 ) 0 = 0 .  Wegen f l > ~ + 1 / 2 2  ist ~ >  1/2, 
falls e klein genug gew/ihlt wurde. Hieraus folgt 

s E Zp < 
p j,k>~l p 

Beweis yon Satz 5 i. Wieder definieren wir eine Funktion g E 3'/2 
durch 

jf(pk,/r ffir p > Po (pk p0 g 
ffirp < ~ p o , k + j >  0, 

wobeipo so gew/ihlt wurde, dab ge  G~'und gi~ G*(i = 1,2) gilt. Dann 
existiert M*(g)  und damit M(g3  ffir i =  1,2. Weiter ist M(g3 # O. 
Nach [9] existiert dann auch M(/3 # 0. AuBerdem ist 



Uber Mittelwerte multiplikativer zahlentheoretischer Funktionen 9 

~(n)l~' = O(x) 
n<.x 

und die Behauptung folgt aus [6] bzw. [1] (zur Formulierung vgl. 
auch [7]). 

Beweis yon Satz 5 ii. Wir definieren die Funktion g wie oben. Aus 
den Voraussetzungen folgt mit [6] bzw. [1] die Existenz yon M(gi) und 
M(lgil~'). Nach Satz 2 existieren M* (gl • und M* (Igll a x Ig2la). 
Wegen gl • g2 ~ G~' benachbart f e  G2 existiert M* (f) und wegen 
Iglla x Ig21aeG~'benachbart zu []]a6G2 

wie [7] gezeigt folgt aus Voraussetzungen in wurde den die Konver- 

If/(P)12~ ) genz von E IffP)l------~ also E p----r-- < oe 
9 

p P p 
Lffp) l > 3/2 

somit existiert auch M* (IJ]a). 
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