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Konvexe Fl~chen mit langsam abnehmender Kriimmung 

Von 

ROLF SCHNEID]g~ 

1. Auf einer (hinreichend glatten) konvexen Flgehe im dreidimensionalen euklidi- 
schen Raum E3, deren Gaui3sche Krfimmung durch eine positive Konstante c naeh 
unten beschrgnkt ist, kann nach einem yon 0. Bonnet im Jahre 1855 bewiesenen 
Satz der geod/itische Abstand zweier konjugierter Punkte einer geodgtischen Linie 
nieht grSl~er als ,"rc -1/2 sein. Die Weiterverfolg~ng und Vertiefung dieses Gedankens 
hat  bekanntlich zu einer weitausgebauten Theorie gefiihrt, die sieh mit  Rfickschlfissen 
yon verschiedenen Krfimmungsbeschr~nkungen f~ir Riemannsche Mannigfaltigkeiten 
auf  deren globale geometrische Natur  befaBt. Von einer einfachen Aussage ver- 
wandten T3~ps handelt die vorliegende Note, die an eine Bemerkung you Cohn- 
Vossen [2] anknfipft. 

Es sei F eine glatte konvexe Fls im Raum E3, T eine Tangentialebene an F 
in einem Punkt /9  und Ta die zu T' parallele Ebene im Abstand a, die auf derselben 
Seite yon T wie die F1/~che F liegt. Fiir kleine a sehneidet T, die F1/iche F in einer 
Eiliaie, und der Tell yon F zwischen T und Ta ist regular und einfaeh zusammen- 
h~ngend. Die Menge aller Ebenen Ta mit  dieser Eigenschaft bezeichnet Cohn- 
Vossen [2] als die (durch p bestimmte) regul/ire Schieht der Fl~ehe F. Unter  der 
Voraussetzung, dal~ fiir die GauSsche Krfimmung K yon F iiberall K ~ c > 0 
gilt, leitet Cohn-Vossen eine obere Schranke ftir die Dieke der regul/iren Schicht her, 
und zwar einmal durch elementare Betraehtungen fiber die sph~rische Abbildung, 
zum anderen durch naheliegende Anwendung des angef~hrten Satzes von Bonnet. 
Anschliel3end bemerkt  er (S. 386) : ,,]~brigens kann man (mittels der ersten Methode) 
die Besehr/inktheit der regul/~ren Sehieht aueh schon beweisen, wenn man weniger 
voraussetzt als K ~ c > 0. 0ffenbar gentigt es, wenn K auf der F1/~che mit waeh- 
sender geod/itischer Entfernung yon p nieht zu sehnell gegen Null abn immt . . .  In  
dieser MSgliehkeit tier Verallgemeinerung liegt ein Vorzug des Verfahrens gegenfiber 
dem Bonnets, das offenbar durehaus an K ~ c > 0 gebunden ist." Gegenstand 
dieser Note ist die etwas versp/itete Bemerkung, dal~ im Gegenteil aueh das Ver- 
fahren Bonnets - -  in geeigneter Weise abgewandelt - -  ffir die vorgesehlagene Ver- 
allgemeinerung verwendbar ist. Dies geht aus den folgenden Uberlegungen hervor, 
die sich in etwas allgemeinerem Rahmen bewegen und nicht mehr auf  diese elementare 
Interpretat ion und AnwendungsmSglichkeit eingehen. Der unten nachzuweisende 
Satz 1 ist nicht neu; er folgt auch aus einem Resultat yon Calabi [1]. Indessen ist der 
hier angegebene Beweis einfacher; er ergibt sieh dutch geeignete Abanderung des 
Beweises, durch den Myers [4] den Bonnetsehen verallgemeinert hat. 
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2. Es sei M eine n-dimensionale Riemannsehe Mannigfaltigkeit (n => 2) der Diffe- 
relazierbarkeitsklasse C 4 mit  metrischem Tensor G,j und Ricci-Tensor /~ii (wir be- 
nutzen die klassische Tensorschreibweise). Der kleinste Eigenwert des Ricci-Tensors 
beziiglich des metrischen Tensors in einem Punkt  x e M sei mit  ~ (x) bezeiehnet; 
es ist also 

R~j (x) #~,uJ 
e (x) = inf  

(1~j (x) tt~ t t s '  

wo #4 alle Vektoren # 0 in x durchl~iuft. Fiir die geometrische Interpretation yon 
Ris#~tt~/Glj#ittJ sehe man etwa Eisenhart  [3] (S. 113); fiir n = 2 h g n ~  dieser 
Ausdruck nieht yon td ab und ist gerade gleich der Gaul3schen Krtimmung. 

Der Riemannsche Raum M sei vollstindig. Wie Myers [4] gezeigt hat, mul~ M 
kompakt  sein, wenn ftir alle x e M die Ungleichung ~(x) ~ c > 0 mit  einer Kon- 
stanten c besteht. Andererseits braucht M nicht kompakt  zu sein, wenn lediglich 
Q (x) > 0 ftir x ~ M gefordert ~ird. Wit  wollen zeigen, dab sich jedoeh bereits die 
Kompakthe i t  folgern lil3t, falls Q (x) posi t ivis t  und nut  mit  wachsendem geod~tischen 
Abstand des Punktes x yon einem festen Punkt  nieht zu schnell abnimmt.  

Ftir p, x e M bezeichne d(p,  x) den Abstand zwischen 19 und x, also das Infimum 
der Lingen aller rektifizierbaren Bogen auf M, die p mit  x verbinden. Da M als 
vollst~ndig vorausgesetzt ist, gibt es ein kiirzestes geodiitisches Segment mit  End- 
punkten p und x; es hat  die L~nge d (p, x). 

Satz 1. Die Riemannsche Mannig]altiglceit M sei vollstiindig. Fiir einen Pun~t  
p e M gebe es Konstanten c > �88 (n --  1) und R > 0 mit 

(1) ~(x) >=cd(p,x) -2 [iir alle x e  M mi t  d (p , x )  > R .  

]9ann ist M k~mlzakt. 

Offenbar ist die Existenz oder Nichtexistenz solcher Konstanten c, R,  mit denen 
(1) gilt, eine Eigensehaft der Riemannsehen Mannigfaltigkeit allein, also nieht ab- 
h/~ngig yon dem Punkt  p. In  der Tat, wenn (1) gq.lt und wenn ~5 e M ein a,.l:lerer 
Punkt  ist, so ergibt sich aus der Dreiecksungleichung d(p, x) _~ d(~, x) q- d(p,  ~) 
sofort die Existenz yen Kcnstanten ~ ~ ~(n - -  1) und R ~ 0 mit  ~(x) ~ ~d(~, x) -2 
ffir alle x e M mi t  d (~, x) ~ 1~. 

B e w e i s  y o n  S a t z  1. Wit  nehmen an, die Voraussetzungen yon Satz 1 seien 
erffillt, aber 2]// sei nicht kompakt .  W~hle 0~ ~ 0 mit  

(2) ~2 < c ( n  - -  1 ) - ~  - -  {. 

M i s t  vollst~ndig, aber nicht kompakt ,  also nicht beschrfinkt, daher existiert ein 
Punkt  r e M mit  d(p, r) ~ _Ren/~. Es sei y ein kiirzestes geod~tisches Segment mit  
Endpunkten  p und r. Ffir jeden Punkt  x auf  y ist die L~nge des Teilstticks mit  End- 
lounkten p und x gleieh d (p, x). Daher ~ b t  es einen eindeutig bestimmten Punkt  q 
auf  y mit  d (p, q) ~ d(p, r)e-:Z/~. Der Parameter  s bezeichne die von p a u s  gemessene 
Bogenlange auf  ~. Setze d(p,  q) ~ s~ und d(p, r) ~ s2. In  einer Umgebung yon Y 
seien Fermi-Koordinaten x ~ . . . . .  x n-l, x n ~ s eingef/ihrt. Sei /: [s~, s2]--> R eine 
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zweimal stetig differenzierbare Ftmktion mit [ (sl) ~ [ (s2) ~ 0. ~ j = 1 . . . . .  n --  1 
sei ~i) das Vektorfeld, das in dem gew~hlten speziellen Koordinatensystem dutch 
~}) = ](s)d~ definiert ist, Jedes der Vektorfelder ~j) definiert dann eine zul~ssige 
Variation fiir das zum Integral 

gehSrige Variationsproblem. Die zugehSrige zweite Variation J(~(j)) l~ngs ? kann 
in der Form 

82 

J (~(J ) )  = - SIU"+/K(s, ~( j ) ) ]ds  
81 

(Myers [4], S. 1-03) gesehrieben werden, wo K(8, ~/(l)) die Krfimmung yon M i m  
Ptmkt x = x (s) (mit d(p, x) = s) alff ? beztiglieh der dttreh den Tangentenvektor 
~(s)  an ? bei x und den Vektor ~/~j)(s) bes~immten Ebenenstelhmg bezeiehnet. 

Nun w•hlen wir speziell /(s)----sl/2 sin(~.logs~ls). Dann gilt [ ( s l ) =  ](s2)----0 
sowie f ' (s)  + (~2 -t- �88 = 0, also 

82 
J (v ( J ) )  = f l ~ [ ( ~  + �88 s-'~ - K(s, V(j))]d~.  

81 

Da die Vektoren q~l),..-, q~n-z) zusammen mit dem Tangenteneinheitsvektor ~ 

ein orthogonales n-Bein bilden, gilt 
~ - - I  

K (s, ~(~')) ---- B~t (x (s)) ~i ~1. 
j=l 

Damit er~bt  sich 
~-- 1 82 
Z J ( ~ ) )  = S /2 [ (n  - 1)(~2 + �88 - /~j (x(s ) )  ~ ]  r < 

i = 1  *1 
82 

< S F [ c s - ~  - O(x(s))]ds _--_ 0 
81 

wegen (2) und (1). Es ist also J ( q ( j ) ) <  0 fiir wenigstens ein ?'e {1 . . . .  , n -  1}; 
daher kann der Teilbogen yon y mit Endpunkten q und r kein kiirzester Bogen 
zwischen q und r sein; also ist auch y nicht der kiirzeste Bogen, der p mit r verbindet. 
Das ist ein Widerspruch. 

3. Satz 1 gewinnt dadarch an Interesse, dal~ er in einem gewissen Sinne ein best- 
m6gliches Resultat enth~lt. Eine Voraussetzung der Form ~(x) ~ F(d(p ,  x)) mit 
einer positiven Funktion F ist aus Homogenit~tsgrfinden offenbar nur dann geo- 
metriseh vernfinftig, wenn entweder F konstant oder F(t)  = ct -2 mit einer Kon- 
stanten c ist. Im bier interessierenden letzteren Fall bleibt dann nur noch die Frage 
nach der optimalen Wahl yon c. Es ze i~  sich, dab die in Satz 1 angegebene Schranke 
~ - ( n -  1) dutch keine kleinere ersetzt werden kann; es gilt n~mlieh: 

Satz 2. Zu  jeder natiirlichen Zahl n ~ 2 gibt es eine vollstSndige, nicht kompakte 
]~iemann~che Mannigfaltigkeit M der Dimension n derart, daft zu ~edem Punkt  p �9 M 
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und jedem s > 0 eine Zahl R > 0 existiert mit 

e (x )  > ( ~ ( n  - 1) - ~)d (p , x ) -2  

]iir alle x E M mit d (p, x) > R.  

Bewe i s .  Es sei M der n-dimensional�9 reelle R a u m  Rn zusammen mit der durch 

Gij (x) ---- bij + xt x j ,  x ---- (x l  . . . . .  x~) �9 R ' ,  

gegebenen Riemannschen Metrik. Dieser Raum ist vollst~ndig, denn ffir sein L~ngen- 
element ds gilt ds2 = dx~dx~ ~ (xtdxi) 2 ~ ds~, wenn dsE das euklidisehe L~ngen- 
element bezeichnet (fiber doppelt auftretende Indizes ist bier und im folgenden zu 
summieren). Setze D = 1 ~- xix~. Eine einfache Reehnung liefert die Christoffel- 
symbol�9 ffijk, den Krfimmungstensor Riik~ und sehlieBlieh den Ricei-Tensor R~j 
(in den natfirlichen Koordinaten xl  . . . . .  xn): 

/~j  = D-~ [(1 + (n - -  2) D) ~ j  + xixj].  

Es gilt 
[R~j - -  (n - -  1) D -2 G~j] xj = 0,  

VR~ 1 - -  (1 -~- (n - -  2) D) D -2 Gii] a~ = 0 

fiir bell�9149 al . . . . .  an m i t  a~x~----0; die relativen Eigenwerte yon Ril bezfiglieh 
Gi~" sind also die Zahlen (n - -  1)D -2 (einfaoher Eigenwert) und (1 ~- (n - -  2 )D)D -~ 
((n - -  1)-facher Eigenwert). Wegen D ~ 1 ist 

(3) e(x) = ( n -  1)D-~ 

der kleinste Eigenwert. Nun sei 

p o = ( 0  . . . . .  0) e R  n mad p o * x = ( x ~  . . . . .  x , ) � 9  n. 

Der Differentialgleichung der geods Linien entmimmt man, dal~ die dureh 

t~-->txi=:y~(t), 0 ~ t g l ,  

beschriebene Strecke das einzige geods Segment yon Po nach x ist. Der Ab- 
stand d (Po, x) wird also dutch die Riemannsche Ls dieser Strecke gegeben. Die 
Rechnung ergibt 

d (Po, x) = ~- [D i12 (D - -  1) 1/2 -~- log (D1/2 -~ (~0 - -  1)i/2)]. 

Zusammen mit  (3) e r ~ b t  das 

(4) l imd(po ,  x)2eCz) = ~(n  - -  1) .  

~ u n  seien p e M  und s > 0 gegeben, o.B.d.A,  sei s < ~ ( n -  1). W~hle e' mit  
0 < e' < s. Wegen (4) gibt es ein bezfiglieh der Riemannschen Metrik besehr~nktes 
Gebiet A c M ,  so dal] ~(x) > (~(n - -  1) - -  e')d(po, x) -~ fiir x e M  - - A  gilt. Die 
Dreiecksungleiehung d (To, x) g d (To, P) ~- d(p, x) zeigt, dab ffir all�9 x �9 M mit  
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hinre ichend groflem d (p, x) die  Ungleichung 

d (Po, x) < - -  1 - -  4 -  d (p, x) 

besteht .  F i i r  alle x e M aul3erhalb eines ge~@sen beschr~nkten  Gebietes  grit also 
~(x) > (�88 - -  1) - -  e)d(p,x) -2, und  eine Kons t an t e  R :> 0 kann  so gews wer- 
den,  dal3 dies ffir alle x e M mi t  d (p, x) > R gilt.  
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