Uber Integrale auf konvexen Kérpern L

Von
Edmund Hlawka, Wien.

(Bingelangt am 8. Juni 1949.)

Einleitung.

Es sei B ein konvexer Kérper im R, (m = 2), der den Ursprung o
im Innern enthilt. Es sei f(x) seine Distanzfunktion und B sei ihr
Eichkorper. (Wir bezeichnen die Punkte (2, ..., 2,,) mit z und fassen
sie als Spaltenvektoren auf). Dann fithren Probleme aus der Geometrie
der Zahlen auf die Integrale G () = é (m+ilz)e™®dae G0 =

= [ ¢ d x, allgemeiner auf g @ (f (v)) e d & (d x Volumselement,
B

lz= X ljz;). Ist B die Kugel vom Radius 1, so lassen sich &, und &

durch Besselfunktionen ausdriicken:
m

G @) I, (1D/1117 7", 6= Q) m([1]) ] 1.

Es interessiert vor allem das Verhalten dieser Integrale fiir groBles |7].
Hier ist, soviel ich weil}, auBer fiir m = 2 nichts bekannt, wenn B nichs
gerade ein Parallelepiped oder ein Ellipsoid ist.* Unter Voraussetzung
weiterer Eigenschaften von B gelingt es nun asymptotische Ausdriicke
fiir ¢, und & anzugeben (§ 3, § 5). Der Rand S (B) von B muB sich durch
gleichsinnig-parallele Stiitzebenen umkehrbar eindeutig und 6 m-mal
stetig auf die Oberfliche der Einheitskugel abbﬂden lassen. Weiter muf,
und dies ist die wesentliche Hinschrinkung, inf K > 0 auf S (B) sein,
wo K das Produkt der Hauptkrimmungsradien ist.

Zur Herleitung der asymptotischen Entwicklungen beniitzen wir
die Methode der stationdiren Phase, wie sie van der Corput! in strenger
und umfassender Weise begriindet hat. Das von uns Bendtigte wird
in § 2, Hilfssatz 1 hergeleitet.

* Vgl. aber F. John, Math, Anm. 109, S. 488.
1 Compositio Mathematica I, III. Proceedings Amsterdam 51, S. 650.
Monatshefte fiir Mathematik. Bd. 54/1. 1
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Die Integrale [ @ (f)¢"® d x lassen sich auf die einfachen Inte-
1 B
grale f & (u) w™ 1 @, (u 1) zuriickfithren (§ 1). Dies ist fiir die Kugel
0

bekannt (vgl. Bochner?), aber im allgemeinen Fall scheint sie neu zu
sein. Diese Formel erméglicht es, auch fiir diese Integrale asymptotische
Ausdriicke anzugeben. Dies wird inshesondere fiir [ (1 — f2)° e g g

(6 = 0) durchgefiihrt (§ 4, § 5). Fiir die Kugel ist d£ Wert bekanntlich
QPTG+ 1) Jn, (1) ] (1]

Die weiteren Par;graphen bringen Anwendungen auf die Theorie
der Gitterpunkte. Es wird z. B. in § 8 gezeigt, daf der ,,Gitterrest”
D (0, ) ——Su@;, wo @ die Anzahl der Gitterpunkte in f=<4/u und

m (m ~— 1) 1)?_——_1

S, das Volumen von B ist, O (u*™*D yund Q (u * )ist, Ab-
schitzungen, wie sie bei der Kugel bekannt sind und die sich noch ver-
schirfen lieBen. In § 9 und § 10 verallgemeinern und verschirfen wir die
interessanten Untersuchungen von Kendall®. § 11 beschéftigt sich mit
einem Problem aus der Geometrie der Zahlen: BEs ist durch Blichfeldt,
van der Corput? u. a. bekannt, da§ fiir die Anzahl 2 8 der Gitterpunkte
=+ 0in einen konvexen Koérper B, : f(x) =¢, J¢™ << 2™ (8 + 1) gilt.

Es gelingt uns, wenn mzl;l (4), diese Abschitzung fiir grofes ¢
zu verscharfen, wenn B die obigen Voraussetzungen erfiillt. § 12 bringt
die Abschétzung der Zahl 2 8 in Zusammenhang mit dem analogen
Problem fiir den polaren Kérper von B. In einen Spezialfall (B Parallel-
epiped, S=0) wurde die Methode dieses Paragraphens bereits von
Gelfonds angewandt. Weitere Anwendungen und Verschirfungen der
asymptotischen Entwicklungen werden in der Fortsetzung dieser Arbeit

gegeben werden.

§1L
- Bs sei { (z) stetig, dann gilt folgender
Satz 1: Bs sei @ (u) stetig auf dem Intervall [0, T'], T' > 0, dann ist

T
f P (f) dz = f@ () w™ " du f ghulz (m + iulx)do L
0

=T =1

2 Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale, 8. 186, Satz 56.
3 Quarterly Journal 19 (1948).

¢ Acta Arithmetica 2.

5 C. R. URSS 1937, XVII, S. 447,
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Beweis: 0. B .d . 4 . kann vorausgesetzt werden, dafl @ () ein
Polynom ist. Dann ist

fedx@(f)dx &(T) fe’l‘”dx fe@lx (D(T)—D () de=1,— I,

Bsist I, =@ (T) T™ f ¢ gz und

f=1
T T ,
X [ (W) du= [P (u)du [ MZ =
=T ) 0 f<u
T .
= [ & W u™du [ M dp = @ (T) T™ f i -
0 FE1 fz1
—_ f@(u )du [ a2 (¥4 o™y g (2)
f<’1 du

und daraus folgt die Behauptung.
Folgerung. Ist @ (T) = 0, @ (u) vorhanden und existiert
T
[ W u™du [ e dg, s0 st
0

f=1

=1

il
[eRD(Pdo=— [ & (wumdu [ = dz (3)
=T g

Dies gilt auch dann noch, wenn das Integral rechts in (3) ein uneigent-
Liches ist.

§2.

Fir die weiteren Entwicklungen benotigen wir einen Hilfssatz iiber
die Methode der stioniiren Phase. Wir beniitzen Methoden, die van der
Corput' entwickelt hat.

Hilfssatz 1: Auf einem Intervall [a, b] seien zwei Funktionen f(z)
und g (z) definiert. Sie seien 3 (k -~ 1)-mal stetig differenzierbar (£ na-
tiirliche Zahl beliebig). Es sei weiter

lay=F @) =01 (a)<0,{ ()>0,f (x) F 0in(ab) (1)

Dann ist firw = 1

b . 1
[9@ e t®dz= Zj(a) + Ek(b)-{—o(—kjr‘l—) @)
a W
wo
T
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_tg+na fHl

Zp () = Yy efof@ 2 4; T T
7 =0
. (j+1)7r j+1 (3)
Zk(b):%e”f@z (—1) B ¢ 1 w7
g=0
dabei ist
j 1 7’%‘1 7 —j-{-l_
S-S LA
1k s (@) —n_zg () 647 (o) Ky, (0) (4)

n-—2
Ky=1K,=0w=1),K;y pa= Z (M"Y (a) K,,

Um die B; zu erhalten ist in (4) a durch b zu ersetzen.

Beweis: Wegen (1) gibt es ein ¢, > 0, so dab in [a, a 4 ¢,], |/ (%) |
monotor wachsend und in [b—¢,, b] monoton abnehmend ist. In
[a-+¢,, b—c,Jist Min | f () | = Cy > 0. Es sei weiter Max | f' (z) | = C,

1

! -
C “—= m Min ([ (@} |, [ (0) ], 0, (Cy+1))und e=Cow °.

Unter w (z) verstehen wir die Funktion

i _1_ 1 PR .
fe 7 l—tdt/fe t -t dt wenn 0 <z <1
T 0

0 fiir z > 1.

Eis besitzt w () alle Ableitungen, es ist w (0) = 1, w (1) = 0 und w® (0) =
=uwP(1)=0firj=1.

Es sei N, (2) =

b—2x
Ny(g)=w (—T). Dann ist also

No() = L NP (@) = N (a-+ =0, (= 1, ¥ (1) = 0 () (1= 0)

(4)
and N, (#) = 0 fiir # > ¢ — &. Das analoge gilt fiir Ny, ().
Es ist nun weiter
[F (@) | =% |l (@) (z—a)fira=z=at¢ (5)

denn es ist ja f (2) = (z—0) [f" (@) + (z—a) [ (@ + F(z—a))],
also | f (2) | = (x—a) [ |f’ (@) | — & C;] w. z. b. w. Ebenso gilt
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@ z% @G firb—e =20 (%)
Weitersistin[a -+ ¢, 0 —¢], | f (2) | =Min (3% | /" (a) | &, Y | 17 (B) | &,
C,) also = C; e. Es ist nun

b b ) b , b .
[geetdz= [ Nyge'®tdo+ [ Nyge'otdz+ [ gH e dz, (6)
a a a a

wo H = g (1 — N, — Np).
Es ist fiir 0 << § << 8 (b +1), HP (@) = HD (b) = 0, HP (z) = 0 (s7).
HD (2)
Wir definieren ——7=———— =0, wenn ¢ = 4, analog an der Stelle &.

(/2477 (a)

Es sei weiters

d H.
Hy=H, H; , (2) = T ( f,i). Es ist, wie man mittels vollstindiger

Induktion zeigt

H;(z)= X HP (@) (1Y~ C; (', ..., f*7),
7=0
wo C; ein Polynom in seinen Argumenten ist. Es ist H; (a) = H; (b) = 0,
H,; (@) ist stetig, differenzierbar und H; (z) = 0 (3"2 %). Es ist nimlich

e 98—1

HD (2) = ((2 . )7)'— HED (g + 9 (x — a)). Nun ist fiir z in [a, a-te],
| (@) | = O, (z — a), H*® (2) =0 (¢7*) und die C; sind beschréinkt.
Daraus folgt diese Behauptung fiir [a, ¢ + ). Ebenso wird dies fiir

[6— &, b] gezeigt. Fiir [a + &, b — ¢] ist die Behauptung klar.
Esistfirj <3k 2

b
[ Bl do =0 (&)™) (j=0) (7)

a

Denn es ist, wie man durch mehrfache partielle Integration feststellt

b
f Heof do =

; T9f Jo Aus H;=0 (e7*) folgs sofort

1
pA (v w)
die Behauptung.

1

-1 3
Auch (7) folgt wegen e = C o ® mit § = Py (k4+-2)1+1

k4

b . K
[ Heldz=0(w 2 ) (7)

In (6) sind also nur mehr die ersten beiden Integrale zu betrachten.
Es set
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a+e

I,= [Bet“tdz,wo B=N,g. Esist B? (2) =0 (e (j == 3 (k+1)).
a

Wir setzen p (z) =f(a) + —5— (x_- 2 {’ (a). Nun ist

[ () =p (x) + gT(w—-d)af"' (@+ 3 (z—a))

alsofir0 < z—a=<¢
2 (@)—p® (2) =0 (7%, (0 = s =3), /¥ (2) — 9 (2) =0 (1) (s > 3).
(8)
a+te

Setzen wir L = B ¢*°4~P), 50 wird I, = [ L ¢'°? do. Nun ist

a
1

d . , i
. (PP =1 PP (f —p)=0(2 ) = 0 (0?), allgemein

d i o (f~ ) %
— (R
T (0P =0 (), ©)
wie man mittels vollstdndiger Induktion zeigt, denn es ist ja
it ) . dkgod-p .
ppe @)y =i0w X () T dzk (fIk+D gk,
Weiter is$
z
IP=0*) (=3(k+1), (10)
denn nach (9) und wegen B = 0 (¢7/) ist
. o VTR , B 1
o(f— - 3
I = X () B® = 0P = 20 (0 ) =().

Wir setzen nun fiir # = 0

o (2) = &' P
1 . (11)
Y1 (@) = =7 [ C—o)e°POdr  (u=0)
2ot
wo C (x) der Weg { (z, 1) = \/__ (t+._~ ) (¢ <t << w). Fur

152
z == 0 sei stets o= 0. Es ist ¢ (@, @) = 2. Weiter ist, da
%4

? — “t?' = (t——~$)2
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: St @ie- _ - @ d-ar :
leloP® | = ¢ ¢ £l 4 , (1)

also ist das in (11) auftretende Integral konvergent.
Weiters 1st

Ypi1 () = —y, (2) (12)

1 1 ,
denn 5 (Yugr @+ D) — 0 (2) = 7 [C(Lh()C—x——k)!‘ P dr —
) T B — (f — )"
—fC—z—hrePd] 4 [ K )h =2 de.

c(x) c (@)

1 z+h

Der erste Teil ist; f C—z—h¥ &vr g, geht also mit & — 0

4
gegen 0. Der zweite Teil geht aber mit A —> 0 gegen — Y, (z) w.z. b.w.

4 .
Es ist, wenn 7 = \/—-2_ gesetzt wird

eimf(a)i(uﬂ)n
41

o] _.ﬂ ’r 72
Pupr (0) = —— [T O gy (13)
e 0
also
eiwf(a) F qu—l ) Y7
Y (0) = — T (,‘ PRI LK (13')
2 [f" @)=
Aus (11"} und (11) {olgt noch
__/L+1
'Pu+1(a7)=0(w 2 ) (14)

Wir gehen jetzt auf I, zuriick und setzen M (z) = L (z —a),
g (%) = p (x — a). Dann ist
fa) =p (a) = (0), MP(0) = L (@) = ¢ (a), MP (&) = L (a4 £) =0
) (14"
R 7
und nach (10) LP (z) = 0 (0¥
Dann erhalten wir
f@) = p (@) = g (0), MP (0) = L? (a), UMD (¢) = L? (& + &) und
. i
nach (10) LD (z) = 0 (w?).
Dann folgt durch partielle Integration

).
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L= Me®ldo= [ My,de=M(0)p, (0) + [ M v, do =
Q 0 4]
X ' g
= 2 L) py1 () + [ MEDyp da (15)
S=

wo K == 3 (k4 1). Es ist

& K
[ MEDy de=0( * ) 0 (@ 2 )e=0(w
0

Nun muB L® () betrachtet werden. Setzen wir fiir die n-te Ab-
leitung von ¢** =P an der Stelle a, P,,dannist Py =1, P, = P, =10
und es ist (vgl. den Beweis von (9))

P

N2
pr = i 0 £ () P, 27190 (q) (16)
P=z0

Die P, sind also Polynome in ¢ e, und zwar nach (9) vom Grad

n n
[5] Wir setzen daher P, = ti K, (i) mit Ky =1, K,,, = 0 fiir

n
n=1und K;, =0, wenn { > [é_] Dann folgt aus (16)

n—2
Kt+1, n+l = >3 (?) fm_HD (a) Kt'r (17)

r=3%

also z. B. Ky, = ™ (a). Weiter ist

$ 8
L@ = 2 $)¢® ™ (@) P, = X (i), wo
n=0 t=0
s
lts = 2 (fz) .’7<s*n) (a’) Ktn (18)
n==31

also I, = 0 fiirt > —j— und 7, = ¢ (a).
J

Jetzt betrachten wir die Summe rechts in (15), wobei wir ¢, (0) =
it o .
= ¥ 0 2 setzen, welche sich jetzt wegen (18) schreibt:

K 5, ;-8
2 Xt LW, (19)
§=0 =0
-1 ..
Wir ordnen nach Potenzen von w 2. Um den Koeffizienten Aj der

7 + 1-ten Potenz zu erhalten (j = 0) miissen wir alle Glieder in (19)

J
nehmen, wo s-—2¢=7j ist und erhalten daher 4; = & 'l ;. ,,
t=0



Uber Integrale auf konvexen Korpern L. 9

¥iraper da fiir £ > 5, I 4,5 = 0. Dieser Ausdruck ist aber gerade

der in (17) angegebene. Behalten wir in (19) nur die Potenzen mit
7 = k Dei, so bekommen wir gerade 27, (), es ist also

1

14
I,= 5 (@) + 0w T ).

b .
Bei dem Integral [ N ge*®f dz geht man analog vor. Es ist nur
b—s

Y, 41 zu ersetzen durch

c0 ToG® -1 &m0l
— — z)* e —dt
u! £ ¢ ) 0t
i 2

wo { = vz et {t+ - t). Beachtet man noch (7), so ist alles
gezeigt.

§3.

Es seiim R, (m = 2) B ein konvexer Koérper, der den Koordinaten-
ursprung o im Innern enthilt. Der Rand S (B) von B sei durch gleich-
sinnig parallele Stiitzebenen umkehrbar eindeutig und 6 m-mal stetig
differenzierbar auf die Einheitskugeloberfliche abgebildet. Die Distanz-
funktion f (#) und Stiitzfunktion H (w) (| % | = 1) sind also fiir & 3 0,
u F 0 6 m-mal stetig differenzierbar. B selbst habe die Darstellung
/ (2} = 1. Die Ableitungen von H nach den w;, wo © = (4, ..., %,,)
sind, wenn ihre Ordnung = 6 m, auf der Kugel |« | =1 gleichmiBig
beschriinkt, da sie stetig sind. Weiters ist inf H (u) > 0 auf |u | =1,
da o innerer Punkt von B ist. Ist nun K =, ... r, ; das Produks
der Hauptkriimmungsradien r; von S (B), so machen wir die folgende
Voraussetzung

inf K = g > 0 auf S (B) (1)
Man vergleiche zum Folgenden stets Bonnesen-Fenchel, Konvexe

Korper (kurz B. F.).
Es soll nun

G = [ "% dg, baw. Gy = é (m+ io ) %l de 2)
B

fiir @ = 1 asymptotisch entwickelt werden.

Da sich der Rand von B auf |« | = 1 abbilden 148t, so ist auch X
eine Funktion von ». Dann gilt fir £ =m - 3
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Satz 2: Es ist

m-—1
2 k L B k
G = @:‘*[ei“’ﬂl YU pe—ioH-1 ¥ _7] (w""%i*l)
Wt 1 ise 7 27
o * w3 w2
3)
WO
H  =H(£1,0, ..0,K, ., =K(£10,..0),
Al (m+1)7" ;DT
= VK, ¢ bhb=+K_i€¢ T (4)
2m\ 2] koa; . kb mk
G‘:(_”) 2 [emH’ R %]JFO(w R
w j=o b =0 4%
(5)
wo
w (m~1)1r
ay —~H'\/K1 bn——I{l'\/Kle 1 (6)

Zuerst schicken wir einen elnfachen Hilfssatz voraus.
Hilfssatz 2: Es sei @ = Z’ Ay 1 ), eine positiv-definite Form.
Es sel D = Det 4, und € = Ma,x A; . Dann ist fir alle (7, ..., 1)
Bk

mit 212 =1
D

QEZ_(:_CT)}‘ (M)

Beweis: Die Eigenwerte von @ seien 4, = 4, = ... = A,. Dann ist
fiir alle (7, ... L) mit X2 =1

0=1 Ay e Zs D D
=h = T T it AP 507
dady4 ...+ 4=4,,+...+4,,=5C w.z.b.w.
Beweis von Satz 2: Nach dem Gaufischen Integralsatz ist

H\/

1 N
G=— [ €e°" u do. 8
wigly " (®)
Dabei ist do das Oberflichenelement von S (B) und u, die erste
Komponente des normierten, nach aulen gerichteten Normalenvektors »
im Punkt @ = (2, ... w,,). Es sei gleich m > 2. Es ist nun z auf S (B)
eine Funktion von v, da S (B) auf | | = 1 abgebildet ist. Es ist weiter
do = K do, wo do das Oberflichenelement von E,, :{u|=1 (vgl
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B.F. 8. 63, Z. 6 v. u.) ist. Weiters sei do das Oberflichenelement der
m — 1-dimensionalen Einheitskugel E,, ;. Wir setzen nun

m
u=cosdui=sinda (=2, 0=d=n, Zae?=1 (9
j=3

Dann folgt aus (8)
iwnG= [do [ % Keosdsin™? 3dY (10)
0

m~1
Wir halten zunéchst a,, ... a,, fest und betrachten nur das innere
Integral in (10).

dH
HEs ist nun nach B. F. 8. 58 (1) »; = ——, also

0 uy
0z, m  °H  duy eH m  2H
09 :2-21 du 0u; 0 - 0 u? smb‘—{—cos&ifz 0 uy G u; %
(11)
Nun gilt nach B. F. 8. 59, Z. 1 v. u. wegen der Homogenitit von H
m oH m o*H .
;._:1 2 a—u: :H’,,;:Zl U; W:O (?::1, ,m) (12)
Daraus folgt zunéchst
H
(£1,0,0...0)=F H(*+1,0,...0),
d u,
0 H
W(j:l,O...O):O (13)
und weiter
0*H o H m gt H
0 u; 0 u; cos & = 0 uy 0 u; ”‘:“Hauzauk o
also folgt aus (11)
0 x4
e = sin & F ($, a;) (14)
WO
0t H m 02 H L '
PO G i g, S (500 1
Es ist nun nach B. F. 8. 62 (5) K die Summe aller m — 1-reihigen
> H

Hauptminoren A der Matrix (H ;) = ( ). Nun ist nach (1)

0 Uy 6uk
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inf K == 9> 0, also K = g auf | u | = 1. Es muB also einer der Haupt-

1
minoren b = — ¢ > 0 sein. Dann kann die quadratische Form @ (2)
m

in den Variablen z, deren Koeffizienter von den Elementen dieses Haupt-
minors gebildet werden, sicher nicht ausgeartet sein. Nun ist H

m
konvex, also nach B. F. 8. 18, Z. 1 v. u. 2 Hy 2,2, =0, also muf}
% k=1
das obige @ sogar positiv-definit sein. Nun sind nach Voraussetzung
die H;;, auf |u | =1 beschrinks, also = C.
Dann gilt nach Hilfssatz 2

4
Q (Z) _2_ (,m’_ 1) (m O)m—-l - Ql (16)

auf der m— 1-dimensionalen Einheitskugel, da s = m—1. Wir miissen
nun zwel Fille unterscheiden
m
1. Es sel @ gerade die Form X' H,; 2, 2, dann ist, da H; , =0
i, k=2
. F=e (17)
fir alle a,, ..., a, mit a2 =1
2. Ist das obige @ nicht von dieser Gestalt, so muB H,, als ein
Koeffizient in @ auftreten und es ist dann wegen (16) H, ; = g,, also
gilt wieder (17).

oz
Es begitzt also nach (14) -551 nur die Nullstellen ¢ =0 und § =,
d.hfivu=(,0...0und #=(—1,0,...,0).

Weiters ist
0% 2, 5 0% x,
S5 o=~ F0a)=—e <0, 5o [r=Flmae)=0>0

wo g, von den a@; nicht abhingt.

Wir konnen also Hilfssatz 1 aus § 2 anwenden mit
a=0,b=mf@) =2,9=K sin™ 2Fcos F. Ind =0, baw. § ==
besitzt ¢ die Entwicklungen

K
-2 (K, + (ﬁ_)o&‘%" o]
g (%) = 5K
—@— 9" By + (g -+ ]

also
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9P (9) = 0fiir & = Ound 7 (0 = = m—2), g™ 2(0) = (m—2)! K,,
gD (1) = (—1)"" 1 (m—2) K_,. (19)

Setzen wir noch F (0, a;) = Fy, F (=, a;) = F_, so ist also

[ %1 K cos & sin™* § d §
0

oo ktm-2 04D _ftl
— 1/2610):01(1,0,,..,0). > ./ije 1 w2
j=m=—2
_— k4m—2 . ig+pm It 1
+ 1/26’“‘)3“(_1’0"”’0‘) X (—1y Bje'_“I'_ @ 2 +0( m+lc)
f=m~2 B
w 2
(20)
_m+k
Dabei gilt 0 (0 2 ) gleichmifig in den a,.
Daraus folgt, wenn wir beachten, da =, (£ 1, 0...0)=
=+ . 0) =+ h (1
5, (£ 1,0 0) H ., nach (13),
2m\™m=1 k greioH, LpFe—ioH-1 _m+k
mG:(—~)2 P! 1 + 0 (w ).
w ij w 5
(21)
Dabei 18t
1\m-1 | (m——l) m—-1  m-npT (m—-2)(0)
a,* = P o292 e T TE —m-t do
7 2 (m— 2)! By Fo 5
L\#=1p@m=1 m=1 im-nT %)
T e I
7T, 2 (m —_— 2)' Em— Fo T
(22)

Es soll nun @,* und b,* bestimmt werden. Nach (13) ist
e
F(0,ay ... 05) = 2 E; (1,0 ...0)a;a;. Wegen (9) haben wir nur

is 2, f=2
o

BT zu berechnen. Durch eine orthogonale Transformation
E 12

m—1

m
kénnen wir F, iiberfiihren in X' 2; a? (4; > 0). Dabei ist 4, ... 4,, ==

1=2
K, =K(1,0,...,0), da die Hauptminoren von (Hy,) fiir (1,0 ... 0)
verschwinden bis auf Det. H,j (2 =7, k = m).
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Wir gehen nun von dem a,bsolutkonvergenten Integral

El 2
I_fe img 1 7 day ... dx, (23)
Rm—l

aus. Hs ist einerseits

m—1 m—-1
m + oo 2 T 2 T 2

f e x’b =] _— —

4=2 —

Vi 4 K

Fithren wir andererseits in I Polarkoordinaten ein: Tj =1
{1=2,...m), 2&72:1 80 kommt

= do
= frm'“2dr f e 71221%% dO“‘l/zp( )f Hm—1
g . 2 z (ZA no
m—~1 m-
also erhalten wir wegen (19) aus (22)
N m— 1 -1
=41/ K, e~’(ﬂ”T)1,bo*:—_\/K e’ P omeRT
Damit erhalten wir fiir ¢ (3) und (4), wenn wir a; = —1 0%, b, =

= 1 b;* setzen. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
Bei ¢, gehen wir analog vor. s ist nach dem Gaufschen Integralsatz

1, ‘
GI:;((—) fe““" (m—1+iwz)u,do (24)
Man braucht also nur Gy = f uy %, €% d o zu betrachten und

erhilt dann (5) und (6).
Man stellt sofort fest, daf der Satz und sein Beweis anch fiir m = 2
gilt, wenn man in (10) unter [ do die Zahl 2 versteht.
Em—1
Bemerkung: Betrachtet man das Integral Gf = [ e&“® du, so
B

zeigt eine ganz analoge Rechnung, wo statt Hilfssatz 1 aus § 2 die
Laplacesche Methode zu verwenden ist, dafl
m-—1
2=) *
m+1
w 2

Gt ~ VE(ETLO . 0) e HEFLO0 5 ) (25)

§4.
Es soll nun mittels Satz 1 und Satz 2
L= ] Q—péends 1
B
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fiir d = 0 asymptotisch dargestellt werden. Uber B mégen wieder die-
selben Voraussetzungen wie in § 3 gelten. Insbesondere ist B: f (z) = 1.

Dann gilt:
Satz 3:
m—1 .
2x) 2 2270+ 1)[ /K, Hy —'" (g 4 m+1
15:(7) G 0+ [/\/d z“’ 1 ) + 3 )+
w———+6 H
\/K ——sz-—1+__.( +m4—1 ?—6-1 2
70 2 }—i—O( )+ 0{w )
-1
@)

Dabei ist H;, = H (£1, 0, ...0), ebenso ist K, erklirt (wie in
§ 3). Die Abschitzungen geltenin 6 glelohmaﬁlg n ]edem Intervall [0, §,].

Unter stirkeren Voraussetzungen kann in (2) das zweite Fehlerglied
weggelassen werden. Dies wird in der Fortsetzung dieser Arbeit gezeigt
werden, wo die Integrale (1) nach einer anderen Methode bebandelt
werden. ‘

Beweis: Fir 6 = 0 wurde (2) bereits in § 3 Satz 2 bewiesen, da
I,=@. Es kann 2lso § > 0 vorausgesetzt werden. Nach §1(3)ist fiird >0

1
Ij=26 [ (1 —u)* ™+ G (u) du, (3)
0

wo G (u) = [ 9% gz Da |G| =V (B) (Volumen von B), so ist
B

1
fo (1 —u2)P~1u™ ! Gu)du = 0 (0~ ™+») Wir erhalten weiter,
0
wenn wir § 3 (3) mit & = m -+ 3 verwenden.
m—1
, 1 26 @2n) 7} py
fézgao(wm+2)+ o [ =) T du

w 2 1

(o]

(Tﬂ+3 a?'eiﬂ)%Hl _%_b?'e—iwuﬂ_
z

-3
(1—u2)®= 1y 2du)
e ]

7=0 (v )2

(4)
. : 0+
Der letzte 0-Term in (4) ist O (W)’ denn es ist

1 _3 i, 1 . 2 o
[ —wptus u*f+f = 3/, o + V2
ot 7, 0
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Wir haben nun weiter die Integrale
1 1
I, = 26 [ 1—w®’ " u? etiouwl 11 dy
0

zu betrachten, wo | =m 4+ 1—7, 0=47=m + 3. Wir beschrinken

uns auf 7, und setzen v = 1 — v, dann kommt

1
1—

L =2¢ed0H fwvf’-lu——?i)ﬂ- (1 —9)
H 5 97

!
2 —toH;v {yp, (5)

Wir betrachten nun in der komplexen v-Ebene den Bereich begrenzt

1
durch die Strecke v =1 (0 =¢t=1-— :;) auf der positiven reellen

7«

—_— T
Achse, durch v =te 3 (0 =t= 1) auf der nega,tlv-lmagmaren Achse

und den Viertelkreis V : v = (1 — —w—) e 0=t :<: 9 ). AuBlerdem ist

der Punkt v = 0 durch einen Kreisbogen Vg vom Radius ¢ (o > 0)
um diesen Punkt auszuschlieBen. In den so begrenzten Bereich ist der
Integrand von (b) eindeutig und regulir, also das Integral iiber den

Rand dieses Bereichs 0. Man sieht sofort, daf lim f vo = 0.
o0
Wir erhalten also

1 -
o i 1—w™? ]

[ =e 2 ’ [t @)5 L145t)? e—oHy ! dt+f
9

= !

1 8 2 1 . T .
=01——)Y5 (& —(1-—) ¢ | g—oH;sint ¢g D
[ [IS 0= 8@ 1=y e ot 2

1 1 . 1 1
-a—;;éll——(l———w—)e‘"[le+(l-—~a~)—)2~—2(1——;)cost§
1 Led
=—=+t 0

2
wegen cost;l——-g,som

™
8. T !
| f 155(5)5 1[ +o £)* e—wH, sint dt<5(—-)" !
v 0
1 i LI
[Grome="" a
(]
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T
wo C zwischen 0 und 1 liegt. Wir setzen nun ¢ = =~ und erhalten

95,° o LA 1
| f1=——2—fa+om® ™ 41— 0(——). Dabei
s Bit1l ¥ ws

8
wurde ¢ = - gesebzt und benutzt, daB H auf | % | = 1 nach unten be-

schrankt ist.

Nun betrachten wir das Integral rechts in (6). Entwickeln wir
l

(14 5@')6“1 1+ tz')7 bis zur ersten Potenz in ¢, so erhalten wir

1 1 1
in‘al_;)- 1—5 1—;
er " [ = [ eolhit 14 0( [ et di)+
0 0 0
1
+ 0 ( 7 ) (8)
wz 1

-1

@ © o
Nun ist fiir y =0, f Ple—oH t Jp = f——f . Nun ist
0

o 1
®
f Y Hyt ¢ T y=1o=t J¢ <<
-l e—wH, t = P e dt =
o1 (le)y wH,
®
1
W f e tdt.
Es ist also

1-1

@ I'(y) 1
y—1 ,—w H, —
{t ¢ a4 (w Hy) +0 ((wﬂl)”“)'

Wenden wir dies fiir y = ¢ und § + 1 an, so erhalten wir

o 1-2
s @ ') 1 1
T = emy T (_(le)"“) o e ) o
also
; BB+ 1)etioH 1 1 1
+= (@ Ho) (I +0(=) +0 (*l:—l—) (10)

wz

Monatshefte fiir Mathematik. Bd. 54/1. 2
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Bei I_ ist einfach der Bereich in der komplexen o-Ebene zu nehmen,
der aus dem bei I, verwendeten durch Spiegelung an der reellen Achse
entsteht. Setzen wir dies alles in (4) ein, so kommt

m—1 . ™
BrEe+1n)2a) 2 mis 1 a; @, — 59
§ = m + 1 .2 i HS -+
o 2 1=0 ity !
. Tr "
bje—i (@H-1—759) 1 m+3 1
+ H S ) + m+ 1 IE 0 (_______.7._) +
-1 w 9 7=0 wd+1+.é—
m§3 1 1
-+ 0 (—~———~——-—) -+ 0 (-———) 11
a0 ) 0 )

Die Glieder in der Summe fiir § == 1 und der erste 0-Term sind
1 1
0 (——1) , der zweite 0-Term ist 0 (W) . Setzt man fiir a, und b,
B wé + 3‘
ihre Werte nach § 3 (4) en, so erhélt man (2) w. z. b. w,

Man kann mittels der Satze 1 und 2 auch asymptotische Entwick-
lungen fiir f @ (f) ¢ ° %1 d & aufstellen, wenn @ (u) geniigend oft diffe-
b

renzierbar ist. Wir beschrédnken uns, um ein Beispiel zu geben, auf den
Fall, daB & (1) & 0 ist. Dann gilt

Satz 4
. . -_— m —
I= [ @(f)eoe da=0() [ ¢ dz+0(@ * ) 12)
B B
wenn @ (u) mindestens zweimal differenzierbar ist.
Beweis: Aus § 1 (1) folgt durch partielle Integration
1
I=0Q)G(1)— [ @ (u)u™G (u)du (13)
0

Dann foigt aus § 3 (3) mit £ = 0, wenn wir beachten, dafl

0~ ——

2 _2_12_1
J @ wu"Gwdu = 0w 2 ),
m~—1 N
1 2 2 1 m=1
FO ) G du = ey [ @ P douH dut
0 w 2 _1

w 2
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m—1

1 m-1 . 1 1 m_y
+b [ P (Wu P e—ten du]—l—O( m 1) [ @ wu®  du)
1 5 T 1

— w2 -
w 2 w g

0 ! 0 !
o () = b
w w

da sm = 2. Man sieht die Abschétzung ein, wenn man die auftretenden
Integrale partiell integriert. Damit ist bereits alles gezeigt.

§ 5.
Bis jetzt wurden nur Integrale von der Gestalt [ @ (f) e g
B

betrachtet. Fiir die Anwendungen bendtigen wir aber Integrale von der
allgemeinen Gestalt [ D (f) elTda, wo B,:f(z)<t fir groBes
By

[1]¢, insbesondere fiir @ (f) = (& —2)° (0 = 0). Wir wollen uns
gleich auf diese, also auf

I,= [ @—P°e®da (8=0) (1)

it

beschranken. Dabei ist B, =B :f= 1. Fir B moigen wieder die
Voraussetzungen von § 3 gelten. Wir kénnen schreiben

Iy=128+m [ (10 ftllleTdy wo ¢ = i

B ]
Durch eine orthogonale Drehung 4 konnen wir erreichen, dal ¢
tibergeht in (1,0, ... 0). Dabei geht B iiber in B’ = 4 B und es wird

L=g0%m [ (1—[* (@) el do, @)
B

wo {* Distanzfunktion von B’. Jetzt kénnen wir mit @ = ¢ || auf (2)
Satz 3, § 4 anwenden. Dies ist moglich, da B’ dieselben Voraussetzungen
wie B erfiillt. Denn zunéichst ist inf K auf |4 | = 1 eine Drehinvariante,
also auch inf K'. Weiter sind alle 6 m Ableitungen von H', wo H' Stiitz-
funktion von B’, beschrankt, denn diese sind Linearkomposita in den
Ableitungen von H mit Koeffizienten, welche Produkte der Elemente
von A sind. Da 4 orthogonal, so sind diese Produkte und damit auch
die Ableitungen von H’ beschrinkt. Machen wir nun die Drehung wieder
riickgéngig, so ist in (2) tiberall der Vektor (1,0, ... 0) durch e; zu er-
setzen und wir erhalten also
Satz 5: Es ist fiir 6 = 0

b
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m—1
. 2 2081
/ (tﬂ—-F(w))"emdx:( ™y fnf)l 6(6+1)[C'leillltl{(el)—a+
=t ”l 3

. 152 +6—1 t26—2
+Cze—z1ljtﬂ(e_l)+a] + 0 (——W———) -+ 0 (”ﬁ‘lm) (3)

|l1—2—+6+1
Dabei ist
2 vV E (o) VK (—e)
1= =g 6T " VS \ ey T W )

Die Abschéitzung ist gleichméiﬁig in d in jedem Intervall [0, 6,7 Istins-
besondere B symmetrisch mit o als Mittelpunkt, so ist das Hauptglied
in (3), wenn == 1

e (3

(zn) 2 261“ 6+1) /K ()

!llm+1+6 (H( ))6

1
cos (111 H (e) —3 (4 o) (&)

m—1 J_’;‘;+6(}ll)

Dies ist fiir die Kugel wohlbekannt, da Iy = (2r) I Wy
g

ist, wo J rechts die Besselsche Funktion 1. Art ist. Hier kann das Rest-
glied bedeutend schirfer angegeben werden. Fiir das Integral G, (£ 1) =
= [ ¢!% d & erhalt man mittels § 3 (25)

B

m—1

64(1" D)= feilwdwNE—z—%_—f—\/K(+el) E'Z‘H(iel (4)
. B !”
Daraus folgt
— InG, (1)
lim ————— = H(x1) ()
e (1]

Dies steht mit den allgemeinen Untersuchungen von Plancherel-
Polya® in Einklang. Dort wird (5) fiir beliebige konvexe Korper bewiesen.
Es sollen noch Abschitzungen fir G = [ €% da und G, =
. B
= f e ?® (m + twx,) dx gegeben werden, die auch dann gelten,
B .
wenn nur auf B der Gaufsche Integralsatz anwendbar ist.

® Commentarii Helvetici 9.



Uber Integrale auf konvexen Korpern 1. 21

Satz 6: Bs ist, wenn o F 0

S (B)
Gl |6 [=C(B) (6)
|o |
Dabei ist S (B) die Oberflidche von B und C (B) eine Konstante, die nur
von B abhéingt.
Beweis: Die Abschitzung von G folgt sofort aus § 3 (8). Bei @ sieht
man dies so: Fiir |o | <1 ist

lGllé £ (m+lx1~)dw201(B)-

Ist |o | =1, so folgt aus § 3 (24)
|Gy |=m—1)SB)+ [ |z |do=C,(B) w.z.b.w.
SB

§ 6.

Es sei wieder B; der Bereich { () <¢, B, = B ist dann der Eich-
kérper. Sein Volumen bezeichnen wir mit §. Weiter sei 4 eine Matrix
mit Det. 4 = 1. ¢ (z) sei eine integrierbare Funktion auf B, die aufler-
halb B; verschwindet und ¢ eine Zahl > 0.

Mit g, bzw. I sollen im folgenden stets Gitterpunkte des R, be-
zeichnet werden.

Wir bilden uns die in ¢ periodische Funktion

D(z)=2glcd(g—2) (1
g
und entwickeln sie formal in eine Fouriersche Reihe
D (z) ~ Zage2mile (2)
, 11
Ist £ der Wiirfel 0 <, <1 (¢=1, ... m), so ist
. 1 _ 2wt Iz
al:fdi(w)e“zﬂlxdm::—mftp(——~A:v)e c dz
B ¢ Bm
also
1 2rika
g=—m— [ ¢@e ¢ dx (k=d4*") (3)
(5 Bt

Nach dem Vollsténdigkeitssatz ist X | q; |2 konvergent und es ist
JPdw=X|a] (4)
E /
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n (4) spezialisieren wir jetzt, indem wir ¢ (x) = 1 setzen und ¢ = 2

nehmen. Dann ist ¢, = [ da= wo V = 3t™ das Volumen

Tom “om *
von B;. Weiter ist

f@zdxs Jo(—242) Xp24(g—2a))de= 55 Qm 2 [p(—z+249)dz,
Yo R g g Bt
also wird aus (4)

2m[V+Z’f<p —93—}—2Ag)dw]_—V2—[—Z’Ue’”kxdxlz (5)
g Bi

Dabei bedeutet Z’, dal bei der Summation ¢ = 0, bzw. I = 0 aus-
zulassen ist. Diese Formel stammt von C. Siegel.

§7.
Wir nehmen fiir ¢ (x) wieder ¢ (z) = 1 auf B,, 0 sonst, setzen aber
¢ = 1. Dann stell
¢(y)=2¢(A(g—y))~12wze2’f”y ey
g9
die Anzahl der Gitterpunkte in f (4 (z — y)) <t dar.
Es gentigt, wenn y auf den Wiirfel
E: 0=y, <1 (¢=1,...,m) (2)

beschrinkt wird.
Wir betrachten gleich allgemeiner, wenn wir = u setzen, die

Funktion g4 (z) = — £ ())® auf B, Damit ist, wenn

1
rexn ™
f (4 ) = F () gesetzt wird, nach § 6 (2) und (3)

1
Py (y, u) = 11(6‘*‘1)1,'22 (v — Fz(g——y))6~ ):'La(l u)e2mily (3)

(g-N=u
WO
1
— 6 2rikx
Es ist
Ld+1 (l3 u) = f Ld (l7 U) d v, (5)

0

") Acta Mathematica 64.
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denn es ist

u 1 “
[Lo@ndv=rgry | dv [ —fremieds =

IEVi
1 o )
[ — 2Tik% — 2V dy =
F(‘S’*“l)fgfv; ’ ff rrde
1
—— 2ok . f2)8+1 —
R TRV

Weiter ist

L (0, u) = Su%'w_;ﬂ
o r'@e+5+9

denn nach § 1 (1) ist

Vu
[ w—p@Yde=mnl [ (u—?)0 ™ dv=
0

I=Vw
m o By TO41T(3)
= E’ S U ™
re+=s+1
Wie (5) zeigt man
1 u
Dy (b, u) = TE) Of D (v, y) (u—2)’""dv ()
wo @y = D aus (1) ist
Daraus folgt
U
¢6+1 (ys 'M) = ,!; Q)é (?!, U) dv (7/)

2
Zeichen steht. Wir zeigen gleich folgenden allgemeineren Satz:

Satz 7: Ist I ein beliebiger Punkt, aber kein Gitterpunkt = 0,
so gilt

. (u—F(g—y) e 2mihg =
Fg—y)=u

Es wird jetzt gezeigt werden, daB in (3} fiir § > das =

= Y e2mill—h)y / e~27ri(k—'};)x(u__f2)5 dz, (8)
! P<<u

wo j, = A* ~ 1 h, wenn
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B — und zwar fiir alle y in E. Die Reihe rechts in (8)

konvergiert absolut und gleichm#fig in jeden Intervall [uy, u,] wo
u; > 0 und wenn

2. 6 =0, k=0fir alle in E bis auf eine Menge vom Lebesgueschen
MaSBe 0.

Dabei ist vorausgesetzt, dafi B, = B alle Voraussetzungen von § 3
erfiillt.

Beweis: Es werde gesetzt

1.6 >

1
® — T2 {a\ o—27mih * —
0 ) = gy, 2 G ) e 1 )

= [ emil—hz (y— A’ da.

f=u

Dann gilt auch fiir diese Grofien (5) und (7).
Ks soll zunichst der erste Teil der Behauptung bewiesen werden.

m—1
Es sei also 6 > —5 Dann ist die Reihe rechts in (8) absolut und
in jedem Intervall [u,, u,] in u gleichmiBig konvergent, denn es ist
nach § b (3)

m=-1,9 1 1
Lituy=u ¢ 70 (—‘t'?rrﬁ“) + w0 (‘—tﬁ)
]k——k} g o Ik“hl
(9)
Da k—h=A%"1(0—h) %0, da h kein Gitterpunkt und
z W fiir 6 > m konvergent ist, so ist damit diese Behauptung
, —
gezeigt.

Wir betrachten die Funktion ¢, () = (v — F2 (z — y))’ e —2wih2
auf F?(x — y) << w. AuBerbalb dieses Bereiches sei ¢, = 0. Man sieht
weiter, daB alle Voraussetzungen des Satzes von Bochner® iiber die
Poissonsche Summenforme! erfilllt sind und wir erhalten nach diesem
Satz (8).

Fiir » = 0 gilt sie selbstverstdndiich auch.

Es soll nun der zweite Teil der Behauptung gezeigt werden. Nach
(3) ist die rechte Seite von (8) fiir # = 0 die Fouriersche Reihe der linken

8 Mathematische Annalen 106,



Uber Integrale auf konvexen Kdrpern I. 25

Seite. Nun ist aber nicht nur X' | Ls|* konvergent, wie es nach dem
l
Vollstandigkeitssatz sein muB (vgl. § 6 (4)), sondern sogar X' [L; 2 | 1]
!

fiir jedes # mit 0 <<y << 1. Denn es ist zundchst nach Hilfssatz 2
|1 < C(4) |k}, wo C von A abhiéingt. Weiters ist nach (9) X | L;}? | k|"
l

konvergent. Daraus folgt aber nach einem Satz von Kaczmarz?,
dafB} die Reihe rechts in (8) fiir fast alle y in £ konvergiert und gleich
der linken Seite ist. Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Satz 8: Ist f (x) die Distanzfunktion, H (u) die Stiitzfunktion eines
konvexen Korpers B, welcher den Voraussetzungen des § 3 geniigt,
und sind auflerdem noch diese Funktionen fiir # 5= 0, w + 0 sogar
analytisch, so gibt es eine periodische Funktion X (x) (Periode 1 in
Ty, ... %), so beschaffen, daB fiir seine Fourierkoeffizienten «; gilt:

2 w1

lm | X (1__f1§f)) T gy =+ oo (10)
Rroflg)=R

Fiir die Kugel wurde dies von Bochner'® gezeigt. Fiir den Beweis

ist folgendes zu beachten: H (u) ist sicher nicht analytisch in 4 =0

und dies ist auch die einzige Stelle nach Voraussetzung. Weiters haben

wir in § 5 (3) eine asymptotische Formel fiir L;*, welche in § im Intervall

- m
[T, do] (6 > 5 beliebig) gilt. Dann kann der Bewels wie

bei Bochner gefithrt werden.

§8.
BEs soll jetzt fiir die Anzahl der Gitterpunkte @ (y,u) von
f (4 (x— y)) =+/u eine asymptotische Abschitzung gegeben werden:
Satz §:

1) m (m — 1)

D (y,u) =S u® +0(u ™D 1)
Fiir das Ellipsoid wurde dies von Landau' gezeigh. Wir werden
weitgehend seiner Methode folgen. Satz 7, § 7 gilt sicher fiir

m 1 m——1
d=] 5 1> 3 und % = 0. Es ist nach (b)
déLé
Tl =Ly= [ e¥m™ike ¢z und nach §5 (3)

oy su

® Studia Mathematica 2.
10 Transactions 40, 8. 193.
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wm—1 + _(i 1
Ly=wu * 20(—‘——"ﬁ¢'1——'-), 2)
e
- " m 1 >
da das zweite 0-Glied wegen 3 4+ 6 = m 4 1 wegfallt. Wir setzen

kurz L; = L und betrachten mit Landau

8
AL=Z(—1)P7Q) Lu+vr,y)
y=0
1

WO T = um, also 0 < 7 < u ist. Dann ist zunichst nach (2)
EANE

Nun gibt es sicher ein 7’ mit v <7’ <u + 8 7,50 da A L = * L9 (7))
Nun ist L® = L, also folgt aus (2) mit 6 =0

m—1 1
pe T )
FA
Zusammenfassend haben wir

m=1
AL:J—%ﬁMin((ﬂé,ra). (3)
7 W

Nach § 7 (8) und § 7 (6) gilt

” L ,
M ul 4+ X" e2mily Lo (1, w).
I @+3+1) l

Wenden wir auf @; die obige 4-Operation an, welche wir rechts
gliedweise anwenden konnen, so kommt

q§6 (y, w) =

" m

AD, — i(.ﬂ_;nil_).zi @ ") 4 2 2nily A L, (1, u) )
I (0+5+1) !

Dann ist nach (3)

m—1 -

. 2= 1
| 2@ Y AL|< Cu ¢ X —pry (Min (‘!—/];"T, )’ =
| [ B[

m -1 _m+1 m—1
—Cw ©  Z |k| ® +ut®

k| =V R

ST
{
{
-3
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Vu

m -1
Nun ist die erste Summe rechts 0 ((T) 2 ) , die zweite

)

also folgt
m(m — 1)
3 eQTFNyAL:O(T‘Su“mJFU) (5)
!
Weiter ist
m s @ me m m
A (u2+ y=1% ——- (u2+0) e = 1° re+s+1Y 7%=
d u? U= m
I
m m e
o LT D 7 g 07y,
I'z+1)
wo T’ eine Zwischenstelle in [%, » + J 7]. BEs ist also
" L mn m (e — 1)
Ir's+1) A(uzﬂl = 2 (u® 0 (u 2mFD)) (6)
I'(6+%+1)
Daraus folgt, wenn wir (5) und (6) zusammenfassen
m mim—1)
A0y = (Fu® + 0 (" FD) M

Nun ist, wenn wir das Argument y unterdriicken,

U+t 4T Us1+T

ABy= [ duy [ duy... [ D(uy)du (8)
U Uy Us—1
Nun ist
D (u) <D (u;) <D (u + 6 1), also nach (8)
PO (u)<AD <D (u+81). 9
m m@n—1)
Dann ist nach (7) einerseits @ (u) = Ju’ + 0 (u2™+D), andererseits
1 m m -1
D (u 4+ du™t)=Ju? + 0 (u?@+D),
1 1 1
Setzen wir u + d u™+ 1=y, dann ist u=v-d W™ T = v} 0 (™ 1)

1 m m(m—1) n m(m—1)
also @ (0) = J (@40 (™ F1)* 4 0 (2D )=Fp? + 0 (7D
also
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" wm (m—1)

D y)=Ju? +0@ ™) wab.w.

Wir wollen jetzt, und zwar fiir y = 0 weiter zeigen (vgl. Landau')
Satz 10: Es ist

m -1
SO, u)= I 1=Ju® + Q2 (u e ) (10)
FPgy=u

o P T340

Beweis: Wir setzen Ry (0, u) =P, (0, u) —Ju? ———pr—
(/] ( ) 6( ) F(ﬁ 4+ % n 1)
dann gilt wegen § 7 (7)
1w
e Y. iy
Ry = R0) of R, (v,0) (u—»)°""dw. (11)
Weiter ist nach § 7 (8) und § 7 (6), da R reell ist,
Ry = 2" Real Ly (I u), (12)
l
m—1
wenn 6 > 5 Wir verwenden (12) zundchst fiixr é; =06 41, wo

m -1
d = [‘-T]. Dann ist nach (2), da 6, < m + 2, auf (12) angewendet

é
m~— +_.‘.

1‘?,‘3 = O (u ¢ )- (13)

Weiter ist nach § 5 (3)
)
2

m—1

uT w 47 T2
Real Ld = __—Tn_E—.I_J,.&[AlCOS dl+ BlCOSﬁl] —{—0 ( 7.Lb+1+5) (14:)
%] |k
(041 4 (—
wo Ap= —5—%1—)1/5_(_‘3‘1”), By = a} 11) \/K o). . Sie sind
7 (H (e)? 20t (H (—ep))
also positiv. Weiter ist
—_ m+1
oy = 2 /u H (k) — (6+ 51—2:rv\/uH lc)ﬂ (6+—-—)

Weiter ist, da 6 = [——— + 1 cos gp = (-— 1) cos (2x\/u H(k)-—n £),

m
wo j==[ 5 Jund & =1 wenn m gerade und sonst 0. Dasselbe gilt

11 PreuBische Sitzungsberichte 1915, Gottinger Nachrichten, 8. 137{f.
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7T
fiir cos §;. Setzen wir noch 27 +/u H (k)— —e ap, 2n4/u H 75)_2 £=
= f'; so wird (12)

. m=1, 9%  4cosaf + Bjoos By m—1, 01

Ry=(—lyu t 7y 20 T ﬁl+0(u4+2)
(k|2 "

(16)

Es sei nun K eine natiirliche Zahl. Dann kann man zu jedem 7 > 0
und zu jedem w, ein u (1, K, u,) so bestimmen, so dal

_ 7
cosal’:cos(QnVuH(ik)—zs)>cos4£~—1;_\/2 —

fiir alle & mit | k| < K (Dirichletscher Approximationssatz. Dann ist
aber, wenn 2" die Summe in (15) rechts bedeutet

4;+ B
2= - X ————L%J , also
|k|<K |k[>K (g2 *°
— A;+ B 4;+ B
i 2 = e ) X __lfr__z_ _ 5 __zif_l_z_
wp V2 [E[SK |}, [EISK | &
also fiir y —» 0, K —» o
1 4;+ By
hmZ’>—2’—~————"—~>0 16) -
wro V2 ;k|m;1” 1o
Daraus folgt, daB
m—1+_¢1
By=Q(u ¢ 7 (17)
Wiire nun (10) falsch, also
m—1
Ry=o{u *) (18)
so wire z. B. nach M. Riesz'?, wegen (13) und 0 << 8 < 4,
m—1 3 m-—1 sy O m—1 ]
22 - ) —
Ry=o0(u * 5w )‘51) =0 (u * * ) (19)

in Gegensatz zu (17). Damit ist alles gezeigt.

12 Acta Szeged 1.
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§9.
Es soll nun Satz 9 in gewisser Hinsicht fiir fast alle  aus E (§7(2))

30

verschérft werden.
Satz 11: Es sei A (u) eine monoton wachsende Funktion mit A(u) —> oo,

und {u,} eine solche Folge,

d eine beliebige Zahl mit 0 < d < —

80 daf
1

¥ g

wo 4, = A (u,), konvergiert. Dann ist fiir fast alle y aus B
m m~—1

D(y,u) =Ju® + 0 (u * 1(u), (1)

wo u die Folge {u,} durchlduft.
Fiir 6 = 0 wurde dieser Satz von Kendall® gezeigt, und zwar fiir

m = 2,
Beweis: Nach § 7 (1) ist 2 Ly 2791y die Fouriersche Reihe von
I

D (y, u), also

m

RO=¢—S@F~2Z:' Ly (I, u) e2mily )

Es ist nach § 6 (4) 2" | L, |* konvergent. Da aber nach § 8 (2)
l

m—1
u ¢ . ) .o 1
Ly=0 (W—zﬁ), so ist sogar X' | Ly |“mit @ =1 + 31 kon-
_m+1a m+1
vergent, da X |k| *  wegen - 5 @ > m konvergent. Dann

folgt nach dem Satz von Hausdorf{-Yonny'3, dafl wegen 1 <o < 2

1 1

o=[0J | R(pw fdyl’ <[Z|L [T (3)
B
1 1 )
wo —~ -+ B— =1, also § = 2 + §. Wir erhalten also
m—1

ob=0(m * ) (4)

13 . Riesz, Math. Zeitschrift 18,
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Nun gehen wir wie Kendall vor. Ist, w fest, M die Teilmenge von E,
wo | R, I = A0gg, dann ist
= [ IR dyz=i oV o,

wo V (M) das Mafl von M. Es ist also
V(M)< i®. (5)
m=1
Um (1), also Ry (y,w) = C(y)u * A (u) fir v = u, = o und
fast alle y zu zeigen, gehen wir so vor: Es ist nur zu zeigen, dal} die
Menge M, fiir die | B, (y, u,) | < 2, 6 (6§=0, (u,)) fiir alle v, mit o§’=
m-—-1

=0 (4, * ) das MaB 1 hat. Mit M* soll stets das Komplement von
M in E bezeichnet werden.

— o
Dann ist M = XS, wo S, = X My-*. Dabei ist
. J=
M~-—Menge {I Ry y,u)]>l o}

Es ist also V (S, *)<2 VM) = Z Z < 7, wenn » = v, (n) fur
J=
Jedes > 0, also V(M)>]—~3yfur a,lle?;zwzbw

§ 10.

Fir =2 gilt nach § 6 (4) in § 9 (3) das Gleichheitszeichen, also
wenn ¢ = 0, gesetzt wird

of = X' | L, ? (1)
Wir nennen mit Kendall ¢ die Streuung. Es ist
o® 1 , 1
m—-1 42 X lk}m+1 (K(ek) +K(—“3k)+

w2

2 /K (e) K (—ep) cos ([ k|r/u (H (ek)+H(——6k)~— (m 1)) +

-1
+0(u *) (2)
Daraus folgt
11U a? 1 . K (ep) + K (—eyp) -2
W{TM_MZ > NEs +oUH @

also
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10U ¢ 1 K{e) - K (—ep)
lim = [ ——— du = ’
U;noo U 1f umz_ 1 w 4 2 ' k ‘m+1 ()
Aus (3) folgt sofort .
. m—1
Satz 12: Es ist die Streuung ¢ =0 (u * ).

m—1
Wire ndmlich o = o0 (» * ), so wire die linke Seite von (3), o (1)in
Gegensatz zur rechten Seite.
Aus (3) 148t sich noch eine weitere Folgerung ziehen (vgl. dazu fiir
m = 2 Kendall, S. 22 (31)): Es war ja o, wie B, usw., von der Matrix 4
mit Det. 4 =1 abhéngig. Es sei nun 4 orthogonal. Dann bilden wir
uns den Mittelwert o2 aller o2, also
1
g = {—A—} | o*d {A} 5))
Dabei bedeutet d {4} das Volumselement in der Gruppe der Dre-
hungen und {4} das Gesamtvolumen.
Nun ist [ Kdo=8(B) (vgl. B.F. 8. 63, Z. 6 v. u.), wo do wie
in § 3 das Oberflichenelement der m-dim. Einheitskugel E m bedeutet.
Es sei w die Gesamtoberfliche. Dann folgt aus (3)13*

) fU iy SB 1 o
im [ ——— du =
oo um21 | 2ntw  j LT

m

272

Dabei ist, wie immer B: f(z) <1 und 0 = —5—.
’ )

§ 11.

Wir wollen nun unsere asymptotischen Formeln auf die Geometrie
der Zahlen anwenden.

Es soll jetzt vorausgesetzt werden, daf B symmetrisch in bezug
auf 0 ist. Weiter soll m E[E 1 (4) sein, wo m die Dimension unseres Raumes
ist. Die Anzahl der Gitterpunkte &= 0 in f (4 #) <, welche gerade ist,
sei 2 8. Bsist V = 3 #* das Volumen von B;: f < ¢ und es werde B, = B
gesetzt. Dann gilt

Satz 13: Bs gibt ein ,, welches nur von B abhangt, so daB fiir alle
t > ¢, und fiir alle Matrizen 4 mit Det. 4 =1

V=28 4 1) 4+ /4" (S+ 1) — ¢, C. 1)

132 B besitze Mittelpunkt.
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Dabei ist g; = inf K und C > 0 eine absolute Konstante, die nur
B

t
von m abhingt.

Dieser Satz stellt fiir groBe ¢ eine Verschirfung von
V<2m (84 1) @)
dar. (Verallgemeinerter Minkowkischer Satz.)
Beweis: Nach Satz 5, § 5 (3) und (3') ist fix d =0

1—-m

1-m ] me1
I=¢?* fem,mdw:rc(—l_k_[) * VKie) (cos(atlctH(ek)~

K (m+ )= 1
— ) +0 (W) (3)

ok=A4""11= 41 Es ist Det. 4 =1. Nun wihlen wir ein {, + 0
so, dal}
1< k| =4/ m (4)

Dies geht nach dem Minkowskischen Linearformensatz. Dann ist

fiir £ = &y s (s natiirliche Zahl ¢ = inf K)
B

15 2 mil (m+1m
ICWHI
\itsk,
Wir wi 1C,(B)] _ '
ir wahlen nun £, so grof, daB ———=— < 2 wird. Weiter

Vi

1 1
wihlen wir s, bei gegebenen ¢ > {,, so daB | -2~stH (ky) —g| < == 3
und (322 <s=<12(32)0 (g ganz). Dies ist nach den Dirichletschen

Approximationssatz stets moglich. Danu ist, wenn ¢ = z (s t H (k) —2g)

7 4 m-4-1) &
)cosa|>cos—, s1n—6—2]sina| und|cos(a—~(—_z—)§g|
(m+1 (m+1)7z> 1 _ 1
g!cosa] [cos |~«|s111a| sin 1 =§-—~—2—:(\/3——1)>§,
m+1 1 . m-1 r ‘
da | cos m 1 | = ol | sin = 1 _[gﬁfurm+](4).

Monatehefie fiir Mathematik. Bd. 54f1. 3
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C,(B) B 2 2
Vil s %
uns ein k so konstruiert, dafB

Weiter ist Wir haben also, wenn ¢ > £,

1-m 1

t 7| eikeda|z/T 0%, (5)
Bt
C ' 4 “m) "L D
wo C = W( 8004/ m ) . Daraus folgt nach § 6 (5)
VL [ gpla—2d4g)dal=To+Cot"  (6)
Nuan ist [ ¢(z.— 24¢)dz genau dann F 0, wenn & Agin
Bt

By, da B, konvex und symmetrisch in 0 ist. Weiters sind natiirlich diese
Integrale <V, also folgt aus (6), da f(4 ») <t, S Gitterpunktpaare
= 0 enthalt,

Y (S+1)= V2 Cg (7)
da g; = o ™", Daraus folgt zunichst (2) und weiter Co, 2™V (S4-1).
Ist nun V < 2™~ (8 + 1), so ist (1) richtig. Ist aber V > 2™~ 1 (S + 1),
so folgt aus (7)

[V — 271 (§ + DE= 4™ (S + 12— C gy,

also wieder (1) w.z.b.w.

§ 12.

Die Verschirfung von § 11 (2) wurde unter stark einschrinkenden
Voraussetzungen iiber B; erhalten (m ElE 1 (4), Differenzierbarkeit von
S (B) usw.). Es soll nun eine andere Verschirfung angegeben werden,
die nicht diese Voraussetzungen macht. (Fiir Parallelepipede wurde
diese Verschirfung schon von Gelfond® angegeben.) ’

Satz 14: Ist N die Anzahl der Gitterpunktpaare F 0in

A
HA ) =57, (1

wo 0 < 4 < 1 beliebig, H Stiitzfunktion von B: f(x) <1, so ist
om (S + 1) ‘

é1—{—2\70032 %l 2)
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Dabei ist natiixlich wieder B symmetrisch und ¥, S haben dieselbe
Bedeutung wie in § 11.
Beweis: Esist, da H <1 der polare Kérperzu B: f <1(B.F. 8. 28,
A
Mahler®), |xy|=f(@®) H(y), also |kz|=tHA™']) < 55 WO
k= A*71] nach Voraussetzung (1). Fir diese 7 ist dann

) n
| [ emikedn | = Veos s A
Also folgt aus § 6 (5) analog zu § 11 (7)

ME+N)V=VE(1-+N coszg A) w.z.b.w.

Daraus folgt
Satz 15 Besitzt fur
AR
<3 s+1) 0<i<1) 3)
HA4 )< (4)
eine Losung und ist
., A " 4
\Stm—*—E‘r— - 003252.>2m(8+1) {(5)

80 besitzt f (4 x) <t mehr als § Gitterpunktpaare = 0.
Beweis: Ist ™ > 27 (S + 1), so ist dies nach § 11 (2), welches
immer gilt, richtig. Ist Ji™ < 9™ (S 4 1), dann isb

WS T i
"< = T oM (3 = -}
S (S 1) |2
ko' = 3. Dam hat HA) = —m v mind
aso2tr = 2. Damn hat ( ) = 5= T g, win estens
A A

= 2.

A . A
2 [m] Gitterpunkte = 0, also N = 2 [2“: > 2t_c,da, 571

Dann wiirde nach (2), wenn f (4 ) <¢ hochstens S Gitterpunktpaare
=% 0 enthielte,
2™ (S 1+ 1)

e <
Tt e T
Tor %3

14 Casopis 68, S. 931f.
3%
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in Gegensatz zur Voraussetzung (5).

Bermerkung : (3) ist sicher erfiillt, wenn <, 7 < (%)m mz
wo J; das Volumen von H (y) <1 ist, denn nach Mahler'* ist 3=
4m




