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Einleitung. 

Es sei B ein konvexer KSrper im R m (m ~ 2), der den Ursprung o 
im Innern enthitlt. Es sei /(x) seine Dislbanzfunktion und B sei ihr 
EiehkSrper. (Wit bezeiehnen die Punkte (xl, . . . ,  xra ) mit x und fassen 
sie als Spaltenvektoren auf). Dann ffihren Probleme aus der Geometrie 
der Zahlen auf die Integrale G~(I)= (m+i lx )  e iudx, G(1)= 

. O  

-=- B f eilx d x, allgemeiner attf ~ ~ (/(x)) e ilx d x (d x Vohlmselement, 

l x = X ly xy). Ist B die Kugel veto Radius 1, so l~ssen sieh G1 nnd G 
dutch Besselfunk~ionen ausdriicken: 

m m 1 m m 
G~=(2x)~-Jm l ( [ l l ) / l l l ~ -  , G =  (2z~)~-gm([ l [ ) / [ l l  Y. ~-- 

Es interessiert vor allem das Verhalten dieser in~egrale r groi~es ] 1 ]. 
Hier ist, soviel ich weir, att6er fiir m = 2 nichts bel~annt, wenn B nicht 
gerade ein Parallelepiped oder ein Ellipsoid ist.* Unter Voraussetzung 
weiterer Eigenschaften yon B gelingg es nun asympgotische Ausdriicke 
ftir G 1 und G anzugeben (w 3, w 5). Der Rand S (B) yon B real3 sich durch 
gleichsinnig-parallele Stiitzebenen umkehrbar eindeutig und 6 m-real 
stetig auf die Obeffl/iche der Einheitskugel abbilden lassen. Weiter mug, 
und dies is~ die wesentliche Einsehriinkung, inf K .'> 0 auf S (B) sein, 
we K das Prodakt der tIauptkriimmungsradien ist. 

Zur tterleitung der asymptotischen Entwicklungen beniitzen wir 
die Methode der st ationiiren Phase, wie sie van der Corput 1 in stranger 
und umfassender Weise begriindet hat. Das yon uns BenS~igte wird 
in w 2, Hilfssatz I hergeleitet. 

* Vgl. ~ber F. John, Math.  Anm.  109, S. 488. 
1 Compositio M ~ h e m ~ t i c ~  I, I I I .  Proceedings Amste rdam 51, S. 850. 
MonatShef~e fl i t  Mathematik.  Bd. 541t. 
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Die Integrale f q5 (])e ilx d x lassen sich auf die einfachen Inte- 
1 B 

grale f r (u) u m- i  G i (u l) zuriickfiihren (w 1). Dies ist fiir die Kugel 
0 

bekannt (vgl. Bochner2), abet im allgemeinen Fall scheint sie neu zu 
sein. Diese Formel ermSglieht es, auch fiir diese Integrale asymptotische 
Ansdriicke anzugeben. Dies wird insbesondere fiir f (1 --/s)o eilX d x 

B 
((~ ~ 0) durchgefiihrt (w 4, w 5). Fiir die Kugel ist der Weft bekanntlich 

m 

(27~)T2~F(3+ 1) Jm +~ ( l l l )  / I l l  Y-+~ 

Die weiteren Paragraphen bringen Anwendungen auf die Theorie 
der Gitterpunkte. Es wird z. B. in w 8 gezeigt, da$ der ,,Gitterrest" 

r (0, u ) - - ~ u T ,  w o r  die Anzahl der Gitterpunkte in ] ~ %/u und 
m On - 1) m-1 

~, das Volumen yon B ist, 0 (u ~ (m + 1) ) und f) (u ~ ) ist, Ab- 
schi~tznngen, wie sie bei der Kugel bekannt sind und die sich noch ver- 
sch~irfen lie~en. In w 9 und w 10 verallgemeinern und versch~irfen wir die 
interessanten Untersuehungen yon KendalP. w 11 besehgftigt sich mit 
einem Problem aus der Geometrie der Zahlen: Es ist durch Blichfeldt, 
van der CorpuO u. a. bekannt, dal~ fiir die Anzahl 2 S der Gitterpunkte 
4 0 in einen konvexen KSrper B t : ] (x) ~ t, ~ t m ~ 2 m (S + 1) gilt. 

Es gelingt uns, wenn m-[-: 1 (4), diese Abseh~tzung fiir groJ~es t 
zu verschi~rfen, wenn B die obigen Voraussetzungen erfiiUt. w 12 bringt 
die Abschii~zung der Zahl 2 S in Zusammenhang mit dem analogen 
Problem fiir den polaren KSrper yon B. In einen Spezialfall (B Parallel- 
epiped, S~-0) wurde die Methode dieses Paragraphens bereits yon 
Gel/ond 5 angewandt. Weitere Anwendungen und Verseh~ffungen der 
asymptotischen Entwicklungen werden in der Fortsetzung dieser Arbeit 
gegeben werden. 

w 
Es sei ] (x) stetig, dann gilt folgender 
Satz 1: Es sei r (u) stetig auf dem Intervall [0, T], T > 0, dann ist 

T 
f e i l X O ( / ) d x = f q ) ( u ) u m - ~ d u  f e i U l X ( m + i u l x )  dx (1) 

f ~ T o t (x)<= i 

-" Vorlesungen tiber Fouriersche Integr~le, S. 186, Satz 56. 
3 Quarterly Journal 19 (1948). 
4 Act~ Arithmetica 2. 

C. R. URSS 1937, XV]LI, S. 447. 
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Beweis: O . B . d . A . kann vorausgesetzt werden, dal] q)(u) ein 
Polynom ist. Dann ist 

f eaXO(f)dx=O(T)t f<Te il~ dx - - f~r  f eilx (r162 d x = I ~ - -  A.. 

Es ist 11 -~ q5 ( T) T m f e ilx dx und 

T T 
I., = f jl~ dx f ~' (u) du = f ~' (u) du f e iu dx = 

t<=T f(x) o /<=u 
T 

o /~1 t~1 
T d 

-- for (u) du f Tu (j~a~ u.~) dx (2) 

und daraus folgt die Behauptung. 

Folgerung. Ist ~ (T) == O, ~ '  (u) vorhanden und exisgiert 
T 
f ~' (u) ~ d~ f j~u dx, so ist 
o IN1 

T 
f e i l x q S ( / ) d x = -  f r  u mdu f e iulxdx (3) 

f ~ T  o ~ 1  

Dies gil~ auch dann noch, wenn das In tega l  rechts in (3) ein uneigent- 
liches ist. 

w 

Ftir die weiteren Entwicklungen ben5tigen wir einen Hilfssatz fiber 
die Methode der stion/iren Phase. Wit beniitzen Methoden, die van der 
Corput 1 entwickelt hat. 

Hil]ssatz 1: Auf einem Intervall [a, b] seien zwei Funktionen / (x)  
und g (x) definiert. Sie seien 3 (k if- 1)-real stetig differenzierbar (k na- 
tiirliche Zahl beliebig). Es sei welter 

/' (a) = / '  (b) = O, fl' (a) < O, f '  (b) > O,/' (x) # 0 in (a, b) (1) 

Dann is~ ffir co ~> 1 

b ] 
f g ( x )  e i~ t (X)dx= Zk(a)-9  Zk(b) q - 0 (  k + ~ )  (2) 
a coy 

WO 
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k 
Z, k (a) = 1//2 e i o~ t(a) Z 

j=o 
k 

Z k (b) =: �89 e i ~ t(b) Z 
y=o 

dabei ist 

i(i+~).~ j+ l  
A i e 4 o ) - - v  

�9 (j+l) z ]+1 
( - - 1 )  :B] e ~ 4 o)-"---V 

_]+1 
, -,=o--~ 7.1 r ( i - + l + o ( � 8 9  j§ 

8 

(3) 

and  N a (x)----0 fiir x > a -  ~. Das analoge gilt fiir N b (x). 
Es ist nun  weiter 

I]' (x) l ~  �89 I]" (a) } ( x - - a ) r ~ a < _ _ x < ~ a  + ~, (5) 

denn es ist ja f (x) = (x - -  a) [/" (a) + (x - -  a) / ' "  (a + a (x - -  a))], 
also I [' (x) [ ~ ( x - -  a) [ ] / "  (a) I - -  e C:] w. z. b. w. Ebenso gilt 

(4) 

l t ~ (a) -~ 27 (*n) g(s-n) (a) K t n  (a) (A) 
~-----3t 

n - 9  

Koo ~- 1, Kon : 0 (u :> 1), Kt+l,n+ 1 ~- X (n) ](n-r+x) (a) K tr  
r.=3 t 

Um die B i ztl erhalten ist in (A) a durch b zu ersetzen. 

Beweis: Wegen (1) gibt es ein c 1 > 0, so dal~ in [a, a + cl] , I/ '  (x) I 
monoton  wachsend and  in [ b -  cl, b] monoton abnehmend ist. In  
[a + c 1, b - -c l ]  ist Min I/ '  (x) [ = C1 > 0. Es sei weiter Max I f "  (x) I = C~ 

1 ] 
c - ~ ( G  + 1) ~ in  ( I t" (~) t, t i" (b) f, G ( G  + 1)) una ~ = v ~  ~ 

Unter  w (x) verstehen wir die ~unkt ion  

e t ~ - t d t /  e t ] - t d t w e m l O ~ x - ~ l  
x 0 

0 ffir x > 1. 

Es besitzt w (x) alle Ableitungen, es ist w (0) = 1, w (1) = 0 und wff) (0) = 
= wq) (1) = 0 fur ?' ~ 1. 

X-- (~  b - - x  
Es sei N a (x) = w ( ~ ) ,  N b (x) = w ( - - ~ - ) .  Dann  ist also 

1 
G (~) = ~, N~)(~) -- N~)(~+ ~)=o, (i ~ ~), N~) (~) = 0 (V)  (i ~ 0) 
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I f  f ,  
Wei~ers is t in [a + e, b - -  e], I f  (x) I >  Min ( �89 I f '  (a) l s, ~ ] /"  (b) I s, 
C1) also ~ C~ e. Es is~ nun 

b b b b 
f g e i ~ t d x =  f N a g e i ~ ' t d x +  f N b g e i " t d x +  f g H e i ~  (6) 
CI a a a 

wo H = g ( 1 - - N  a -  Nb), 
Es is~ fiir 0 ~ ] ~ 3 ([~+ 1), H r (a) - f I  (]) (b) = 0, H (j) (x) = 0 (e-H). 

//(]) (a) 
Wir definieren ( f)2i- i  (a) --O, wenn i ~ H, analog an der Stclte b. 

Es sei weiters 

go - - / / ,  Hi+l  (x) ----- -~x ( - f )"  Es isL wie man mit~els vollstandiger 

Induk~ion zeigg 
i 

Hi (x) = Z H ri) (x) (/') i-~i Oj (/', . . . , / ( i+l) ,  
]=0 

wo C] ein Polynom in seinen Argumenten ist. Es ist H i (a) = H i (b) = O, 
H i (x) ist stetig, dffferenzierbar und H i (x) = 0 (e -2 i). Es ist namlich 

(x - -a )  ~i-i H(2i ) (a + 0 (x - -  a)). Nun ist~ for x in [a, a+e], H(J) (x) - -  (2 i - -  i)! 
I ]' (x) ] ~ C 4 (x - -  a), H (~i) (X) =~ 0 (e -2i) und die C] sind beschriinl~. 
Daraus folgt diese Behaup~ung for [a, a + e]. Ebenso wird dies for 
[b - -  e, b] gezeig~. FOr [a + s, b - -  eJ ist die Behauptung klar. 

Es ist for J <:  3 k + 2 

b 
f ItJ ~t(ix=O((~e~)-j) ( J ~ 0 )  (7) 
a 

Denn es ist, wie man durch mehrfache partielle Integration fes~s~ellt 
b 1 b 
f ~ ~ d .  - (io~)~ f HJ ~'~ A.~ H i = 0  (~-~J) folg~ ~ofo~ 
~2 

die Behauptung. 
_ 1  3 

Auch (7) folg~ wegen e = Co~ ~ mi~ j -- [ ~ ( k + 2 ) ] + 1  

b k 
f I t e  ~ ~ t d x = O ( C o  ~ 2) (7') 
a 

In (6) sind also nut mehr die ers~en beiden Integrale zu betrachten. 
Es sei 
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a + ~  

11 = f B e i ~' f dx, wo B = N a g. Es ist B (j) (x) = 0 (e-] ) ( j  ~ 3 (k-t-l)). 
a 

(x - -  a) ~ 
Wit  setzen p (x) = ] (a) + 2 ]" (a). N u n  ist 

1 
/ (x) = p (x) + ~ ( x - -  a)~ f "  (a + a (x - -  a)) 

also fiir 0 ~ x - -  a ~ e 

1 (~) (x)--p (~) (x) = o (e~-~), (o ~ s ~ 3),/(~) (x) - -  pr (x) = o (1) (s > 3). 
(8) 

a + e  

Setzen wit  L = B e i'd(l-p), so wird 11 = f L e i ~ p  dx. Nun ist 
a 

d 1 
d x ( e  i~q -p ) )  i w e i ~ ( t - P ) ( / '  - - p ' ) =  0 (~2 oJ) = 0 ( ~ ) ,  a l lgemein 

di i 
dxJ (e':~(t-P)) = 0 (o03), (9) 

wie m a n  mit te ls  vollst/indiger Induk t ion  zeigt, dean  es ist ja  

dj+ 1 
gx~ +~ ( j  ~(i-p)) _- i~  27 (~) 

W d t e r  ist  

L (j) = 0 ( c J )  

d k  e i co ( f -p )  
(l(i-~+ 1) p(i-~+~)) 

dx k - -  . 

(i ~ 3 (k + 1)), (lo) 

denn aaeh  (9) und  wegen JB (]) = 0 (s- i )  ist 

d i - k  i - k  ] 
L~J) _= s ( ~ ) / r  ~ j ~ ( t - p )  = I:  o (~-~ o~ " ) =  (~,~-). 

Wir  setzen nun  fiir x ~ 0 

~o (z)  = e i "  P 

1 (11) 
w.+l(x)  = ~.~ f (~ - -x ) '~e i~  (#=> O) 

t*-  c (x) 

-- X2 
wo C (x) d e ~ W e g ~  (x, t) - -  e -~- ( t + - -  i) (x ~ t ~_~ ~ ) .  Fiir 

V~- t 
9~ 2 

x - -  0 sei stegs - -  ----- 0. Es  ist~ ~ (x, x) ~ x. Weiter  ist, da 
t 

~4 

t~ t2 > ( t - - x )  2 
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] /"  t' x" r 
t e i~p(~)  t = e - u  (a) l - g  ) ~ e - - ~ l / ' ( a ) l ( t - x ) ~ ,  (11') 

also ist das in (11) auftretende Integral konvergent.  

Welters ist 

W,+: (x) = - -  ~ ,  (x) (12) 

1 1 
denn -~ ( ~ + 1  (x  -k  h) - -  ~ + 1  (x)) = -ff [ f ( ~ - - x - - h ) ~  e i ~ p  d ~ - -  

c(x+h) 

- -  f ($ - -  x - -  h)" J ~ P d$] + f ( $ -  x - - h F  - -  (~ - -  xF 
c (x) c (x) h d ~. 

l x+h 
Der erste Teil ist -ff f (~ - -  x - -  h) t~ e i ~' P d ~, geht also :nit h --~ 0 

gegen O. Der zweite Tell geht aber mit  h - ~  0 gegen - -  ~ (x) w. z. b. w. 

t 
Es ist, wenn v --  %/~-- gesetzt Wird 

ei  ~o ! (a) i (#+1) z~ o~ 

41 ~ ~ ' e  - T I t ' ' ( a ) l ~  d v  (13) 
V)[~§ (0) = lU ! 0 

also 

\ ~ I i (#+:)~ 
w.§ (o) = 2 (:~ I/" (.) i)~@ ~,: e , (:3') 

Aus (11') und (11) folgt noch 

i~§ 

~ + : ( x ) = O ( ~ -  ~ ). (14) 

Wir gehen jetzt  auf I :  znriiek und  setzen M ( x ) - - L  ( x - - a ) ,  
g (x) = p (x - -  a). Dann ist 

/ (a) = p (a) = q (0), M (]) (0) = L (j) (a) = g(J) (a), M (j) (e) = L (j) (a + s) = 0 

(:4') 
i 

und naeh (10) L(i ) (x) = 0 (co:). 

Dann erhalten wit 

[ (a) = p (a) = q (0), M (i) (0) = L (j) (a), M (i) (s) = L (]) (a -~ e) und 
i 

nach (10) L0") (x) = 0 ( ~ : ) .  

Dann folgt durch partielle Integrat ion 
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0 0 0 

K 
= • L (s) (a) V;s+l (0) -~ / M (K+I) FI,:+I dx  (15) 

s~O 0 

wo K = 3 (k + li. Es ist 

M(K+l )~ fK+ldx  = 0 (co ~ ) 0 (o9 .... K-) s = 0 (~o-V-  ) 
o 

Nun mul~ L (s) (a) betraehtet  werden. Segzen wit fiir die n-re Ab- 

leitung yon e ic~ an der Stelle a, Pn, ctann ist P0 = 1, P1 = P2 = 0 
und es ist (vgl. den Beweis von (9)) 

Pn+l  = i co X (r ~) P r / ( n - , + l )  (a) (1.6) 
r = 0  

Die P n  sind also Polynome in i m, und zwar naeh (9) vom Grad 

�9 Wir setzen daher Pn = Z Kte  (i m) t mig Koo -= 1, Kon = 0 flit 
t ~ 0  

Kt+l, n+l = • (~) ](n-r+l) (a) K t r (17) 
r = 3 t  

also z. B. Kin  = [(n) (a). Weiter ist 
8 8 

n = o  t=O 
8 

tts - -  Z (,~) g(s-n,) (a) Ktn (18) 
n=3t 

8 

also lts = 0 f'tir t > ~ und los = ~s) (a). 

Jetzt, betracht;en wit die Summe rechts in (15), wobei wir ~i+1 (0) = 

= ~j.+l o ) - - V  setzen, welche sich jetzt  wegen (18) schreibt" 

K s s + l  
Z z~tco  t - - ~ -  lts ~s+l ( 1 9 )  

s=o t=o 
1 

Wit ordnen nach Poge~en  yon m -~-. Um den Koeffizienten A i der 
? -t- i - ten Potenz zu erhalten (j ~ 0) miissen wit alle Glieder in (19) 

i 
nehmen, wo s - - 2 t  = ~' ist und erhalten daher A] - -  2~ i t 1 t i+~t 

t ~ O  
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wo ~" -- 

gezeigt. 

~j+2 s+~, da fiir t > ?', lt, ]+st = 0. Dieser Ausdruek ist aber gerade 
der in (17) angegebene. Behalten wir in (19) nnr die Potenzen mit 
~" <= k bei, so bekommen wit gerade 2:~ (a), es ist also 

k 
G -- s~ (a) + 0 (o~-~ -~). 

b 
Bei dem Integral bf  ~- N b ge i ~  dx  geht man analog vor. Es ist nnr 

~g + ~ zu ersetzen dutch 

1 co i to (t (b) - V~ ( '  (b) ~D 0 
,u! f (~ - -  x )"  e Ot dt 

x 

1 i z x 2 
e~-- (t + - -  i). Beachtet man noeh (7'), so is~ alles 

w 

Es sei im R m (m => 2) B ein konvexer KSrper, der den Koordinaten- 
ursprung o im Innern enthilt .  Der Rand S (B) yon B sei dutch gleich- 
sinnig parallele Stiitzebenen umkehrbar eindeutig und 6 m-real stetig 
differenzierbar auf die Einheitskugeloberfl~ehe abgebildet. Die Distanz- 
funktion f (x) mid Stiitzfunktion H (u) ( l u I = 1) sind also fiir x ~= 0, 
u =~ 0 6 m-real stetig differenzierbar. B selbst babe die Darstellung 
] (x) ~ 1. Die Ableitungen yon H naeh den u i, wo u = (u ,  . . . ,  urn) 
sind, wenn ihre Ordnung ~< 6 ~ ,  auf der Kuget I u I -- I gleichmi~ig 
beschriinkt, da sie stetig sind. Weiters ist inf H (u) > 0 anf I u ] = 1, 
da o innerer Punkt  yon B i s t .  Ist nun K = r I . . .  rm_ 1 das Produkt 
der Hauptkriimmungsradien r i yon S (B), so machen wir die folgende 
Voraussetzung 

inf K = @ > 0 auf S (B) (1) 

Man vergleiehe zum Folgenden stets Bonnesen-.Fenchel, Konvexe 
KSrper (kurz B. F.). 

Es soll nun 

G-~- ; ~i~oxl dx, bzw, G 1 = ~" (T)~b ~f- /Co Z1) e~:6) z l dx  (2) 

fib" a) ~ 1 asymptotiseh entwiekelt werden. 

Da sich der Rand yon B auf I u [ --  1 abbilden l i s t ,  so ist aueh K 
eine Funktion yon u. Dann gil~ fiir l~ ~< m + 3 



10 E. Hlawka: 

Satz 2: Es ist 

G _ 

m - 1  

/c a j  i e o  H - 1  Z + 0 ( 0 )  - - - I  (2 ei~~ H1 ~-, --=-~-e-- ~ ) 
J ]=o 

WO 

1[ 
G1 ~- --V-- eiO)ttl 

WO 

(3) 

H I I - = - H ( ~ _  ] ,0,  . . .  O ) , K •  1,0, . . .  0), 

i (m + 1) ~r (m -~ 1) 7r 

' b ']  
a i "oJH 1 

- ~ .  + 0 ( o ~  2 /=o - 7  + e-~ . I  L ) 

(5) 

_ _  _ ( m - l )  ~ ~ 0 ' ~ - - 1 )  

= H 1 V  K l  e 4 , bo' = I t _ i  VK_  (6) 

Zuerst schicken wit einen einfachen Hilfssatz voraus. 
8 

Hil/ssatz 2: Es sei Q = Z Aik  l i 1 k eine posit/v-definite Form. 
i,k=l 

Es sei D = Det A i k und C = Max A i k. D~nn ist fiir alle (/1, �9 �9 Is) 
i,/c 

mit 2: ti 2 = 1 

D 
Q ~ (s c) - - - ~  (7) 

Beweis: Die Eigenwerte yon Q seien ~1 ~ ~2 ~ . . .  =~ 28- Dann ist 
fiir alle (11, . . .  l~) mit Z li~ = 1 

21 . . -  ~s D D 

Q ~ Zl - ~ . . .  ;t~ = (41 + . . .  + ~8) ~ = (s C) ~ 

d a ~ l +  . . .  ~ - A s = A l l - ~  . . . - ~ A s s ~ S O  w . z . b . w .  

Beweis yon Satz 2: Nach dem Gauflschen Integralsatz ist 

1 
G = r i o '~  Ul do. (8) 

Dabei ist do das Oberfl~chene]ement yon S (B) und u I die erste 
Komponentc des normierten, nach augen gerichteten Normalenvektors u 
im Punkt  x = (x 1 . . .  Xm). Es sei gleich m > 2. Es ist nun x auf S (B) 
eine Funk~ion yon u, da S (B) auf I u [ = 1 abgebildet ist. Es ist weiter 
do = K da, wo d a  das Oberflachenelement yon Era :  [ u l =  1 (vgl. 
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B . F . S .  63, Z. 6 v. u.) ist. Welters sei d~ das 0berfl/ichenelement der 

m -  1-dimensionalen Einheitskugel Era_ r Wir setzen nun 
m 

z h = c o s ~ , u  i = s i n ~ a  i(i_~>2), 0 ~ ~ ,  X a 7 = 1  (9) 

Dann folgt aus (8) 
7V 

io~a= f d~ f J~*, g c o s a s i n  m - :  a r i a  (10) 

Wit hattcn zunachst a2, . . .  a m lest und betrachten nut  das inhere 
Integral in (10). 

~ H  
Es ist nun nach B . F . S .  58 (1) x ~ -  0 u~' also 

0 x~ m 02 H 0 u i 02 H m 0 ~ H 
- - f i t  - -  s i n ~ + c o s ~  Z - -  a i 

0 ~  ~--*'= 0 U l 0 U  i 0 ~  0812 i=2 0 U l 0 U i  
(11) 

Nun gilt nach B. F. S. 59, Z. 1 v. u. wegen der Homogenit~.t yon H 

m ~ H m 0 2 H 
Z u i - - H ,  2 : u  i - -  0 ( j =  l ,  . . ., m) (12) 

i=~ ~ ui i=1 0 u i 0 uy 
Daraus folgt zuniichst 

0 H  - - ( _ +  L0 ,0  . . .  o ) =  _+ H ( _  1 , 0 , . . . 0 ) ,  
0 u~ 

02 H 
ou~oui (+  1 , o . . . o ) = o  (13) 

und weiter 

0 ~ H 02 H m 02 H 

u 10ur  c o s ~ - -  ~ u ~ O u  i u l = - k Z = 2 0 % O u  k- uk' 

also folgt aus (11) 

wo 

0 2 H 

0 x 1 

o ~  
- -  - -  sin ~ F  (#, ai) (14) 

m 02 H m 
+ ,~, a i a k ( Z  ai 2 = 1) (15) 

t ~ ' ( ~ , a i ) - -  OUl e i,k=~ Ou i ~ u  k i=2 

Es ist nun nach B . F . S .  62 (5) K die Summe aller m - -  1-reihigen 
02 H 

Hauptminoren h der Matrix (H i k )~ -  (0  u i Ou k )" Nun ist nach (1) 
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inf K = @ > 0, also K => @ auf I u [ = 1. Es muff also einer der Haupt- 
1 

minoren h ~> - - e  > 0 sein. DaIm kann die quadratische Form Q (z) 

in den Variablen z, deren Koeffizienten yon den Elementen dieses Haupt- 
minors gebildet werden, sicher nicht ausgeartet sein. Nun ist H 

m 
konvex, also nach B . F . S .  18, Z. 1 v. u. 27 H i k  z i z k > 0, also mug 

i,k=l 
das obige Q sogar positiv-definit sein. Nun sind nach Voraussetzung 
die Hik  auf t u l =  1 beschr~nt~, also < C. 

Dann gilt nach Hilfssatz 2 

@ 
Q (z) ~> (m- -  1) (m C) m-1  = el (16) 

auf der m--1-dimensionalen Einheitskugel, da s = m--1.  Wit miissen 
nun zwei Fi~lle unterscheiden 

m 
1. Es sei Q gerade die Form X H i k  z i zk, damn ist, da H i 1 >= 0 

i,k=~ 

/~ ~ .  el (17) 

fiir alle % . . . ,  a m mit 2: ai~ = 1. 

2. Ist das obige Q nicht yon dieser Gestalt, so mug t i  11 als ein 
Koeffizient in Q auftreten undes  ist dann wegen (16) H11 ~ el, also 
gilt wieder (17). 

O x 1 
Es besitzt also naeh (14) ~--~- nur die Nullstellen O = 0 und ,~ = z ,  

d. h. fiir u = (1,0 . . .  0) und u =- ( - -1 ,  0, . . . , 0 ) .  
Weiters ist 

0 3 x 1 0 2 x 1 

o'- Io = - - ~  (o, @ < - -  e~ < o, ~ I~ = F (~, @ > e ,  > o 

WO el VOn den a i nicht abh~ngt. 

Wir kSnnen also Hilfssatz 1 aus w 2 anwenden mit 

a = 0 ,  b = ~ , / ( g ) : x x ,  g ~ - K  sin m - 2 o c o s # . I n ~ = 0 ,  b z w . ~ -  

besitzt g die Entwicklungen 

OK 
a ~ - 2  [K1 + (-g-#)o g + . . .  ] 

g (a)  = ~ K 
- -  ( ~ - -  a) m-~ [K_ 1 + ( - ~ - ) ~  ( x - - a ) + . . .  ], 

a ] s o  
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9 (i) (~) = 0 ffir ~ = 0 mid ~r (0 =< j <~ m - -  2), g(m-2) (0) = (m--2) ! K~, 

g(m-~) (~) : (__l)m-~ (m--2)! K_ 1. (19) 

Setzen wir noch F (0, ai) = F~, 1~ (~, ai) = F_x, so ist also 

7F 

f e i ` ~ x l K c o s ~ s i n  m - 2 o d #  
0 

k + m - ~  _ i (i+D _,/+z 
= 1//2eiO~x,O,o .. . . .  o) Z A j  e 4 o) -~-  

]~97t--2 
t:+m-~ i(i+D= 

_~_ 1/2 e i ,o x, ( -  1, o ..... o) X ( - -  i ~  B i e - - - -  
_i+1 , 1 

O9 2 

(~0) 
m + k 

Dabei gilt 0 (off ~ - - )  gleichmaNg in den a i. 

Daraus folgt, wenn wir beachten, dab x I ( •  1, 
O H  
0 u--~ ( •  1, 0 . . .  O) = _+ H•  nach (13), 

i w G - -  ~ - -  Z ai* e* ~o H, q_ bj* - 

1=0 co • 2 

0 . . .  0 ) =  

m+k 
+ 0 ( ~  ~ ). 

(21) 
Dabei ist 

i 11m;  * 
' - ~  ..... " - - ~ - "  2 ~ e - - f m - 1  d ~  ao" = \ 2 -s  2 (,~ 2)~ 

- -  - E m - 1  f r o  - ~  .... 

(22) 

Es soll nun %* und bo* bestimmt werden. Nach (13) ist 
m 

F (0, % . . .  am) --=- Z t l i k  (1, 0 . . .  0) a i % .  Wegen (9) haben wir nut 
i,]=~. 

Era_if F~ m [  , zu berechnen. Durch eine orthogonale Transformation 

m 
k6nnen wir F~ iiberfiihren in X h i ale (h i > 0). Dabei ist ks . . .  A m -- 

i=2 
K, = K (1, 0, . . . ,  0), da die Hauptminoren von (Hik)  fiir (1, 0 . . .  9) 
verschwinden bis auf Det. Hik  (2 ~< i, k ~ m). 
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Wir gehen nun von dem absolutkonvergenten Integral 
m 

I - -  f e i=~ ] d x 2 . . . d x r a  (23) 
Rm-1 

aus. Es ist einersei~s 
~*/q, -- 1 ! r ~ - - I  

I = I I  xi~ d x i - -  - -  
i=~ - r %/22 �9 ~m %/K1  

Fiihren wit andererseits in I Polarkoordinaten ein: xj ~ - r a j  
(j ~ 2, . . .  m), X a] 2 ~ 1, so kommt 

m 

oo r - - r  ~ Z' m--l__ d ~  
z = f r ' - ~ d r  3 e i=~Z~x}d~=�89 

o Era-1 - - m - 1  ( X ~ i x i )  2 
2 m - l ,  

also erhalten wir wegen (19) aus (22) 

a o , ~ _ % / K 1  e - i ( m ~  D~r,bo,~_ _ _ % / K _ l e  ~ (m-1)~r 

Damit erhalten wir fiir G (3) und (4), wenn wit a i ~ - -  i as* , b i 
i bi* setzen. Damit ist der erste Tell des Satzes bewiesen. 
Bei G1 gehen wir analog vor. Es ist nach dem Gauflschen Integralsatz 

1 
G l - - i o ~  ! ei ~x' ( m - -  l -~ i~o xl) u 1 d o  (24) 

& )  

Man braucht also nut  G s - ~  ua x l e  i~x '  d o  zu betrachten und 
k )  

erhiilt dann (5) und (6). 
Man stellt sofort fest, dab der Satz und sein Beweis auch fiir m ---- 2 

gilt, wenn man in (10) unter f d a die Zahl 2 versteht. 
Era-1 

Bemerkung: Betrachtet  man das Integral G~ ~ .f e • o x, d x, so 
B 

zeigt eine ganz analoge Rechnung, wo start Hilfssatz 1 aus w 2 die 
Laplacesche Methode zu verwenden ist, dab 

~ n - - 1  

G~ ~ - m+l(2xc) ~ %/K(~__ 1,0 . . .  0) e C~ 1, o . . . .  ~ ~ )  (25) 

(D 2 

w  

Es soll nun mittels Satz 1 und Satz 2 

I~ = f (1 - -  t~)~ d ~ ~' d x (]) 
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f'dr 6 ~ 0 asymptotisch dargestellt werden. Ober B mSgen wieder die- 
selben Voraussetzungen wie in w 3 gelten. Insbesondere ist B: ] (x) --~ 1. 
Dann gilt: 

Satz 3: 
m--1  

to (2~) ~ 2 ~ f ( ~ + l ) [ V K ,  j ~ H , -  ~" (~+ m[l> -- - 7  + 

%/K_--~ - - i t o H -  1 + ire m ] m ~ - 1  
+ H_~ e T (~ + ' ~)j + 0 (o, - T -  ) + 0 (~,-~-'~) 

(~) 

Dabei ist H+I, ~ H (•  0, . . .  0), ebenso ist K• erkl~irt (wie in 
w 3). Die Abschatzungen gelten in ~ gleichmil~ig in jedem ]nterwll [0, 6o]. 

Unter sti~rkeren Voraussetzungen kann in (2) das zweite Fehlerg]ied 
weggelassen werden. Dies wird in der Fortsetzung dieser Arbeit gezeig~ 
werden, wo die Integrale (1) naeh einer anderen Methode behandelt 
werden. 

Beweis: Fiir (~ = 0 wurde (2) bereits in w 3 Satz 2 bewiesen, da 
Io-G.  Es kann also ~ > 0 vorausgesetzt werden. Naeh w 1 (3) isg fiir ($ > 0 

1 

I~ - 2 ~ f (1 - -  u~) ~-~ u ~ §  S (u) d u, (3) 
0 

wo G (u) -- f e iu~~ d x. Da {G I ~ V (B) (Volumen yon B), so ist 
B 

1 
f~- (1 - -  u2) ~  u "~+i G (u) d u = 0 (m- (m+~>) Wit erhalten welter, 
0 
wenn wit w 3 (3) mit k ~- m + 3 verwenden. 

I~ ~ 2 ~ 0 + m + l  ( 1 - -  u2) ~-1 u ~ du 
60 ~ 1 

O) 

J=~ (u o~) -f + o - -  f (1--u~)~-lu-Ydu 
T \~m+V i 

Der letzte 0-Term in (4) ist 0 (w-~-),  denn es ist 

1 _ 8 ;V~ 1 ] (~- u~)~-~ ~ ~ d,~- / + ] ~ ~/~ v~; + _2v'~- 
O) -I O) -I ~]~ 

(4) 
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Wit haben nun weiter die Integrale 
i t 

z i = 2~ f (1 - -u~)~ -~e+-~u~+_~  d~ 
0 

zu betrachten, wo I = m -}- 1 - -  ], 0 ~ 1" -<~ m -}- 3. Wit beschriinken 
uns auf I+  und setzen u ---- 1 - - v ,  dann kommt 

1 

/~ g?-~ (1-v)~  ~--~o~H, ~ ~ .  (51 I t = 2  ~Se i ~H~ v ~ - i ( 1 - v  
0 

Wit betrachten nun in der komplexen v-Ebene den Bereich begrenzt 
1 

dutch die Strecke v == t (0 ~ t ~ 1 . . . .  ) auf der positiven reellen 
6O 

_ i T r  
Achse, dutch v = t e ~ -  (0 ~ t ~ 1) auf der negativ-imagin/trenAehse 

1 
and den Viertelk-reis V : v --=- (1 - -  -~-) e -it ( 0 ~ t  ~ 2 )" Aullerdem ist 

der Punkt  v = 0 dutch einen Kreisbogen VQ vom Radius e (e > 0) 
u m  diesen Punkt  auszusehhel~en. In  den so begrenzten Bereich is~ der 
Integrand yon (5) eindeutig und regul~ir, also das Integral f iber den 
Rand dieses Bereichs 0. Man sieht sofort, dal~ hm f v  ~ = O. 

e)~o 
Wit erhalten also 

1 - ~ 1__~ -1 
i~ d t i )a_i( l~_it)  2s e - -~H, t  dt+ f. (6) f = e - - ~ -  f t ~ -~(1+ 

0 0 ~) 

Nun ist 
~r l 

8 ~ 1 E 
I f I~<~ (1--  ~ ) ~  5 (~_)~-if ] 1 - ( 1 - ~ - )  e -it I r176 dt. ]])a 

V 0 

1 1 1 1 
< l i - - ( i  - -  -g-)e -~ I ~ = i + (I - -  - - ) ~ - -  2 (i - -  j,)~ost<_ 

s 2 ~ O k  - -  

t 2 

wegen cos t ~> 1 --- ~, so ist 

1 
< ~ -}- t ~ (7) 

(D2 

I f I ~ 5  (~)~-1~ (~_~_C.t~)le--a)Hi sint c~t~5 (~o) ~-1 
v 

. . . .  oH~t 
dt 
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T 

wo C zwischen 0 und 1 liegt. Wit setzen nun t = - und erhalten 
0) 

= (1 § t d t = O (  l ) .Dabei 
v 8~o/+ ~ o ~oT+l 

8 
wurde c = g- gesetzt und benutzt, da l  H a u f  [u t = 1 nach unten be- 

schrankt ist. 
~ u n  betrachten wit das Integral rechts in (6). Entwickeln wir 

1 
(1 § 2 i)~-1 (1 § t i) Y bis zur ersten Potenz in t, so erhalten wir 

1 - 1 - -  1 1 1 - - - -  1 - - - -  

~ f = f t ' - ~ - ~ u i ,  dr+o(  f t ~ - ~ ,  e t )+  
0 0 0 

(') § ~W- 

1 
1 - - -  

e9 

Nma ist fiirv~O, f t~'-~,-~-., dt = ~--~. 
0 0 1 

1--- 
oJ, 

tY-l e-t dt f t~ '-1 e--~H,t g t <~ (o, HiP' ~f,'H 

also 

I •  = 

1 co 

(~ H~F +1 f 

(8) 

Nun ist 

tY e-t d t. 

Es ist also 
1 

f t~-~e--~~ t dr--  (coH~)~ + 0  (co//i)r+~ �9 

Wenden wit dies ffir r = ~ und 8 § 1 an, so erhalten wir 
1 

1 - - -  

e 2 f = + 0 + 0 - (9) 
mY+ 1 

2'~l"(~§ e •176177  H• ~ 1 ( 1 ) l  
(~ + o (~-)) + o 0o) 

o)Y + 

Monatshef~e fiir ~Ia~hematik. Bd. 54/1. 2 
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Bei I _  ist einfach tier Bereich in tier komplexen v-Ebene za nehmen, 
der aus dem bei I+  verwendeten durch Sloiegelung an der reellen Aehse 

§ 

entsteht. Setzen wir dies alles in (4) ein, so kommt 

m - 1  7r ~) 
2 ~/~((5@1)(2~) 2 m+~ 1 [ a j e  i ( t ~ 1 6 5  

I~ = m + l  27 . ~ - 
r ~ ]=o r +-~ H1 ~ 

§ ) b j e - - i ( ~  ~ ) 1 ].m~0 . @ 
M_--? " + -+I 

o 2 ]=0 o) t + l +  

+ 2 o i ~ - + o (m) 
j=o ~y + + 

Die Glieder in der Summe fiir i-->__ 1 und der erste 0-Term sind 

0 ,de r  zweite 0-Term ist 0 . Setzt man f ~  ao und b~ 

ihre Werte naeh w 3 (4) ein, so erh~lt man (2) w. z. b. w. 

Nan kann mittels der S~gze 1 und 2 aueh asymptotisehe Entwiek- 
lungen fiir f ~ ([) e i ~ x 1 d x aufstellen, wenn �9 (u) geniigend oft diffe- 

renzierbar ist. Wir besehr~nken uns, mn ein Beispiel zu geben, auf den 
Fall, dag r (1) ~= 0 ist. Dann gilt 

Satz 4 

m _ 1) 

B B 

wenn ~ (u) mindestens zweimal differenzierbar is$. 

Beweis: Aus w 1 (1) folgt dutch partielle Integration 
1 

I - - - - r  G ( 1 ) - -  f q)' (u)u  mG(u)  du.  (13) 
o 

Dann folgt aus w 3 (3) mit k ---- 0, wenn wir beaehten, dal~ 

1 

f r  (u) u ~ a (u) d u  = 0 ( ~ -  V - ~), 
m - - 1  

1 (2~) 2 1 ~-i 

f r  m + l  [ao f ~ ' ( ~ ) u  ~ e ~ H ~ a ~ +  
1 
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1 - - - - I  

~- b o f q5' (u) u "2 e--i~~ d u ] + O  f du) 
_ I ~m- ~ __ 

(L) + 0  - - 0  , 

d a m  ~ 2. Man sieht die Absehatzung ein, wenn man die auftretenden 
Integrale partiell integriert. Damit ist bereits alles gezeigt. 

w 

Bis jetzt wurden nut Integrale yon der Gestalt f O ([)jo, x, dx 
B 

betrachtet. Fiir die Anwendungen benStigen wir aber In~egrale yon der 
allgemeinen Gestalt f r ([) ell x d x, wo B t : [ (x) ~ t fiir gro/3es 

Bt 
i 1 I t, insbesondere f ib (/i (]) = (t 2 ._  ]~)~ (d ~ 0). Wit wollen uns 
gleich auf diese, also auf 

h = f (t~-- p)~ jl~ d x (~ ~ o) (1) 
t-<t 

beschr~nken. Dabei ist B I = B : / = <  1. Fiir B mSgen wieder die 
Voraussetzungen yon w 3 gelten. Wit kSnnen sehreiben 

I~ - - t  ~ + m  f (1--]2)~ e itll[ e l x d ~ ,  wo e l =  [ Izt" 
Dutch eine orthogonale Drehung A kSnnen wit erreiehen, dab e z 

iibergeht in (1, 0, . . .  0). Dabei geht B fiber in B' --  A B u n d  es wird 

Id---t ~+m f ( 1 - - f ~ ( x ) ) a e  itlllx~ dx ,  (2) 
B 

wo [' Distanzfunktion yon B'. Jetzt  kSnnen wit" mit o~ = t I I l auf (2) 
Satz 3, w 4 anwenden. Dies ist mSglich, da B' dieselben Voraussetzungen 
wie B erfiillt. Denn zun~tchsg is~ inf K auf I u I = 1 eine Drehinvariante, 
also auch inf K'.  Weiter sind alle 6 m Ableitungen yon H', wo H'  Stiitz- 
ftmktion yon B', beschr~nkt, deml diese sind Linearkomposita in den 
Ableitungen yon H mit Koeffizienten, welche Produkte der Elemente 
yon A sin& Da A or~hogonal, so sind diese Produkte und damit aueh 
die Ableitungen yon H' beschr~nkt. Machen wit nun die Drehung wieder 
riickgi~ngig, so ist in (2) iiberall der u  (1, 0, . . .  0) dutch e i zu er- 
setzen und wit erhalten also 

Satz 5: Es ist fiir 3 ~ 0 
2v 
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On - -  1 

f ( t ~ -  ]~(x))SeilXd x = (2zr t)--V- (2 t ) 'F (O+l)  ira+___}+ [C~e~llltU(~l)-~ + 
(~)<__ t I 1 ' 

Jr C~e--ill]tH(e-t)+~] -d- 0 ~l~V+0+~... ~- + o I1p+~ (3) 

Dabei ist 

1 i ~r m -+- 1 ~r  (eli ~ / g  (--el) 
e I = -~[, a : - - f ( ~  + - -~- - ) ,  C ~ -  ( - -~e l~ ,  U ~ -  (H (--el))' (3') 

Dis AbscMtzung ist gleichmal~ig in ~ in jedem Intervall [0, ~o]. Ist ins- 
besondere B symmetriseh mit o als Mittelpunkt, so is$ das Hauptglied 
in (3), wenn t ~ 1 

~ ? t - - 1  

2 (2 ~ ) - z -  2' r (~ + 1) v / K  (ez) ~ m + 1 
i1 ,Ira+---2+' (H (el))6 c o s ( l l l H ( e l ) - - - ~ ( ( $ + - - ~ - - ) )  (3") 

m-i J ~  + ~(l/I) 
Dies ist fib die Kugel wohlbekannt, da I ,  = (2 ~z) 2 

I z IT + '  

ist, ~o J reehts dis Besselsche Funktion 1. Art is~. Hier kann das Rest- 
glied bedeutend schide~ angegeben werden. Fiir das Integral G4 ( • l) = 
= f e J=l~ d x erhil~ man mittels w 3 (25) 

B 

G 4 ( + - l ) =  f e  + I ~ d x ~ ( 2 ~ )  - m+l  ~r e l l { t t (~e l )  (4) 

B I l l '  
Daraus folg~ 

- -  In G4 (+- l) 
lira - H (_+ t) (5) 

Dies steht mit den allgemeinen Untersuchungen yon Plancherel- 
Polya 6 in Einklang. Dort wird (5) fiir beliebige konvexe K5rper bewiesen, 

Es sollen noch Abschitzungen fiir G-~ f e i~~ xl cl x und G 1 -- 

: f ei o~ x~ (m-4- i  of x!) d x gegeben werden, die auch dann gelten, 
B 

wenn nut auf B der Gauflsehe Integralsatz anwendbar ist. 

o Comment~rii Helvetici 9. 
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Satz 6: Es ist, wenn ~o :~ 0 

S (B) 
la I <_--i~ t '  IG~ I <_- ~(B) (6) 

Dabei ist S (B) die Oberfl~che yon B und C (B) eine Konstante, die nur 
yon B abh~ingt. 

Beweis: Die Absch~tzung yon G folgt sofort aus w 3 (8). Bei G1 sieht 
man dies so: Fib- I~o I ~ 1 ist 

fa~l<= f (m+lx~l)dx=O~(B). 
B 

Ist  ]o~ I --~ 1, so folgt aus w 3 (24) 

[G~]g(m--1)S(B)+ f ]x~]do-~C2(e)w.z.b.w. 
S(B) 

w 

Es sei wieder B t der Bereich / (x) ~ t, B 1 -- B ist dann der Eich- 
kSrper. Sein Volumen bezeichnen wir mit ~. Welter sei A eine Matrix 
mit Def. A ---- 1. q (x) sei eine integrierbare Funktion auf Bt, die auBer- 
halb B t verschwindet und c eine Zahl > 0. 

Mit g, bzw. l sollen im folgenden stets Gitterpunkte des R m be- 
zeichnet werden. 

Wir bilden uns die in g periodische Funktion 

r (x) = x ~ (c A ( g - -  x)) (1) 
g 

und entwickeln sie formal in eine Fouriersche Reihe 

q5 (x) ~ Z a l e 2 ~ i t x  (2) 
l 

Ist E d e r  W i i r f e l 0 g . x  i ~ 1  ( i = l ,  . . .  m), so ist 

also 

1 _ 27ri lx  
al=:- f q ~ ( x )  e - - 2 = i l x d x - ~  cm f q ~ ( - - A x )  e ~ d x  

E Rm 

f ~ ( x )  e c d x  ( ~ = A  *-1) (3) 
a 1 - -  cm Bt 

Nach dem Vollst~ndigkeitssatz ist Z l al 12 konvergent und es ist 

E l 
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In  (4) spezialisieren wit  ietzt, indem wir ~o (x) -~ 1 setzen u n d c  = 2 
1 v 

- - - - 2 m  d x - -  2m wo V = ~ t  mdasVolumen nehmen. Dann ist a o --  B( 

yon B t. Weiter  ist 

1 
.f ~dx = f ~ ( - - 2 A x )  X ~ f ( 2 A ( g - - x ) ) d x :  ~-~ Z, f ~ ( - - x §  2Aff)dx, 
E Rm ff g Bt 

also wird aus (4) 

2 m [ V § 2 4 7  d x ] = V ~ §  e~k~dx[ ~ (5) 
g Bt l Bt 

Dabei bedeutet  Z ' ,  dal~ bei der Summation g ~ 0, bzw. 1 ~-- 0 aus- 
zulassen ist. Diese Formel  s t ammt  yon C. Siegel 7. 

w 

Wir nehmen fiir ~ (x) wieder ~ (x) = 1 auf  B t, 0 sonst, setzen abet  
c = 1. Dann  stellt 

r (y) = Z ~  (A (if-- y)) ~ Z, a le27r i ly  (1) 
g l 

die Anzahl der GiSterpunl~e in / (A (x - -  y)) g t dar. 
Es geniigt, wenn y auf  den Wfiffel 

E : O ~ y i ~ l  (i == 1, . . . , m )  (2) 

beschriinkt wird. 
Wir betrachten gleich allgemeiner, wenn wir t ~ =  u setzen, die 

1 
Funkt ion  9~ (x) --  T' (~ + 1) (u - -  ]2 (x))~ auf  B t. Dami t  ist, wenn 

] (A x) = F (x) gesetzt wird, n a c h w  6 (2) und (3) 

1 
X ( u - - F ~ ( g - - y ) )  ~ ,~ X L~(1, u) e2~ri~y (3) 

~ (y, u) = U(~ -{- 1) ~ (g_ y) =< u 

wo 

1 
L~(1, ul-- i~(O+ Dl, CJ)s~--p(x))6 e2=i~: dx. (4) 

Es ist 
u 

L~+ 1 (l, u) ----- f L 6 (l, v) d v, (5) 
0 

T) Acta M~hem~tica 64. 
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denn es ist 

u 1 u 

f i~( l ,v)av  -- F ( a + l )  fo a~ f (v-- l~)~z.~** d~ = 
o I < ~ / V  

1 u 
- f e 2 r r i k x  ( I x  f ( v - p )  ~ dv = 

/-'(~ + 1) I < V u  P 
t 

- -  f e 2~ikx (u-- f i )  ~+l d u =  L~+ r 
F ((3 + 2) t < ~ / ~ -  

Weiter ist 

L~ (0, u) = ~ u  ~-+~ 
m -i- 1) F ( ~ + y  

denn nach w 1 (1) ist 

v ~  
f (u--/Z(x)) o d x = m I  f (u--v2) ~v m - ~ d v =  

/ < V u  o 

(6) 

Wie (5) zeigt man 

1 u 
~ (l, u) - F (~) f q5 (v, y) (u - -  ~)~-~ d v (7) 

wo r = r aus (1) is~ 
Daraus folgt 

q ~ + l ( Y , U ) =  f q)~(y ,v)dv  (7') 
o 

m - -  1 

Es wird jetz~ gezeigt werden, dal] in (3) fiir ~ > ~ alas = 

Zeichen steht. Wit zeigen gleich folgenden allgemeineren Satz: 

Satz 7: Ist h ein beliebiger Punkt, aber kein Gitterpunkt =~ 0, 
so gilt 

X (u--F 2 (g--y))~ e--2~ihg = 

~--- Ze2~r i ( t - -h )Y  f e - -2~ i ( k - -h )  x ( u - - / z )  5 dx ,  (S) 

l l ' < u  

wo ~ = A* - 1 h, wenn 

m 5 __ ~ T +  r(<~ -I-- 1) z ' (~)  
2 f ( d  + -~ + 1) 
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m - - 1  
1. 6 > 2 , und zwar fiir alle y in E. Die Reihe rechts in (8) 

konvergiert absolut und gleiehmal~ig in jeden Intervall [ul, u2] wo 
ul > 0 und wenn 

2. 5 >= 0, h = 0 fiir alle in E bis auf eine Menge vom Lebesgueschen 
Mage 0. 

Dabei ist vorausgesetzt, dal3 B~ ----- B alle Voraussetzungen von w 3 
erfiillt. 

Beweis: Es werde gesetzt 

1 
q)~* (y,  U) - -  Jr' (~ 1 z~ ( U - - F  ~ ( ( t - -y))  ~ e - -2~r ihg  , L~* (1, u) ..~ 

( § )F~(g-y)<=u 

l~<= u 

Dann gilt auch fiir diese GrSgen (5) und (7'). 

Es soll zuniichst der erste Tell der Behauptung bewiesen werden. 
m - - 1  

Es sei also ($ > ~ . Dann ist die Reihe rechts in (8) absolut und 

in jedem Intervall [ul, u2] in u gleichmal~ig konvergent, denn es ist 
naeh w 5 (3) 

L ~ * ( l , u ) =  u - ~  + " 0 + u ~  0 . 

~---h F z -  § I - 
(9) 

Da k - -  h =  A* - l (1--  h) =~ 0, da h kein Git~erpunkt und 
1 

X1 ] k - - ~  ]~ fiir a > m konvergent ist, so ist damit diese Behauptung 

gezeigt. 
Wit betrachten dis Funktion q~ (z)  = (u - -  1 ~ ( x -  y))~ e - 2 r r i  h x  

auf F ~ (x - -  y) ~ u. Aul~erhalb dieses Bereiehes sei ~ = 0. Man sieht 
weiter, dab alle Voraussetzungen des Satzes yon Bochner s fiber die 
Poissonsehe  Summenformel erfiillt sind und wir erhalten nach diesem 
Sa~z (8). 

Fiir u = 0 gilt sie selbstverstgndlich auch. 

Es soil nun der zweite Tell tier Behauptung gezeigt werdem Naeh 
(3) ist die rechte Seite yon (8) ffir h = 0 die I~ouriersche Reihe der linken 

s Mathemat i sche  Armalen  106. 
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Seite. Nun ist aber nicht nur Z ] L ~  ]2 konvergen~, wie es nach dem 
l 

Vollstindigkeitssatz sein muS (vgl. w 6 (4)), sondern sog~r Z [L~ I ~ ] I i ~ 

fiir jedes U mit 0 < ~ < 1. Denn es ist zun~chs~ nach I-Iilfssatz 2 
t / 1 ~  C (A)]k  t, wo C yon A abi~ngt. Wei~ers is~ nach ( 9 ) Z  I L~I 2 I k I ~ 

g 
konvergent. Daraus folgt aber nach einem Sa~z von Kaczma~z 9, 
da$ die Reihe rechts in (8) fiir fast alle y in E konvergiert und gleich 
der linken Seite ist. Damit ist der Satz volls~/~ndig bewiesen. 

Satz 8: Ist  [ (x) die Distanzfunktion, H (u) die Stiitzfunktion eines 
konvexen KSrpers B, welcher den Voraussetzungen des w 3 gentig~, 
und sind au~erdem nech diese Funk~ionen fiir x :~ 0, u ~: 0 sogar 
analytisch, so gibt es eine periodische Funk~ion X (x) (l~eriode 1 in 
x l , . . ,  xm), so beschaffen, da$ fi~r seine Fourierkoeffizienten a t gil$: 

lira t 27 ~1 - -  ~ ag]--=+oo (10) 
R . r  l(gl =< R R~ -! 

Fiir die Kugel wurde dies von Bochner ~~ gezeigt. Fiir den Beweis 
is~ folgendes zu beachten: H (u) ist sieher nicht analytiseh in u = 0 
und dies ist such die einzige Stelle nach Voraussetzung. Weiters haben 
wit in w 5 (3) eine asymptotisehe Formel fiir L~*, welehe in b im Intervall 
m---1 m - - I  

[ - -~ - - ,  60] (6o > ~ -, beliebig) gilt. Dann kann der Beweis wie 

bei Bochner geftihr~ werden. 

w  

Es soll jetzt fiir die Anzahl der Gitterpunkte r (y, u) yon 
/ (A (x - -  y)) ~ %/u eine asymptotisehe AbsehKtzung gegeben werden: 

Satz 9: 
m ra  ( m  - 1) 

r  ~ + O ( u  2C~ + ~) ) (1) 

Fiir das Ellipsoid wurde dies yon Landau li geze~gt. Wit werden 
weitgehend seiner Methode folgen. Satz 7, w 7 gilt sicher fiir 

m + 1 m - -  1 
= [ 7  ] > - - ~ - -  und h = 0. Es ist naeh (5) 

d ~ L ~ 
du  ~ - - L o :  f e 2~ikz  d x u n d n a e h w  

1' (z) ~ u 

Studia M~them~tic~ 2. 
io Transactions 40, S. 193. 
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o-1 ( i ) 
L~ = u - - 4 -  + T 0 m + ~ , (2) 

m + l  
da das zweite 0-Glied wegen 7 + ~ ~ m + 1 wegf/~tl~. Wit setzen 

knrz L~ = L u n d  betrachten mit Landau  

A L = 2 : ( - -  1) 1 ~-r (~) L ( u  + v 3, y) 
7=0 

1 

wo ~ -= u m + i, also 0 < ~ ~ u ist. Dann ist zun~chst nach (2) 

A L = u - - Y -  + Y 0 m+___~+d 

Nun gibt es sicher ein 3' mit u ~< T' _< u -4-~ v, so dai]A L = T ~ L r (3') 
Nun ist L r -~ Lo, also folgt aus (2) mit ~ = 0 

A L = ~ u  4 0 m + ~ -  �9 
I k I - T  

Zusammenfassend haben wit 
W~--I 

A L - -  m + i M i n  , ~ . (3) 

Nacla w 7 (8) und w 7 (6) gilt 

r(~+-~+l) 
Wenden wir auf ~5~ die obige A-Operation an, welche wb rechts 

gliedwelse anwenden kSnnen, so kommt 
m 

A q i ~ - -  F ( m  + 1 )  A (u ~ + a ) + 2 : ' e 2 ~ i l y A L ~ ( l , u )  (4) 
r(~+-~+l) 

Dann ist nach (3) 

I X ' e 2 ~ i l y d L ] < C u  4 X' 1 (Min %/u- 
= ~ + ~ ( l ~  I ' 

T)) 5 

W~--I W~+I 9~--I + 6 _w~+l_~ 

I ~ l < V ~  ~- I ~ I > V  ~, 
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also folgt 
m (m - z )  

X '  e 2 ~ r i l y  d L = 0 (~ ~ u 9.(re+z))  (5) 
1 

Wei~er ist 

m+~ da 
A (u ~ ) - -  P - - -  

d u ~ 

v (~ + }  + ~) 
== -t -6 

r ( }  + ~) 

m 

(u'  ) 1~=,, = 
v(~  + ~) 

m ~gt _ _ _ ] _  
(u ~ + 0 ( u  ~ ~)1, 

wo ~' eine Zwischenstelle in [u, u q- ($ v]. Es ist also 
~ +  ~ m m ( m  - 1) 

V ( ~ - - +  1) A (u ) =  P ( U  ~- + 0 (U ~ (~  + ~))) 

: '  (~ --I- ~- -F ]) 

Daraus folg~, wean wir (5) und (6) zusammenfassen 
m m (m - 1) 

A ~  = T 0 ( ~ U  2 -~  0 (U 2(r/t + 1) )) 

(6) 

(7) 

Nun ist, wenn wit das Argumen~ y unterdriicken, 

A ~Pa = f d u, f du~ . . . f q~ (%) d % 
~" Ul  U6 -- 1 

Nun is t  

(8) 

q5 (u) ~ r (%) _< r (u + ~ z), also na & (8) 

v ~ ~ (u) g A q~ ~ P C  (u + ~ 3). (9) 
m m (m - 1 )  

D a n n  is t  nach  (7) einerseits  ~b (u) ~ ~ u :  + 0 (u 2 (m+])),  andererse i t s  
1 m m (m - 1) 

r (u § ~um+l)>_~u2 § 0 (u ~(~+1) ). 
1 1 1 

Setzen w i r  u ~ ~ u m + ~ ~ v, dann  ist  u = v - 5  u m + 1 = v Jr- 0 (v m + 1) 

1 m ra (m- 1) ra m (m- 1) 
also do (v) ~__ 45 (v -t- 0 (v m + t)) ~ q_ 0 (v ~ (m+l) ) ~ - ~ V  ~ -~ 0 (V 2 (m+*) ) 

a l s o  
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m m ( m -  1) 

q' (u, y) = ~ u E +  0 (u 2 (m+~)) w.z.b.w. 

Wit wollen ]etzt, und zwar flit y ---- 0 weiter zeigen (vgl. Landau n) 
Satz 10: Es ist 

r  Z l = ~ u  s -!-9(u ~ ) (lO) 
F' (g) ~ u 

r(~ + I) - - + 5  
Beweis : Wit setzen R e (0, u) =:- q'e (0, u) - -  ~ u ~ 

P 0 + Y + i) 

dana gilt wegen w 7 (75 
1 u 

f Ro (v, 0) (u - -  v) 6-1 d v. (U) Re -- F O) o 

Weiter ist nach w 7 (8) und w 7 (6), da R e reell ist, 

Ra ---- X' Real L~ (1 u), (12) 
l 

m - - 1  
wenn 5 > 2 Wit verwenden (12 5 zunichst f ib 5~ ---- 5 -y 1, wo 

m + l  
(~ = I - - T -  ]. Dann ist nach (2 5, da 61 ~ m + 2, auf (12) angewendet 

+ 
Re~ ~- 0 (u 4 3). (13) 

Weiter ist nachw 5 (3) 
m - 1  e m ~ l  e - 1  

F (6 + 1) ~r (%) B1 =. T' (6 -t- 1) ~r (--%) Sie sind 
wo A z --  2 ~ + ~  (H ( % ) / '  2 ~+~ (H (--%))~ 
also positiv. Welter ist 

m + 1 ~ m+ 1 
a 1 -- 2 ~ % / u U  ( k ) - -  --~ (6 + T ) , f l l  = 2zV~u H (-lO - ~ (6+ ~2--) 

m + l  
Welter ist, da 5 = [ T ] ,  cos a 1 --  ( - -  1 / c o s  (2 z~ V~- H (k) - -  ~- e), 

m + l  
wo ] ---- [ - T -  ] und e ---- 1 wenn m gemde und sonst 0. Dasselbe gilt 

11 P reuBi sche  S i t z u n g s b e r i c h t e  1915, GS~tinger  N a c h r i c h t e n ,  S. 137ff .  
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fiir cos fit. Setzen wit noch 2~ ~r H ( k ) - - ~ s = a  l, 2 ~ v / u H ( -  k ) -~  s= 

--= fl't so wird (12) 

m - ~  d 
R~ : (--1)] u 4 + ~ ZT' AlC~ q-BlcOsfll '  @ 0 (um-l~ +~-~) 

(15) 

Es sei nun K eine natiirliche Zahl. Dann kann man zu jedem ~] > 0 
und zu jedem % ein u (7, K, %) so bestimmen, so dab 

7~ ~r 1 

fiir alle k mit I k l ~ K (Dirichtetscher Approximationssatz. Dann ist 
aber, wenn X' die Summe in (15) rechts bedeutet 

At + Bz 
2 7 ' ~  Z" - -  2: m also 

_ _  1 X" At q- Bz A t -4- B t 
lira 2:' = (--7-~ - - ~ )  - -  X m+~ ~r I/~[---:K I]cIm+---~l+a ikl> K [kl~ff- -+ o ~ 

qA~ 

also fiir ~] - ~  O, K - ~  

- -  1 X' At q- B1 
lim X' : ~ - >  m+~ > 0 (16) 

Daraus folgt, dal~ 
m - 1  ~I + 

R a = $2 (u ~ 2) (17) 

Ware nun (10) falsch, also 

R 0 = o ( u  ' ) (18) 

so w~re z. B. naeh M. Riesz r2, wegen (13) und 0 < d < (~j 

R ~ = o ( u  a d, u - - T -  + e,~,) = o (u- i- (19) 

in Gegensatz zu (17). Damit ist alles gezeigt. 

1~. Acta Szeged 1. 
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w 

Es sol! nun Satz 9 in gcwisser Iiinsicht fiir fast alle ~7 aus E (w 7 (2)) 
verschgrft werden. 

Satz 11: Es sei ~ (u) eine monotoa wachsende Funktion mit  2 (u) - +  ~ ,  
2 

eine beliebige Zahl mit 0 <= ~ < m-------~ und {u~} eine solche Folge, 

so dag 
1 

~V" - - -  
~2+~ 

95 

wo 2~ = 2 (%), konvergiert. Dana ist ftir fast alle y aus E 

q ~ ( y , u ) ~ u  7 + 0 (u " ~(u)), (1) 

wo u die Folge {u~} durchlguft. 
Fiir ~ = 0 wurde dieser Satz yon Kendall 3 gezeigt, und zwar ftir 

m----2. 
Beweis: Nach w 7 (1) ist X L o e 27ril Y die Fouriersche Reihe von 

l 
r (y, u), also 

m 

Ro .~_ q5 - -  ~ u Y ~, X '  g o (1, u) e27r i ly  (2) 
l 

Es ist nach w 6 (4) X ' I L  o 12 konvergent. Da abet n a c h w  8 (2) 
1 

m - - 1  

Lo = 0 ' , s o i s t s o g a r  N ' l L o l  ~ m i t a - - l +  ~ + 1  kon- 
Ik 

-~+----!1 ~ m-t-1 
vergent, da X ! k  I ~ wegen 2 a > m konvergent. Dana 

folgt naeh dem Satz yon Hausdor]]-Yonny la, da$ wegen 1 < a < 2 

1 1 

~ = [ J 1 Ro (y, ~) I ~ d y ~  <= [Z' I Lo [~]~, (3) 
E 

1 1 
wo - + = 1 also fl = 2 + / i .  Wir erhalten also 

m - l f l  

~ = o ( ~  ~ ). (4) 

x~ F. Riesz, Math. Zeitschrift 18. 
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Nun gehen wk wie Kendall vor. Ist, u lest, M die Teilmenge yon E~ 
wo I Ro I ~ ~ a#~ dann ist 

4>-_ f IR01 ~ dy=>Z4V(M) ,  
M 

wo V (M) das MaB votl M. Es ist also 

V (M) <: A-#. (5) 

U m ( 1 ) , a l s o R  o ( y , u ) ~ C ( y ) u  ~ A (u) fiir u : % - ~  w und 
fast alle y zu zeigen, gehen wit so vor: Es ist nur zu zeigen, dab die 
Menge ~r, fiir die I R0 (y, %) I < 1.~ ~") (a~")=ag (%)) f'tir alle v, mit g~")= 

-~ 0 (% 4 ) das Mal~ 1 hat. Mit M* soll stets das Komplement yon 
M in E bezeichnet werden. 

CO 

Dann ist M ~- X S~ wo S~.-- X M]*. Dabei ist 
?'=v 

Mj = Mr { I Ro (y, ~) t -->-- ~ o7 )} 
CO CO 

Es ist also V (S~,*) <~ X V (Mi) ~.< Z 1~# < ~7, wenn v ~__. v o (~) fiir 

jedes ~ > 0, also V(M) > ]---~7 flit aile y w.z,b.w. 

w 10. 

Fiir fl = 2 gilt nach w 6 (4) in w 9 (3) das Gleichheitszeichei1, also 
wenn a = a~ gesetzt wird 

~2 = 2 '  !Lo 1 ~ (1) 
Wit nelmen mit Kendall a die Streuung. Es ist 

~2 1 I 
- 2 '  ~t~+~ (K(%) +Kt--ek) + 

U 2 

+ 2 %/K (%) K (--%) cos (I k l%/u (H (%)+H(--%)---~ (m+l)) + 

1 

§ o (u 5) (2) 
Daraus folgt 

1 v ~ 1 g (%) + K (-- %) - L  
- - f  X' u ~,~-1 d u - -  4~  2 t k l . ,+  ~ + o ( u  4) 

U 4 

(3) 

also 
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1 u a2 1 K (%) § K (-- %) 
l i m  - ~ -  m - ~  d u - -  4 ~ 2  I k I m + l  (4)  

U ~  m ~ 2 

Aus (3) folg~ sofort 
m - - 1  

Satz 12: Es ist die Streuung o --  9 (u'-4-).  
m - - 1  

Ware niimlich o = o (u 4 ), so wgre die linke Seite yon (3), o (1) in 
Gegensatz zur rechten Seite. 

Aus (3) laBt sieh noch eine weitere Folgerung ziehen (vgl. dazu fiir 
m ~ 2 Kendall, S. 22 (31)): Es war ja o, wie B 0 usw., yon der Matrix A 
mit Def. A = 1 abh~ingig. Es sei nun A orthogonal. Dann bilden wir 
uns den Mittelwert 5~ aller 02, also 

1 
} f 0"- d 

Dabei bedeutet d {A} das Volumselement in der Gruppe der Dre- 
hungen und {A} das Gesamtvolumen. 

Nun ist f K d a = S (B) (vgl. B. F. S. 63, Z. 6 v. u.), wo d o wie 
in w 3 das Oberflgchenelement der m-dim. Einheitslmgel E m bedeutet. 
Es sei oJ die Gesamtoberfliiche. Dann folgt aus (3) 18~ 

U ~2 S (B) 
lira f m - 1  d u - -  2 ~ c  ~ (6) 

U ~ c o l  q~ 2 

Dabei ist, wie immer B : / (x) G 1 und eo --  - -  

1 
2 '  
l IL l  m+l 

2~~ 

r " 

w 11. 

Wit wollen nun unsere asymptotischen Formeln auf die Geometrie 
der Zahlen anwenden. 

Es soll jetzt vorausgesetzt werden, dab B symmetrisch in bezug 
auf 0 ist. Welter soll m =_l=- 1 (4) sein, wom die Dimension unseres Raumes 
ist. Die Anzahl der Gitterpunkte =~ 0 in ] (A x) ~ t, welche gerade ist, 
sei 2 S. Es ist V == ~ t n das u yon B t : / ~ t und es werde B 1 ~- B 
gesetzt. Dann gilt 

Satz 13: ]Es gibt ein t o, welches nur yon B abh~ngt, so dab fiir alle 
t > t o und fiir alte Matrizen A mit Det. A ---- 1 

V ~ 2 "~-~ (s  + 1) + v / 4  ~ -~  ( s +  1) ~ - -  ot c .  (1) 

l~a B bes i tze  M i t t e l p u n k t .  
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Dabei ist 0t = inf K und C > 0 eine absolute Konstante, die nut  
B t 

yon m abh/ingt. 

Dieser Satz stellt fiir grol~e t eine Verseh/iffung yon 

V =<_ 2 "  (S + 1) (2) 

dar. (Verallgemeinerter Minkowkischer Satz.) 

Beweis: Nach Satz 5, w 5 (3) und (3') ist fii~ ~ = 0 

I =  t ~ f ei'~kZ d x =  ~ ~d'K(ek) os(z~ktH(%)-- 
Bt 

) (m -4- 1)~ % / t ] k l  4 " + o (3) 

w o k  = A ~ - l l  = ,'~l. Es ist D e f . . ~  =-1. Nun wahlen ~4r ein 1 o ~= 0 
so, dab 

1 _< [ko [ _<_Vm (4) 

Dies geht nach dem Minkowskischen Lineafformensatz. Dann ist 
fiir k = ko s (s natfirfiche Zahl o = inf K) 

B 

1 i t > _  ~2 ~ t t  c O s ( z z t s H ( k o )  II 
~ 4 

[ C 1 (B) ] 
I 

,v't ~ ko 
tG (B) t 

Wir w/~hlen nun to so groin, dal3 %/~o < 2 wird. Welter 

1 1 
w/ihlen wit s, bei gegebenen t > to, so dab t ~ s t H (ko ) - -g i  < 1--2 

uad (32) 2 ~ s _< 1 2 (32) ~ (g ganz). Dies ist nach den Dirichletsehen 
Approximationssatz stets mSglich. Danu ist, wenn a = ~ (s t H (ko)--2 g) 

g ( re+l )  
I c ~ 1 7 6  s i n g  ~ I s i n a l  und I c ~  4 l=>l 

(m+l)zr ( m + l ) u  1 1 
> l e ~ 1 7 6  , -2Vf(V~-l)>g, 

m + 1  1 m +  1 1 
da ] cos :r - - i  [ ~ "V'---~' ! siu ~ ~ I G 2 ~  fiir m-~1(4) .  

~Ionat~hefte fiir Mathematiko Bd. 54/1, 
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C~ (B) 2 
Weiter ist < 

uns ein k so konstruiert, da$ 

2 
Wit haben also, wenn t > to, 

t ~ I f  ~ d ~ l > = V - c ~  ~, (5) 
B t 

1 
- - ( 4 8 0 0 % / - - m - )  -m-1.  Daraus folgt n a c h w  6 (5) wo C - -  (16~)2 

2 m [ v + z '  f c p ( x - - 2 A g )  d x ] ~ V 2 + C o t  m-i  (6) 

g B t 

N u n i s t  f f p ( x - - 2 A g )  d x  genau dann :~ 0, wenn + A g i n  

Bt 
Bt, da B t konvex und symmetrisch in 0 ist. Weiters sind natiirlich diese 
Integrale ~ V, also folgt aus (6), da ] (A x ) ~  t, S Gitterpunktpaare 

0 enth~lt, 

2"* V (s  + 1) ~ v ~ + 0 et (7) 

da ~t = 0 tin-l" Daraus folgt zun~chst (2) und weiter Cet ~ 2 m V ( S +  1). 
Ist  nun V ~ 2 m-1 (S + 1), so ist (1) richtig. Ist abet V > 2 m-1 (S + 1), 
so folgt aus (7) 

[V - -  2 ~ - ~  (S + 1)]~ _<_ 4 ~ - ~  (S + 1)~ - -  r et, 

also wieder (1) w.z.b.w. 

w 12. 

Die Verschaffung yon w 11 (2) wurde unter stark einschritnkenden 
Voraassetzungen fiber B t erhalten (m _t-~ 1 (4), Differenzierbarkeit yon 
S (B) usw.). Es soll nun eine andere Versch~irfung angegeben werden, 
die nicht diese Voraussetzungen macht. (Ffir Parallelepipede wurde 
diese VerschKffung schon yon Gel/ond 5 angegeben.) 

Satz 14: Ist  N die Anzahl der Gitterpunktpaare ~ 0 in 

H (A -1 l) < - - ,  (1) 
= 2 t  

wo 0 < ~ < 1 beliebig, H Stiitzfanktion yon B ] (x) ~ 1, so ist 

2 m (S + 1) 
V G  1 + N c o s  ~ ~ ~ (2) 

Y 
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Dabei ist natiirlich wieder B symmetrisch und V, S haben dieselbe 
Bedeutung wie in w 11. 

Beweis: Es ist, da H g I der polare KSrper zu B : ] <= 1 (B.F.S.  28, 

M ~ r  l ~ Y t <= / (~) H (y), also I k �9 I -<- t H (A -~ ~) _< y ,  wo 

/~ = A *-i  l, nach Voraussetzung (1). Fib diese 1 ist dann 

7~ 

Also folgt aus w 6 (5) analog zu w 11 (7) 

7C 
2 m ( S + I )  V ~ V  2 ( l + N c o s  2 ~ 2 )  w.z.b.w. 

Daraus folgt 
Satz 15: Besitzt fiir 

eine LSsung und ist 

- -  ~ ( 0 < ~ < l )  (3) 
8 SH-1  

H (A -~ l) _<_ T (t) 

2g 
3 t ~ + ~ t ~ - i  cos~ ~- ). > 2 m (s  + l) (5) 

so besitzt [ (A x) ~ t mehr als S Gitterpunktpaare =~ 0. 
Beweis: Ist ~ t m >  2m(S ~-1), so ist dies nacla w 11 (2), welches 

immer gilt, richtig. Ist ~ t m ~ 2 m (S + 1), d a n n i s t  

(t T) m _<= ,~ 2 m (S -}- 1) --  ' 

a l so2 t  ~ -  ~ 2. Dann hat H(A- i l )  ~< - -=~2t  2 t ~  mindestens 

. . . .  ~ 2 .  2 ~ Git terpunkte=~0,  a l soN>_2  > 2 t  2 t v  

Dann wiirde nach (2), wenn / (A x) ~ t h6chstens S Gitterpunktpaare 
=~ 0 enthielte, 

2 ~ (S + i) 

2 
1 + ~ cos~ ~ Z 

i4 C~sopis 68, S. 93ff. 

.3" 



36 E. Hlawka: (~ber Integrale auf konvexen Kilrpem I. 

in Gegensatz zur Voraussetzung (5). 
1 

. . . .  o~ ~ ~ ~$ 2 Bermerkung: (3) 1st smher erfull~, wenn ~1 �9 < (-~) (s + 1) (~) 
wo ~1 das Volumen yon H (y) ~ 1 ist, denn nach M a h l e r  14 ist ~1 

4m 


