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MEROMORPHE FUNKTIONEN, DIE MIT IHRER ABLEITUNG

WERTE TEILEN

Erwin Mues und Norbert Steinmetz

In this paper it is shown that the functions f(z) = aeZ are
the only nonconstant entire (meromorphic) functions which
share two (three) distinct finite values with their
derivative.

1. EINLEITUNG UND ERGEBNISSE

Wir benlitzen die folgende Definition: Zwei in € meromorphe
Funktionen f und g "teilen" den Wert ae C, falls f(zy) =a

genau dann, wenn g{z,) = a ist.

Das erste fundamentale Ergebnis {lber meromorphe Funktionen,
die Werte teilen, ist der Finf-Punkte-Satz von Nevanlinna [2].
L.A. Rubel und C.C. Yang bewiesen in [3] den folgenden

SATZ A: Es sei f eine nichtkonstante ganze Funktion. Teilen

f und f' die beiden Werte a und b, a$b, a,be €, und zwar

mit Berlcksichtigung der Multiplizit#dt, dann ist f' = f.
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2 MUES - STEINMETZ

Die Bedingung "mit Bericksichtigung der Multiplizitidt" be-
wirkt, daf beide Werte jeweils nur einfach angenommen wer-
den, falls a*b +0 ist, und da® die Null Picardscher Ausnah-
mewert von f und f' ist, falls a.b =0 ist, so daf sich in
diesem Fall der Beweis wesentlich vereinfacht.

Flr die ganze Funktion
z -t t
f(z) = exp (e?) [ exp (e"")(1-e%) at
o

ist

f'{z)-1 _ o?

f(z)-1 :
f und f' teilen den Wert 1. Dieses Beispiel zeigt, daf die
in Satz A geforderte Zahl von zwei geteilten Werten best-
m8glich ist und nicht durch Eins ersetzt werden kann.

In [3] wird gefragt, ob Satz A auch noch flir meromorphe
Funktionen richtig bleibt, bzw. ob Satz A richtig bleibt,
wenn die Forderung "mit Berlicksichtigung der Multiplizitdt"
fallen gelassen wird.

Das folgende Beispiel zeigt, daR es meromorphe Funktionen f
gibt, die mit ihrer Ableitung zwei endliche Werte teilen,
ohne dag f' =f ist.

Dazu sei w eine nichtkonstante L&sung der Riccatischen Diffe-
rentialgleichung

(1) w' o= %—(w2 +w-1) .

w ist eine in € transzendente meromorphe Funktion, die die
beiden L&sungen o,,a, der Gleichung a?+a-1 =0 als Picard-
sche Ausnahmewerte besitzt. AuBerdem hat w'den Picardschen
Ausnahmewert 0 (vergl. [41).

Es sei jetzt f=w?, und es soll gezeigt werden, da® f und f'
die Werte 0 und 1 teilen.

Wegen f' = 2ww' folgt aus f(zy) =0, daB w(zg) =0 und damit,
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MUES -~ STEINMETZ 3

daB f'(zy) =0 ist. Ist umgekehrt f'(z,) =0, dann mul wegen
w'(zo) $ 0 sicher w(zy) =0, also £f(z,) =0 sein. Weiter folgt
aus (1), daB

fr=1 = 2ww'-1 = wi+w?-w-1 = (F-1)(w+1)

ist. Hieraus sieht man, daB f(z;) =1 f'(z,) =1 nach sich
zieht. Ist umgekehrt f'(z;) =1, dann ist entweder f(z,) =1
oder w(z;) = -1, woraus aber auch f(zl) =w2(z1) =1 folgt.
Das beweist die Behauptung.

Im folgenden soll nun zundchst gezeigt werden, daB die For-~
derung "mit Berilicksichtigung der Multiplizitdt" in Satz A
entbehrlich ist. Hier erweist sich eigentlich nur der Fall
a*b =0 als schwierig. Weiter wird dann noch ein analoges

Ergebnis fir meromorphe Funktionen bewiesen.

Wir haben die folgenden Ergebnisse.

Satz 1: Es sei f eine nichtkonstante ganze Funktion. Teilen

f und f' die beiden Werte a;,a, ¢eC, ay $a,, dann ist f' = f.

Satz 2: Es sei f meromorph in € und nicht konstant. Teilen

f und f' die drei (paarweise verschiedenen) Werte a;,a,,a, eC,

dann ist f' = f.

Das oben angefiihrte Beispiel zeigt, daf die Zahl drei in

Satz 2 bestm®glich ist, jedenfalls sicher dann, wenn

a*a,*a, =0 ist.

Im n&chsten Abschnitt werden einige Hilfsmittel zusammenge-
stellt. Die weiteren Abschnitte enthalten dann die Beweise

der S&tze 1 und 2, wobei die Fdlle a,+a, $0 (bzw. ay*a,+a, $0)
und a,a, =0 (bzw. a&;*a,*a, = 0) unterschieden werden.
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by MUES - STEINMETZ

2. HILFSMITTEL

Die Beweise werden mit der Nevanlinnaschen Wertverteilﬁngs—
theorie gefillhrt. Es werden die dort Uiblichen Bezeichnungen
benutzt, also m(r,f), N(r,f), T(r,f), usw. (vergl. [1], [ul).
Es bezeichne N(r,f) die Anzahlfunktion der Polstellen von £,
wobei jede Polstelle ohne Beriicksichtigung ihrer Multipli-
zitdt nur einfach gezihlt wird. Es sei Ny (r,£) = N(r,f) -
N(r,f). Es bezeichne S(r,f) jede GrdRe, die ein o(T(r,f))

ist fUr r+» mit eventueller Ausnahme einer Menge von r-
Werten, die endliches lineares Maf hat. Flir die folgenden
Tatsachen vergleiche man etwa [1].

Nach dem Satz iliber die Schmiegungsfunktion der logarithmi-~
schen Ableitung ist

f'
m(r,jg) = S(r,f)
und allgemeiner

f(k)
- m(r,

L) =S(r,f), Jsk .
PYED

Fir die Charakteristik der Ableitung hat man die Abschédtzung
T(r,f') < T(r,f) +N(r,f) + S(r,f) .
AuBerdem ist stets
N(r,f') = N(r,f) +N(r,£) .

Diese Gleichungen und Ungleichungen werden im folgenden &f-
ters verwendet, ohne daR jeweils besonders darauf verwiesen

wird.

Wir bénstigen weiter das folgende bekannte Ergebnis der
Wertverteilungslehre, das hier als Hilfssatz formuliert
werden soll (vergl. etwa [11]).

Hilfssatz 1: Es sei F eine in € nichtkonstante meromorphe

Funktion und a;,..,a; seien q 21 paarweise verschiedene kom-

q
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MUES - STEINMETZ 5

plexe Zahlen. Dann ist

Q

) m(r,?f%;) < m(r,f#) +S(r,F)
3=1

3. BEWEIS DER SATZE 1 UND 2

Wir ftthren zundchst den Beweis der beiden S&tze, falls
aj*a, $0bzw. a;ra,*a, $0. Dabei sei q =2, falls f ganz ist,
und sonst q = 3.

Es werde angenommen, daB f-f' nicht konstant ist. Dann ist
N(r,=Zer) € T(r,£-£') +0(1)

N(r,f-f') + m(r,f-£f"') + 0(1)

(2) N(r,f‘)+m(r,f(1—-f?'))+0(1)

"

IA

N(r,f') + m(r,f) + S(r,f)

T(r,f) + N(r,£) + S(r,f)

Da f und f' die Werte aq s e 5dg teilen und aj..ag $0 ist,

nimmt f die Werte ay nicht mehrfach an. Also ist

q
) N(r,}e}?ja < Nr,gmer) € T(r,£) +(r,£) +S(0, )
j=1

wegen (2). Weiter ist nach Hilfssatz 1

q
I mlr,g) s mr,gr) +8(r,6) .
j=1 J

Addition liefert zusammen mit dem 1. Hauptsatz
(3)  qT(r,£) s T(r,£) +§(r,£) +mlr,gr) +S(r,f)

Weiter ist nach Voraussetzung und (2)

q
L

; ﬁ(r,?T%E;) < N(r,—f%wd < T(r,f) + N(r,f) +S(r,f)

1
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6 MUES - STEINMETZ

AuBerdem hat man

3 1 1

jz] Nl(r‘,-f-r:ja;) < N(I‘,-f'tr)
Wieder nach Hilfssatz 1 (man beachte, daf die ay $0 sind)
gilt

q
mr,gr) + ] mlr,pre) s mlr,ge) +S(r,6)
j=1 3

Addiert man diese drei Ungleichungen, dann folgt wieder mit

dem 1. Hauptsatz
mr,gr) +qT(r,£') € T(r,£") + T(r,£) + N(r,) +S(r, 1)
Addiert man hierzu die Ungleichung (3), dann ergibt sich

(q-2)T(r,f) +qT(r,f') < T(r,f") + 2N(r,f) + S(r,f)

IA

T(r,f') + 3N(r,f) +S(r,f) ,
also

(W) (q-2)T(r,f) + (q=-1)T(r,£f') s 3N(r,f) +S(r,f)

Es sei jetzt f nicht ganz, also q = 3. Dann folgt wegen

2T(r,£f') 2 2N(r,f') = 2N(r,f) + 2N(r,f) > 3N(r,f) aus (4),
dah

T(r,f) = S(r,f) ,
und das ist nicht méglich.

Ist f ganz, also q =2, dann erhdlt man aus (4) wegen
N(r,f) =0, daB

T(r,f') =S(r,f)
Dami% ist aber dann auch
m(r,gr) € T(r,£') +0(1) = S(r,f) ,
und aus (3) folgt
2T(r,f) < T(r,f) +S(r,f) ,

was auch einen Widerspruch ergibt. Also ist in beiden Fdllen
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MUES - STEINMETZ 7

gezeigt, daB die Annahme f-f' $ const. nicht haltbar ist.
Also muB f-f' =c¢c sein, und da f und f' zwei bzw. drei Werte
teilen, ist f' =f.

4. BEWEIS VON SATZ 2, FALLS a,*a,*a, =0

Wir setzen a; =a, a, =b, a; =0 und nehmen wieder f-f' } const.

an. Zundchst ist wieder nach Voraussetzung
R(r,mie) + N(p o) + N () € N(p,oier)
F=a T FT) S Nlrsggr
< T(r,f) + N(r,f) +S(r,f)
wegen (2). AuBerdem ist
Ny (2yer=) + Ny (ryers) + Ny (r,r) € N(rymir)
1V EFT3 1 U FTTH 1V USFT SEW
Hilfssatz 1 liefert
M(T =) + m(r,pre) + m(p, ) < m(r,2) +S(r,f)
’?T__é' :TV'.'.'S a?r ,?TT >
Durch Addition erhdlt man
(5) 3T(r,f') < T(r,f") + T(r,f) + N(r,f) +S(r,f)

Wegen a*b $ 0 werden a und b von f einfach angenommen. An
einer Nullstelle z, von f ist wegen f'(z,) =0 die Multipli-
zit4t der Nullstelle von f-f' gleich der Multiplizit&t der
Nullstelle von f'. Als hat man
1 1 1 1
- N(P,—f.:z) +N(I’,?—_—S) +N(Pa‘f¥') < N<P’W)
< T(r,f) +N(r,f) +S(r,f)

Da f und £f' den Wert 0 teilen, ist

"

N(Pa%)'-N(r,f#) N(r,%)-Nl(r,%) = N(r,%)

ﬁ(r,}}r) < N(r,?lr) .

Damit erh&lt man aus (6)
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8 MUES ~ STEINMETZ

N(r,z22) + N(p,gip) +N(2,3) € T(r,£) + (r,£) + N(r,7)
+S(r,f)
Wieder nach Hilfssatz 1 ist
1 1 1 1
m(r,f—_a) +m(r,F-5) +m(r,?) < m(r,—f-r) + S(r,f)

Addiert man nun (5) und die beiden letzten Ungleichungen,

dann ergibt sich

T(r,f) + 2T(r,f') < T(r,f") + 2N(r,£f) + S(r,f)

< T(r,f") + 3N(r,f) +S(r,f) ,
also
T(r,f) + T(r,f') < 3N(r,f) +S(r,f)
Hieraus folgt sofort
m(r,f) +m(r,f') + 2N, (r,f) = S(r,f)
Dann ist aber

T(r,f) = N(r,f) +S(r,£) ,

T(r,f') 2N (pr,£) +S(r,£)

2T(r,f) +S(r,f) ,

T(r,f")

3N(r,f) +S(r,f) 3T(r,f) + S(r,f)

In (5) eingesetzt ergibt das
6T(xr,f) < 5T(r,f) +S(r,f)

Dieser Widerspruch zeigt, da® f-f' konstant, also f' =f
sein muB. Damit ist Satz 2 vollstdndig bewiesen.

5. BEWEIS VON SATZ 1, FALLS asca, =0

Es sei also jetzt f eine ganze Funktion, a, =0 und o.B.d.A.
a, =1. Die Werte O und 1 sollen von f und f' geteilt werden,
und wir nehmen wieder an, daBR f-f' nicht konstant ist. Dann
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MUES - STEINMETZ 9

sind die Nullstellen von f mindestens doppelt und die 1~
Stellen von f einfach. Hieraus folgt, daf

eine ganze Funktion ist.
Man findet:

T(r,g) = m(r,g) = m(r,f&%(%;-l))
(8)

< m(r,f&%)-*m(r,%%) +0(1) = S(r,f) .
Man schreibe (7) in der Form
£fr2-ff' = g(f2-f)
und differenziere zweimal. Das ergibt
(9) 2f'E" - £'2 ~ £f" = g'(£f2~f) + g(2ff'=£f")
und
2f"% 4 2F'£™M - 3£V E" - £E™

(10)
= g"(f2-f) + 2g" (2Ff'-F') + g(2£'% + 2fF" - £")

Es sei jetzt z; eine 1-Stelle von f, also f(zy) =£'(z;) =1.
Damit findet man aus (9)

(11) f"(zy) = 1+g(z)) .

Weiter ergibt sich mit £(z,) =£'(z;) =1 und (11) aus (10)
(12) " (zy) = 2g'(zy) - g?(zy) +2g(zy) +1

Man definiere die Funktionen ¢ und § durch

(13) £ - (14g)E' = ¢(£-1) ,
(14)  £™ - (2g' -g? +2g+ 1)E' = P(£-1) .

¢ und ¢ sind ganze Funktionen! Pole von ¢ und § kdnnen ndm-
lich nur bei 1-Stellen von f auftreten; das sind aber auch
1-Stellen von f', und in diesen Punkten gelten (11) und (12).
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10 MUES - STEINMETZ

Also verschwinden dort die linken Seiten von (13) und (14).
¢ und ¥ k8nnen also keine Pole besitzen.

Daher gilt fir ¢, falls es nicht identisch verschwindet,

T(r,4) = m(r,¢) < m(r,fg%)-*m(r,fg%)~+m(r,g)-+0(1)

= S(r,f)
Analog findet man fir Yy, falls es nicht identisch verschwin-

det,

T(r,v) = m(r,¢) = S(r,f)

Man differenziere Jjetzt (13), ersetze dann f" wieder durch
die Darstellung (13) und subtrahiere von (14). Das ergibt

(15) f'l2g2-g' +¢]1 = (F-1)[v-9' - (1+g)¢]

Wir behaupten nun, daf die Faktoren bei f' und f-1 in (15)
beide identisch verschwinden. Ist das nicht der Fall, dann
verschwindet der Faktor bei f' an jeder 1-Stelle von f und
der Faktor bei f-1 an jeder Nullstelle von f, die ja auch

Nullstelle von f' ist. Damit ist

1
2g%-g'+¢

N(r,?%i) < N(r, ) = S(r,f)

und

= 1 1 _

N(r,?) < N(r,m) = S(r,f) ,
weil T(r,g) + T(r,¢) + T(r,p) = S(r,f) ist. Zusammen mit dem
2. Hauptsatz flir ganze Funktionen erhielte man dann
(16)  T(r,f) s N(r,3) +N(p,z2p) +S(r,£) = S(r,f) .

Dieser Widerspruch zeigt, daf die beiden eckigen Klammern
in (15) identisch verschwinden. Also ist insbesondere

17) 2g2-g'+¢ = 0

Ist z, eine Nullstelle von f, dann erhdlt man aus (9) nach
Division durch f' fiir z + z4

204



MUES - STEINMETZ 11

2£"(z5) = -glzy)
und aus (13) flir z = z,
£"(zg5) = ~¢(z,)

Damit ist ¢(z,) =1g(z ), und mit (17) ergibt sich
o 2 o
2g%(zy) +%g(zo)- g'(zy) = 0

Widre nun 2g2?(z) +%g(z)-g'(z) ¥ 0, dann hitte man

1

Ner,3) < N(py—>t—o
B 26> +3g- g’

) < T(r,2g%+5g-g") +0(1) = Sir,£)

wegen (8). Weil aber

f'
T(I‘,—f—" 1) +0(1)

IA

N(r,}_i_—l) s N(r,gr—)

T-l

]

N, 5 s me, o) vo)

ﬁ(r,%) + S(r,f)

ist, wlirde sich

1 = 1
N(I‘,-f"_'—l) + N(I‘,'f) = S(I’,f)
ergeben, was wie in (16) einen Widerspruch ergibt. Also ist
v - 1 2
(18) g' = 5g+2g%.

Die L8sungen einer Riccatischen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten sind aber entweder konstant oder
in € transzendente meromorphe Funktionen mit unendlich vie-
len Polen (vergl. [4]). Da g eine ganze Funktion ist, muk g
konstant sein. Aus (18) sieht man, daR g =0 oder gE-%
sein muB. Wegen (7) zieht g=0 f=-f' =0 nach sich. Das war

aber nach Annahme ausgeschlossen.
Ist g E-% , dann folgt aus (7)
(2£'-£)% = £ .

Setzt man h = 2f'-f, dann ist f=h?, also f' =2hh' und
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£ o= %1\+ h?, und damit

of

v o 1,1
(19) h' = u*t;h .
Man findet so

h(z) = Aexp (%)-1 mit O %A = const.

Flir die Punkte z* = Uri - 4 logA ist h(z*) = -2 und damit
nach (19) h'(z*) =-{. Also ist £(z*) =h?(z*) =4 und
£1(2%) = 2n(z")n' (2") = 1.

Da f und f' den Wert 1 teilen, kann also auch der Fall
gE-—% nicht eintreten. Also ist doch f-f' = const. und da-
mit f' = f. Das beweist Satz 1.
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