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1. Einleitung 

Fiir den Beweis des zentralen Grenzwertsatzes verwendet man im 
allgemeinen die eharakteristisehen Funktionen, also die Fourier-Stieltjes- 
Transformierten yon Verteilungsfunktionen. Diese Methode ist in vieler 
Hhlsieht vSllig angemessen, erfordert aber reeht weitgehende Vor- 
kenntmsse aus der Theorie der eharakteristisehen Funktionen, n~mlieh 
den Eindeutigkeits-, Konvolutions- und Stetigkeitssatz; die Beweise 
dieser drei S~tze sind bekanntlieh reeht miihsam. 

Nun hat H. F. TROTTER [4] einen elementaren Beweis des zentralen 
Grenzwertsatzes gegeben. Trotter ordnet jeder Verteilungsfunktion 
anstelle ihrer eharakteristisehen Funktion einen Operator zu. Seine 
Beweismethode ist im Prinzip dem ursprfinglichen Beweis yon LINDE- 
BERG [3] ahnlieh. 

Es wird jeder Verteilungsfunktion F(x) ein Operator Ap zugeordnet, 
der eine geeignet gew~Mte Menge von Funktionen ] gem~l? der Formel 

o o  

~ / ( x )  = y/(x+y) dF(~) (]. 1) 

auf sieh selbst abbildet. Die Operatoren A~ werden Wahrseheinlieh- 
keitsoperatoren genannt. 

Diese Methode hat bereits Eingang in versehiedene Lehrbiieher 
gefunden, z. B. FELLER Ill und KRICKEBERG [2]. 

* Die Arbeit des zweitgenannten Verfassers wurde v o n d e r  National Science 
Foundat ion unter Grant  NSF-GP.22585 unterstiitzt.  
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In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dab die Wahrscheinlichkeits- 
operatoren dutch einige einfache Eigenschaften vollstandig bestimmt 
sind. 

2. Die Postulate 

Es sollen zuniichst einige Bezeichnungen eingefiihrt werden. Die 
Flmktion 

~(x) = { O1 x>~x < ~ (2.1) 

ist eine Verteflungsfunktion und wird die ausgeartete Verteilung ge- 
nannt. 

Sind F(x) und G(x) zwei Verteilungsfunktionen und ist 

H(x) = ~ F(x--y)  dG(y), (2.2a) 

so ist leicht einzusehen, dull H(x) wieder eine Verteilungsfunktion ist; 
man schreibt 

H----F *G (2.2b) 

und nelmt H die Konvolution (Faltung) yon F und G. 
Aus (2.2a) folg~ unmittelbar, dab F * G == G * F. 
Es seien F(x) und Fn(x), n ---- 1, 2, . . . ,  Verteilungsfunktionen; die 

Folge (F~) heist schwach konvergent gegen F, symbolisch _g~ -~ F, 
wenn lira F~(x) ----F(x) fiir alle Stetigkeitspun~e yon F(x). 

n - - - >  r 

Wir bezeichnen mit C die Menge der gleichmii]ig stetigen, beschr~tnk- 
ten, auf der reellen Achse definierten Funktionen. Es werde jeder Ver- 
teilungsfunktion F(x) ein Operator A F zugeordnet, der auf C definiert 
ist. Fiir den Beweis verschiedener Grenzwertsi~tze ist es oft zweck- 
m~l]ig, den Definitionsbereich des Operators auf eine geeignet gewiihlte 
Teilmenge yon C einzusch~inken. 

Wir zeigen mm folgenden 
Satz: Es sei jeder Yerteilungs/unlction F(x) ein Operator A F zuge- 

ordnet, der /olgende Eiffenscha]ten babe: 

(I) A~/(o) = t(~) (/e o), 
(II) A~+~a/(O ) -~ aA~](O) + #Aa/(0) (/~ C) 

F, G Verteilungs/unktionen, a > O, fl > O, a+fl = 1, 
(III) wenn F~ --> F, so gilt: lim A~.j(O) = Aj(O) (] e C), 

(IV) A2**J(0) = AFA,](O ) ( / e  C); 
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dann hat A~ die Gestalt 
q o  

Aj (x )  --= S ](x+y) dF(y), 

so daft der Wahrscheinlichkeitsoperator dutch die Postulate (I) his (IV) 
bestimmt ist. 

Bemerkung: Die Voraussetzung (I) besagt, dal~ der zur ausgearteten 
Verteilung Q gehSrige Operator den Weft/(0)  einer Funktion in den 
Wert ](~) iiberffihrt, so dag die Wirkung des Operators A~ in einer 

Translation des Nullpunktes u m $  besteht. (II) besagt, dag die Ab- 
bildung der konvexen Menge der Verteilungsfunktionen auf die Ope- 
ratoren linear ist, (III) ist eine Stetigkeitsvoraussetzung und (IV) ist 
eine Annahme fiber die Operatoren, die speziell Fattungen zugeordnet 
sin& 

8. Beweis 

Als ersten Schritt zeigen wir, daI~ 

AA(O ) = ~ fly) dF(y) ( /e  C) (3.1) 

fiir eine beliebige Verteilungsfunktion F(x). 

Sei zuniichst F(x) eine Verteilungsfunktion, deren Tr~iger ein end- 
liches Intervall ist, d. h. F(a) -- O, F(b) = 1 (-- ~ < a < b < ~). Wit 
betrachten eine Zerlegung des Intervalls [a, b] mit den Zwischenpunkten 

b--a 
~ = a + i - -  (i = 0 . . . . .  n) und bilden die Differenzen 

n 

p,  = P($,)  - ~($,_~) (i = 1 . . . . .  n). 

Setzen wir 
n 

F~(z)  = Z p ~ % ( z ) ,  
t = 1  

so ist F~(x) eine Verteilungsfunktion, und es folgt aus (I) und (II) 
n 

A~./(o)  = 2 : p d ( ~ J  

oder 

A~J(O) = z / ( ~ , )  [~( , , )  - ~(~,_~)3. (3.2) 
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Da/ (x)  beschr~nkt und stetig ist und F(x) eine Verteilungsfunktion 
b 

ist, existiert das Integral ] / (y)  dF(y), und die rechte Seite yon (3.2) 
a 

b 

ist daher eine zum Integral ~/(y) dF(y) gehSrige Darboux'sche Summe. 
a 

Somit gilt 
b 

lim A~,](O) = ~ /(y) dF(y). 

Da F .  -+ F, so folgt nach (III) 
b 

A~t(O) = S flY) dF(y), (3.3) 

und die Behauptung (3.1) ist somit Ftir Verteilungsfunktionen mit 
endhchem Tritger gezeigt. 

Sei nun F(x) eine Verteilungsfunktion, deren TrKger die Halbgerade 
(--  r b] ist, so da~ 0 < F(x) < 1 fiir x < b und F(x) = 1 fiir x > b 
ist. Wit bilden die Folge yon Verteilungsfunktionen 

I 
F(z) - P ( - n )  

F,~(x) = 1 - -  F( - -n )  x >_ - -n  

0 x < --n .  

Man sieht unmittelbar, dab F ~ - +  F;  dahe~ folg~ aus (III), da$ 
lira AFj(O ) = Aj (O) .  Nun ist nach (3.3) 
n - ) -  ct) 

b b 

A~. /(O) = .f l(y) clF,~(z) = .f /(y) 

Also 

dF(y) 

1 - - F ( - - n )  " 

b 

Aj (O)  = lira Ar,,/(O ) = f ](y) dF(y). (3.4) 
i't....sr o z  - -  ~ 

In  analoger Weise kann man mit Hilfe von (3.4) zeigen, daft (3.1) 
fiir Verteilungsfunktionen gilt, deren Tr~ger die ganze Achse is~. Wit 
haben damit bewiesen, dal~ die Behauptung des Satzes ffir den Punkt  
x = 0 gilt; da• die Aussage f'tir einen beliebigen Punkt  x gilt, zeigen 
wir nun mit Hilfe der Voraussetzungen (I) und (IV). 

A A ( ~  ) = A~A~J(O) = Ar.~J(0 ). (3.5) 

Nun ist 

F * e~ -= .f F ( x - - y )  ds~(y) = F(x--~) .  (3.6) 
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Setzt  man  (3.6) in (3.5) ein, so erh~lt man  

Ar/(~) = A~(~_J(O) = ~ t(y) dF(y--~) = ~ I(Y+~) dF(y), 
- - c o  - -  v , o  

womit  der Satz bewiesen ist. 

Bemerkung:  Aus dem Beweis geht  hervor, dab man  das Postula t  IV  

tiber die Konvolu t ion  vermeiden kann, wenn man  die ersten drei Postu-  
late dahingehend andert ,  dal~ man  den P u n k t  x = 0 durch einen be- 

liebigen P u n k t  x ersetzt. Somit  folgt aueh aus dan Voraussetzungen 

(Is) A~/(x) =/(x+$) (/~ C) 
(Ih) AoF+~d(x) = ,~AF(x) + ~Ad(x) (t e C) 
( I I Ia )  Wenn  F~ ~ F,  so gilt: lira A~/(x) = d~/(x) ( /e C), 

dab A2 der zur  Vertei lungsfunktion F(x) gehSrige Wahrscheinlichkeits- 
operator  ist. 
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