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Eine Veraligemeinerung des Differenzenk6rpers 
Von 

Roll $ehneider, Bochum 

(Eingegangen am 19. Mai 1969) 

1. Einleitung, Ergebnisse 

Fiir eine Teilmenge K des n-dimensionalen reellen Vektorraumes R ~ 
wird die Di]/erenzenmenge D K  bekanntlich erkli~rt dutch jede der fol- 
genden gleichwertigen Definitionen 

D K  -~ { x  ~ R ~ l x = xl  - x2 m i t  x l , % ~ K }  

= K + (--K) 

= { x  ~ R ~' I g n ( K + x )  :# r 

Im R" sei eine affine Volumenmessung eingeFtikrt, v bezeietme das 
Volumen. Ist K ein konvexer KSrper (stets mit inneren Punkten) im R ~, 
so geniigt der affin-invariante Quotient 

(~I(K) ----- v ( D K )  v(K)  -~ 

den Ungleiehungen 

2u--< ~I(K)~-~ ( 7 ) "  (1.1) 

In der linken Ungleichung, die eine uamittelbare Folge des Brunn- 
Minkowskischen Satzes ist, besteht Gleiehheit genau darm, wean K ein 
Symmetriezentrum besitzt. Wegen dieser und emer weiteren Eigenschaft 
ist das l~unktional 81 (his auf eine unwesentliche Normiertmg) ein 

im Sinne yon GRONBAIDI [5]. Sein Maximum (2:)  Symmetriemaj3 

erreicht (~I(K) genau dann, werm K ein Simplex ist. Dies ist fiir belie- 
biges n zuerst yon ROGERS und SHEPItARD [8] bewiesen worden. 

Die oben zuletzt angegebene Definition der Differenzenmenge 1/iBt 
sich nun in naheliegeader Weise folgendermal~erL verallgemeinern: Fiir 
K c R  ~ L m d p = l ,  2 , . . .  sei 

D p K = { ( x l ,  . . . ,  % ) e R  ~ X . . .  X R ~ I K n (KA-x~) n . . . n  (K+xp)=4=r 
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D~s dutch die Volumenmessmig im R ~ induzierte Produktvolumen 
in R" • . . .  • R ~ werde mit V bezeietmet. Das Funktional 

~p(K) = V(DpK) v(g) -p 

ist dana (soweit die Volumina existieren) offenbar eine affine Invariante 
der Menge K. Wit beschr~nken uns nun auf konvexe KSrper. Es ergibt 
sich dis Frage, ob das Funktional ~p ffir p ~ 2 ebenfalls ein Symmetrie- 
ma~ ist, ob es also sein Minimum genau ffir zentralsymmetrische KSrper 
anaimmt. Fi i rn  = 2 ist dies der Fall. Es gilt n~mlich: 

Satzl:F/ /r  n = 2  u n r i p = l ,  2 , . . .  ist 

8p(K)---- 1~ p ( p + l ) O l ( K ) +  1 --p~; (1.2) 
also ist 

6p(K) ~ (p+ l )  ~ (1.3) 

mit Gleichheit genau /iir zentralsymmetrisehe K. 

Die Ungleichtmg (1.3) ergibt sich dabei aus (1.2) und der linken 
Ungleichtmg in (1.1). Wahrend also fiir n = 2 die Verallgemeinerung 
des Funktionals 61 zu ~p wegen (1.2) nichts Neues liefert, liegen die 
Verhaltnisse fiir n > 3 anders. ~3berraschenderweise nimmt niimlich ~p 
ffir n > 3, p > 2 im allgemeinen sei~ Minimum nicht auf der Menge aller 
zentralsymmet-rischen konvexen K~Srper an; ~p liefer~ dann also kein 
Symmetriemal~. In der Tat berechnet man ~2(P)> ~(E) f i i r n  = 3, 
wenn P ein Parallelepiped mid E ein Ellipsoid ist. Die Frage, f'tir welche 
KSrper das Fmiktional 5p ffir n > 3, p > 2 sein Minimum almimmt, 
bleibt often. Otme Sehwierigkeiten lal3t sich dagegen die rechte Un- 
gleichung in (1.1) verallgemeiner!l: 

Satz 2: Fi~r beliebige nati~rliehe n, p und jeden konvexen KSrper 
K c R ~ gilt 

Gleichheit gilt genau dann, wenn K ein Simplex ist. 
Da das Fmiktional ~p f'fir T >--2 auf der Menge der zentralsym- 

me~risehen KiSrper versehiedene Wer~e almehmen karm, ents~eht das 
neue Problem, die zentralsymmetrischen KSrper zu bestimmen, fiir die 
Sp maximal wird. In dieser Richtung kSn~en wit nut fiir n = 3 eine 
Ungleichung beweisen : 

Satz 3 : Fiir n ---- 3, p ---- 2, 3, . . .  und jeden zentralsymmetrischen 
konvexen K6rper K c t~ s gilt 

!7e 
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3 
Op(K) < ~ p (p+ l )  2 + p + l .  (1.5) 

Die zum Beweis dieser Ungleichung benutzte Methode vermag 
offenbar keinen AufsehluI~ dariiber zu geben, ob die Ungleichung seharf 
ist; vermutlich ist dies nieht der Fall. Immerhia ist die obere Schranke 
in (1.5) s alle p kleiner als die dureh (1.4) gegebene Sehranke. Zum 
Vergleich seien einige spezielle Werte fiir n----3, p = 2 angegeben: 
~2 ~immt ffir das Ellipsoid den Wert 26,552... an, s Parallelepiped 
tmd affiaregul~ires Oktaeder 27, fiir das Simplex 84; die reehte Seite 
yon (1.5) ergibt den Weft 30. 

Der n/iehste Absclmitt enthiilt einige grundlegende Bemerktmgen 
fiber DpK. Der 3. Abschaitt befa6t sich mit zwei integralgeometrisehen 
Identit~ten, aus denen sieh dana die G1. (1.2) herleiten la~t. Der Beweis 
yon Satz 2 folgt im 5. und der yon Satz 3 im 6. Abselmitt. 

2. Einfache Eigensehaften der K~rper DpK 

Die Zahlen n ~ 1 und p ~ 1 siad im folgenden fest. Die Indizes 
i, j,  k, a solhn stets die folgenden Werte durchlaufen: 

i = 1  . . . . .  p, 

j = o ,  1, . . . ,p ,  

k = l , . . . , n ,  

a = 1 , 2 .  

Relationen, in denen diese Indizes vorkommen, gelten stets ffir alle 
in Frage kommenden Werte des betreffenden Index; der Giiltigkeits- 
bereich wird also nicht jeweils extra angegeben. Ebenfalls sollen Sum- 
men trod Durehsehnitte fiber alle diese angegebenen Werte der aus 
tendea Indizes erstreekt werden. Die folgende Konvention ist nfitzlich 
zur Verein%achtmg der Schreibweise: Ein Vektor des R ", dessert Symbol 
den unteren Index Null tragt, soll stets der Nullvektor sein. 

Wit sehreiben R = R~ •  • R ~ (p Faktoren) und setzen ffir 
K c R ~ nad X e R 

D(K, X) = I'l (K-+-x~), falls X = (xa, . . . ,  xp). 

Dann deffluieren wir, wie in der Eialeitung bereits angedeutet, 

D~,K = {X e R 1 D(K, X) =t: •}. 
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Wir stellen nua einige einfache Eigenschaftea der Abbildmag 
Dp: qD (R ~) -~ @(R) (~D = Potenzmenge) lest: 

Dp ist linear, d. h. (2.1) 

(a) Dp(ttK) = ttDpK, tt > O, 

(b) D,(KI+K2) = D~K, § DpK2. 

Beweis. (a) ist trivial; zu (b): Sei X e D~K1 + DpK2, also 

X = X1 + X, mit X ,  e D~K a. 

Sei X a = (x~, . . .  x~). Wegen D(K~, X~) =4= r existieren Vektoren 
% e D(K~, X~). Es gilt also a~ e K~+x~ mad daher a,+a2 e Kl+g,+x~+x ~. 
Das bedeutet az @a 2 e D( KI @ K~, XI  @ X~ ), also ist D( Kt  + K 2, X I + X ~ ) 4 r  
trod daher X = X I + X ,  e D~(K,+K2). 

Sei nun umgekehrt X e Dp(KI+K2). Wegen D(KI+K, ,  X)  =4= r 
existiert ein Vektor a e D(KI+K~., X). Es gilt also a e K 1 + K s + xj, 
wean X = (xl, . . . ,  x~) ist. Das bedeutet a = ai@a ~ mit a ~ e K  e und 

1 2 a a a a = a~ -4-a i --~ x i mit a~ e K~. Setze b i = ct ~ --  a i . Wegen a ~ e K~ uad 
a~--b~. = a] e K ,  ist dann aa e Cl (K~-~b~). Wird also B~ = (b~,. . . ,  b~) 
gesetzt, so ist B~ e DpK~ mad somit B~ + B e e D , K  1 -~ D,K2. Es ist 

1 2 (a--xi) x i, also B I +  B~ aber b~ q- b~ -= a 1 - -  a i - ~ -  a s - -  ai = a --  ---- = 
= X e DpK 1 q- DpK~. qed. 

Ist K konvex, so ist auch DpK konvex. (2.2) 

Beweis. Sei X ,  = (x~, . . . ,  x;) e DpK und /~ > 0. Wegen 

D(K, X,)  =4= 

existieren Vektoren a ~ e K ~- x~. Da K konvex ist, ist 

(1--#) a~-/~a ~ ~ (1--/~) K~-(1--#)  x~ §  q- ftx:~ = 
+ 

Also ist D(K, (1--/~) XI+#X~) 4 = r mad daher (1--/~) X~q-/~X~eD~K. 
qed. 

Von mm an setzen wit K als konvexen KSrper voraus. Wit ftihren 
im R" eine euldidische Me~rik ein mad metrisieren die Menge der kon- 
vexen KSrper des R ~ m fiblicher Weise durch die Hausdofff-Metrik. 
Analog metrisieren wit die Menge der konvexert KSrper in ~ vermSge 
der dort iaduzierten euklidischen Metrik. Die zugehSrige Abstands- 
ftmktion bezeiclmea wit in beiden Raumen mit d. Es ergibt sich, dab 
die Abbildtmg D~ stetig ist, d. h. aus lira K,  = K ffir konvexe K6rper 
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K, K1, Ks, . . .  folgt lim DpK~ : DpK. Dies is~ eine Konsequeaz des 
folgeaden Ergebnisses: 

Es gibt eine Konstante c mit 

d(D~K1, DpK~) ~ c d(K~, K~) (2.3) 

/iir aUe konvexen K6rper K1, K s c R'. 

Beweis. Wit bemerken zuaachst, dab aus K1 c Ks trivialerweise 
die Rela~ioa DpK1 c DpK, folgt. 

Sei S" die Eiaheitskugel des R" mit Mittelpuakt im Nullpunkt, 
aaalog S ~ die Eiaheitskugel des Raumes R. Sei d(K D Ks)=  ~, dana 
ist aach Defiaition der Hausdorff-Metrik K1 c K,+~S  '~ uad K2 c K I - ~ S  ~. 
Es folgt DpKI c Dp(K2+~S ~) = DpK~ ~- ~DpS ~ nach (2.1). Withle c 
mit DpS ~ c c S  ~p. Dana ist also DpK~ c D~K2 ~ ~cS ~p und aaal0g 
DpK, c DpK, + ~cS ~p. Das bedeute# abet d(D~K,, D~K2) ~_ c8. qed. 

Sehlie~lieh wollea wit aoch zeigea, dab im Gegensatz zu D1K der 
KSrper DpK fiir p ~ 2 im allgemeiaen nieht zeatralsymmetrisch zum 
Nullpun]~t ausfallt. Vielmehr gilt: 

Ist DpK ]iir ein p ~ 2 beziiglich des Nullpun~es zentralsymmetrisch, 
so ist auch K zentralsymmetrisch. (2.4) 

Beweis. 8ei x e K, x--a e K, x--b e K. Dama ist K n (K-~a) a 
, (K+b) ~ r also 

(a, b, 0, . . . ,  0) e D K. 

p-L2 

Da der Nullpunkt Mittelpual~ yea DpK ist, ist auoh 

(--a, --b, O, . . . ,  O) e DpK, 

also K n (K--a) n (K--b)=4= r Es gibt also eiaea Pur~kt x' e R ~ mit 
x' e K, x' +a e K, x' +b e K. Das Dreieck mit dea Eeken x', x' +a, x' +b 
geht durch Spiegehmg am P u n ~  (x+x')/2 aus dem Dreieek mit dea 
Eekea x, z--a, x--b hervor. Der KSrper K enthalt also zu jedem Drei- 
eck T ei~ Traaslat yon -- T. Sei S eiae laagste Sehae yea K. Sei x e K ~ S  
uad T das Dreieek mit S als Kante uad x als Eeke. Es gibt eia in K 
eathal~enes Dreieck der Form - - T +  y mit geeigaetem y e R'. Die Kaate 
- - S + y  yea - - T + y  ist parallel zu S uad yea gleieher Laage, sie muB 
also mit S ~usammeaf~llea, da sonst S aicht eine laagste Selme yea K 
ware. Daher erhalt maa  den Puakt --x-~y e - -T-~y  c K dutch Spie- 
gelmag yea x am Mittelptmkt z der Selme S. K eathalt also mit iedem 
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Puakt  x aueh den dazu bezfiglich z symmetrischen Punkt, d. h. z ist 
Mittelpun~t yon K. qed. 

Wit sehreiben nua eiue ffir sp~tere Betrachtuugen geeigaete Dar- 
steUuag yon V(DvK) ffir p > 2 auf. Das Volumeaelement an der Stelle 
x ~ R" bezeiehnen wiz mit dx; wir kSnnen dana unter Verwendung des 
Satzes yon Fubiai sehreiben 

V(O~K) = ydV = ~ . . .  ~ d~l. . .d.~ 
OpK DpK 

= .f... y [ yd~]  ~x~... dx~_l. 
Die/~u~ere (p--1)-fache Inte~at io~ ist hier zu erstrecken fiber alle 

(x,, . . . ,  x p - , ) m i t K  n (K+x,) n ... n (K+xp_,) :4: r also fiber Dp_~K. 
Bei gegebermm (xl, . . . ,  %-1) ist das innere Integral zu erstrecken fiber 
alle x~ mit K n (K~-xl) a . . .  n (K+xp_,) a (K-4-xp) =4= r Wegell 

{. ~ R ~ t A ~ ( K + ~ )  # r  = A + ( - -K)  
ist also 

V(DvK) = ~. . .  S~([K ~ (K+~) ~.. .  o (KA-xp_~)]+(-K))dx,...dxp_~ 
Dp--IK 

= -~ (~ t ~ . . .  f + , _ : ( K o  ( K + : , ) o  . . .  o ( K + : ~ _ ~ ) , - K ) ~ : I . . . d : ~ _ ~ .  
~=o \m] Dv_l~: 

Darin habeu wit mit v~(A, B) das gemisch~e Volumen 

v(A, . . . , A ,  B . . . .  , B) 

n-- i  i 

bezeichnet. Ist V'(Dv_IK) das  Volumea voa Dp_,K beziiglich des iu 
R" X . . .  X R ~ (p--1 Faktoren) iuduzie1~en Produktvolumens, so ergibt 
sich 

V(DpK) = v(K) V'(Dv_~K ) § 

+ ~ v,_,(K n (K-~xl) n . . . n (K+xp_1), --K)dx,. . . dxv_ r 
Dp--IK 

(2.5) 

8. Integra|geometrisehe tIilfsforme|n 

Die Darstelluug (2.5) legt den Versuch aahe, die Untersuchuag voa 
V(DpK) auf Iaformationeu fiber die rechts auf~reteudea Integrale zu 
griiadea. Fiir k = n und k = n--1 lassea diese Iategrale sich durch 
gemischte Volumiaa ausdriickem Die fotgendea Identitiitea siad allge- 
meiner, als sie spiiter beaStigt werde~, sic lassea sich jedoch ohae 
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zus/itzliehen Aufwand gleieh in dieser Form herleiten trod dfirften auch 
yon selbst~indigem Interesse sein. Ffir konvexe KSrper 

Ko, K1, . . . ,Kp,  H c R n  

[ . . .  f v(Ko n ( K l q - x l )  n . . .  n (Kp-bxp))  d x l .  . . d %  : 

= v ( g o )  . . .  (3.1) 
S " . " Y v l (go  n ( K ~ + X l )  , . . .  n ( g p + x p ) ,  H ) d x t . . . d x p  = 

-~ v(Ko).  . . v (gp)  X vl(gi, H)  v ( g j ) - l .  (3.2) 

Ffir das folgende sei im R ~ eine euklidische Metrik eingefiihrt. 
Die linden Seiten der Identit/~ten (3.1), (3.2) kan~ man auch so 

interpretieren, dab fiber alle Parallelverschiebtmgen der KSrper K1,... , K# 
integriert wird, wobei man die Volumeaelemente als Translationsdichten 
auffa~t. Die Bereclmung der Integrale erscheint so als Aufgabe der 
Integralgeometrie zur Translationsgruppe. Demgem~i] finden sieh auch 
Spezialf/ille yon (3.1) und (3.2) in Arbeiten zur Integralgeometrie. Ffir 
p----2 ist (3.1) (allgemein fiir Lebesgue-mel]bare Mengen) you BALANZAT 
[1] bewiesen women (darin wird zwar fiber die Bewegtmgeu yon K1 
start nut fiber die Translationen integriert, vgl. abet I-IADWIGER [7], 
S. 288, Anmerkuag 17). Ffir p ---- 2 ist (3.1) aueh yon ttADWIGER [6], 
S. 93, und speziell fiir K, ~--K o yon ROGEI~S und SttEPI4AI~D [8] 
sowie fiir K1 ~- --Ko yon STEIN [9] angegeben worden. Der Beweis des 
allgemeinen Falles ist ebenso einfach: Sei ~i die charakteristisehe 
~unktion yon K~., dana ist 

v(Ko n ( K l + x l )  n . . .  n (Kp-i-xp)) = .[ Vo(Y)~l ( y - - x 1 ) . . . % ( y - - x p )  dy ,  
R n 

da der Integrand genau dana nieht verschwindet and also gleich 1 ist, 
wean y e Ko, y e K1--bx, . . . . .  y e Kp--kxp ist. Also ist 

S. " . ~ v(Ko n (K~--kx~) n . . . ,  (Kp--kxp)) dx~. . .dxp 

= ~. . .  ~ [ JVo(Y) ~(y--x~)...Vp(y--xp) dy] d x l . . . d %  

~" S Vo(Y) [ S. . . .[ V~(y--xa) .  . . % ( y - - x p )  dx~. . .dxp] d y  

= S vo(y) [ %(y -%)  dy 
= SVo(Y) v ( g , )  . . .  v(Kp) g y  

= v(go)  v ( g l )  . . .  v(Kp).  

Die G1. (3.2) finder man flit den Speziaffall n = 3, p = 1 bei BER- 
WALl) and VARGA [2] (G1. (21.1), man beachte dazu die fiir konvexe 
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KSrper giiltigen Beziehungen (17.14)). Sie ist dort allgemeiner fiir nicht 
notwendig konvexe Gebiete aufgestellt, allerdiags unter zus/itzliehen 
analytisehen Voraussetzungen fiber die Beraadtmgea dieser Gebiete 
(vort denen man sich im Falle kouvexer KSrper natiirlich naehtrgglich 
dutch ein naheliegendes Approximations-Argumertt befreien kann). 
Wit wollen zu~/~chst fiir (3.2) im Falle p ----- 1 einea fiir beliebiges n > 2 
giiltigen Beweis geben: 

F i i r #  > 0 gilt, wean wit die fiir beliebige Mengen A, B, C c R ~ 
bestehende Relation 

~A n B) -k C c (A q- C) n (B q- C) 
berfieksiehtigen, 

~v ((K o n (Kl+x)) --k tell) dx [Ko n (Kx-}-x) =~= r 

<_ ~v((Ko+#H) n (Kl+#H-kx))gx [K o n (Klq-x) 4 r 

<_ f v((Koq-#H) n (K~+#Hq-x))dx [(K0q-#H) n (g~+#H+x) =4= r 

= v(.Ko+ttH) v(Kl+ttH), 

wobei das Integrationsgebiet jeweils rechts vom Integral aagegeben ist. 
Die letzte Zefle folgt dabei aus (3.1). Eutwickehl wir in der ersten und 
in der letztert Zeile die Volumina der Summen uad berficksichtigen 
abermals (3.1), so ergibt sich 

k=l 

<_ n[v~(Ko,H ) v(K,) q- v(Ko) vl(K1, H)] -~- O(~t) 

ffir al le# > 0, also 

Vl(Ko n (KI-~x), H)gx < v~(Ko, H) v(K~)q-v(go) v~(K1, H). (3.3) 

Wit setzea 

~(K.o, K1, H) ~-- f Vl(K 0 fl K1, H) ggl--Vl(Ko, H) v(K1)--v(Ko) Vl(K1, H), 

Dari~ ist dK~ die Translationsdichte yon K 1 (s. HADWIGER [7], 
6. 2. 1), und wit hubert das in (3.3) auftretende In tegal  in die in der 
Integralgeometrie iibliehe Form umgesehrieben; zu integrierea ist dabei 
fiber alle Parallelverschiebuagen yon Kx, 

Wit nehmen nun zun/*chst H speziell als Kugel vom Radius 1 an. 
Sei dK~ die Drehdichte (s. HADWIGEtr [7], 6.2.1) yon K~. Da 

 (Ko, H) < o (3.4) 
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fiir beliebige KSrper Ko, K1 gilt, ergib~ sieh bei Integration fiber alle 
Drehangen yon K1 die Ungleichung 

f ~(K0, K1, H) dK1 ~ 0. (3.5) 
Nun ist 

~(K0, K1, H) gK2 = f f vl(Ko n K1, H) dgl  d-Kt 

-- f [Vl(K0, H) ~)(K1) -~ v (go)  v 1 (K1,/IT)] d ~  1 

f Wl(Ko n K1) dK 1 -- c~ [Wl(Ko) v(K~) + v(Ko) w~(gl)]. (3.6) 

Daria bezeichnet dK~ die kinematische Dichte von K1 and c~ das 
vollstiindige Drehintegral (s. HADWlGER [7], 6.2.1). Das gemisehte 
Volumen vl(A, H) ist gleich dem ersten Quermal~i~tegral WI(A), da H 
eine Einheitskugel ist. Feraer wurde benutzt, da~ die FankCionale 
v(K1) llLd WI(Ki) bewegungsi~variant si~d. Nach HADWIGER [7], 
6.3.7, ist die rechte Seite yon (3.6) gleich Null, es gilt also in (3.5) das 
Gleichheitszeichen. Nun h~ngt, wie maa u~schwer naehweist, das 
Funktional ~(K o, K~, H) stetig voa der Drehtmg ~ ab (K~ bezeiclmet 
das Bfld yon K 1 uater (~; die Drehgruppe ist mit der iiblichen Topologie 
versehen). Daher kan_r~ wegen (3.4) das Gleiehheitszeichen in (3.5) nut 
dann bestehen, wen~ ~(Ko, K~, H ) :  0 ist fiir jede Drehung ~. Ins- 
besondere ist also 

~(Ko, K1, H) : 0. 

Dies gilt, wena It  eine Einheitskugel ist, and daher auch, wean H 
eine beliebige Kugel ist. 

Bei festgehaltenen K o, K 1 definieren wit nun fiir beliebige konvexe 
KSrper H ein FunkCional (~(H) dutch 

| = f ~(go, K~, H) dH, 

wo fiber alle Drehtmgen voa H zu integrieren ist. Das Funktional 
ist offenbar bewegtmgsinvariant und im Minkowskisehen Sin~ linear. 
Si~d also ill, . . . ,#~ Bewegtmgen and #1 , . . . ,  ju, nichtnegative reelle 
Zahlen mit #1 +...-~-~*, = 1, so ist 

@(/~IH ~, + . . .  +/~flr  = #~| ~) + . . .  + #,(~(H ~,) = | 

Nach eiaem Satz yon HADWIGER [7], 4.5.3, kan~ man die Bewe- 
gangen fll . . . . .  r ,  and die Zahlen/~1 . . . . .  #, so w~ihlen, dab der KSrper 
f~lH~'+... +/~,H ~ sich beliebig wenig (ira Shine der Hausdorff-Metrik) 
yon einer geeigaeten Kugel unterseheidet. Da das Funktional=~ ffir 
Kugeln versehwindet and da es, wie man leicht einsieht, stetig ist, 
muB (~ identisch verschwinden. Aus (3.4) folgt daan aach der bereits 
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einmal benutzten Schlul~weise, dal~ ~(Ko, K1, H ~) ----0 ist fiir alle 
Drehungea ~; iasbesondere folg~ also 

 (Ko, Ka, H) = 0 

fiir beliebJge konvexe KSrper Ko, K1, H. Da, mit Jst (3.2) fiir p----1 
bewiesen. 

Wir beweisen nun die G1. (3.2) ffir ein belJebiges p ~_ 2 und kSnnen 
dazu annehmen, sie sei bereits fiir ~lle kleineren natiirlichen Zahlen 
bewiesem Wir setzen 

Ko n (Kp + xp) = Ho, 
dana ist 

---- ,f[ j ' . . .  ~Vl(H o n (Klq--xa)n ...n (Kp_lq-Xp_a),H)clxi...dxp_~]dx~ 

= v ( K i ) . . . v ( K p _ l )  [ J 'vl(K 0 n (Kp-~-xp), H) dxp 
p--1 

d- ~ v(Ko n (Kpq-xp)) dxp Z vl(Km, H) v(K~) -1] 

~- v(K1). . . v(Kp_l)[vl(Ko, H) v(Kp)+v(Ko) v~(Kp, H) 
p--1 

+ v(Ko) v(Kp) X vx(gm, H) v(K~) -~] 
m = l  

P 
= v(Ko).., v(Kp) X v~(Kj, H) v(Kj) -~. 

j=O 
Dabei ist zweimal die InduJ~tionsan~ahme trod einmal (3.1) benutzt 

worden. Die G1. (3.2) ist damit bewiesen. 

4. Beweis yon (1.2) 

Die Identit~tt (1.2) ist nun sch~ell bewiesen: Setzen wir n = 2 und 
p ~ 2 voraus, so sind die in (2.5) aus Integrale nach (3.1) und 
(3.2) bekanat; wir haben 

V(D.K) = v(g) V'(D._1 K) -+- 

+ 2 f . , .  Svl(K n (K+xl) n . . .  n (K+%_,),--K) dx, . . .d%_ 1 

+ ~. . .  f v ( g  n (K-{-xl) n . . . n  (g+xp_~)) dxl...dxp_~ 

~- v(K) V'(Dp_IK)+2pv(K)P-1 vl(K, --K)+v(K) p. 

Hier k(in~en wir vl(K,--K ) gem/~l~ 

v(DK) = v(g+(--K)) ----- 2[v(K)+vl(K, --K)] 
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d~ch v(DK) uad v(K) ausd~iicken und erhalten 

~v(K) -= ~p_l(K) + pS,(K)+ l--2p. 

Die Ol. (1.2) ergibt sich dann dutch Induktion. 
Um zu zeigen, dug fiir n > 3, p > 2 die K~irper mit minimalem 

~v(K) im allgemeinen nicht dutch die Oesamtheit der zentralsymmetri- 
schen KSrper geliefert werden, berechnen wit fiir n = 3 den Weft yon 
~(K) zuaitchst fiir ein Paralletepiped, dana fiir ein Ellipsoid. Die Be- 
reclmung geschieht zweckmitlligerweise mittels tier flit zentralsymmetri- 
sche K6rper giiltigen Formel 

V(D~K) = f v([K n (K+x)]  -t- K) dx. 
ox 

Wit wahlen im R ~ eine euklidische Metrik trod dazu eine ortho- 
normierte Basis. Wegen tier affinen Invarianz des Ausdrucks ~2(K) 
kSnnea wit K als Wiirfel der Kantenlitnge 1 mit Kanten parallel zu den 
Basisvektorea armehmen. Siad x 1, x 2, x '~ die Koordiaaten yon x, so ist 
fiir x ~ D K  der KSrper [K o (K+x)]  -}- K eia rechtwiakeliges Parallel- 
epiped mit den Kantenlangeu 1-- Ixml + 1, m = 1, 2, 3. Also ist 

3 

v([K n (K+x) ]  + K) = / / ( 2 - -  Ix~]). 
m = l  

Die Integration ergibt 

~(K) = V(D2K) v(K) -~ = 27. 

Ist eiae K Kugel yore Radius 1, so ist [K n (K+x)]  + K fiir x ~ D K  
der aullere ParallelkSrper im Abstand 1 zu einer gewissen Kugellinse; 
man berechnet 

v([K n ( K + z ) ]  + K) = 2~ - -5  cos a + - - a  sin a + g cos a 

mit Ix] = 2 cos a. Die Integration ergibt 

~2(K) = V(D,zK) v(K) -~ = 21 + (3a/4) '~ < 27. 

5. Beweis yon Satz 2. 

Wit verallgemeinern zuni~chst ein yon FARY und l~]~DEI [4] benutztes 
Lemma: 

Fiir einen konvexen KSrper K c R ~ und [iir X ~ DpK sei 

/ (x)  = v(O(K, X)) ~/~. (5.1) 

Dann ist ](X) eine konkave Yunktion au/ DpK. 
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Beweis: Wir zeigen zuniichst, dab die Familie der konvexen Mengen 
des R" des Form D(K, X) mit X e DpK konkav ist: Sei 

a e (1--#) D(K, X1) -~ #D(K, X2) mit X~ = (x~ . . . . .  x~) e DpK 

und p ~ 0. Dann ist a = (1--p)a 1 ~- pa 2 mit a a E D(K, X,), also mit 
a~ e K und a, = by -}- x~ mit by E K. Wegen der Koavexit~it yon K ist 
a = ( l - -p )  a 1 -}- pa  2 ~ K lind 

a = ( l - -p)  (b~ + x~) + p (b~ + x~) 
1 = ( l - -p)  b~ -}- pb~ -}- ( l - -p )  x~ -}- px~ 

1 X2 e K + ( 1 - - p )  x i + p  ~, 

d. h. es ist a eD(K,  ( l - - p ) X  1 -]-pX2). Damit ist die Behauptung 

( l - -p )  D(K, X~) + pD(K, X~) c D(K, ( l - -p )  X~ -b pX2) 

gezeigt. Die Richtigkeit yon (5.1) ergibt sich dana aus dem Brunn- 
Minkowskischen Satz. 

CtIAKEgIAN [3] hat den yon ROGEI~S und SI~EeHARD [8] f'tir die 
Absehiitzmlg yon v(DK) gegebenen Beweis zu eiaem Beweis des fol- 
genden allgemeiaeren Satzes abgewandelt: 

(5.2) Sei ] eine nichtnegative, konkave, reelle Funktion, die definiert 
ist ]iir die Punkte eines konvexen K6rpers B c R ~. 8ei X o ~ B, sei h(~) 
/iir ~ ~ 0 eine streng monoton zunehmende, reellwertige Funktion einer 
reellen Vergnderlichen. Dana ist, wenn V ein a]]ines Volumen in R d 
bezeichnet, 

1 

~h (/(X)) dV(X) > dF(B) ~h(q(Xo)) (1 - - t f  -~ dt. 
B 0 

Gleichhheit gilt genau dann, wenn / au] dem Rand yon B verschwindet und 
linear ist au] jedem Segment, das X o mit dem Rand yon B verbindet. 

Um diesea Satz auf die Absohtitzung yon V(DpK) anzuwenden, 
kSnnen wit R mit R p'~ ideatifizieren und d = pn w~hlen. Ferner setzen 
wit B----DpK, X o = 0, t t (~)=  ~ , / ( X )  wie in (5.1). Nach (5.1) ist / 
konkav. Es ergibt sich also 

~ . . .  yv(g  n (K§ n . . . n  (K+xp)) dx~...dxp 
DpK 

V(DpK) v(K). (5.3) 

Da nach (3.1) die liake Seite yon (5.3) mit  v(KF +1 iibereinstimmt, 
ergibt sich die Ungleichuag von Satz 2. Hierin gilt das Gleichheits- 
zeichen genau dann, wen~ ](pX)----(l--p) /(0) fiir X e Rd DpK und 
0 ~ p ~ t gilt. Ist dies der Fall, so ist flit jedes X e DpK der KSrper 
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D(K, X) homothetisch zu K (man beachte, wie beim Beweis yon (5.1) 
der B~tmn-Miakowskische Satz benutzt wurde); iasbesondere ist 
K n (K+x)  homothetisch zu K ffir jedes x ~ DK.  Dan~ ist K bekan~t- 
lich ein Simplex. Sei mm umgekehr~ vorausgesetzt, dab K ein Simplex 
ist. O. B. d. A. kSnnea wir daan ananehmen, dab K aus allen Punkten 
y e R" besteht, deren Koordinaten yi . . . .  , y" beziiglich einer passenden 
Basis die Ungleichungea 

y ~ > 0 ,  X y ~ < l  

erfiillen. Sei X = (xl, �9 �9 xp) e Rd DpK, seien x 1, . . . ,  x~ die Koordi- 
~aten von x i. Sei 0 < / t  ~ 1. Dan~ besteht D(K, #X)  genau aus allen 
PunJ~ten y e R ~ mit 

y~ > o, X y ~  1, | 
(5.4) 

J 
k 

Die Ungleichuagen (5.4) sind i~quivalent mit 

> ~ Max {0, ~ ,  ' ~}' / 
y-; < I + ~ ~ia  i0, , 

_ z ~ , . . . ,  z ~ }  (5.5) 

wi~d Ma~ {0, ~, , ~} = ~ ~ d  
1 H-#(Mia{0,  2 : x ~ , . . . ,  Zx~} -- Xa  k) ~--v 

gesetzt, so ist (5.5) ~qaivalent mit 
y~ - -  #a k ~ 0 | 

(5. 6) (y~ - ~ a  ~) < ~. 

Die Pual~te y, fiir derea Koordiaaten (5.6) gilt, erffillen gerade das 
Simplex ~K + ,ua, wean a der Vel~or mit  den Koordinaten a l , . . . ,  a *' 
ist; also ist D(K, reX)=  zK + #a. Ntm ist z liaear in #, uad es ist 

= 1 ff ir / t  = 0; da wegea der Voraussetzuag X e Rd D~K de~ KSrpe~ 
D(K, X)  keiae in~eren Ptmkte hat, ist ~----0 fiir # = 1, es ist also 

= 1 - - / t .  Es ergibt sich D ( K , , u X ) =  ( 1 - - / ~ ) K + / ~ a  and daher 
/(#X) = (1--#)/(0); in des Ungleichtmg (5.3) gilt also das Gleichheits- 
zeichen. 

6. Beweis von Satz 3. 

Wit zeigen zu~tchst die folgeade, fiir n _~ 3, p - - 2 ,  3 , . . .  uad 
beliebige konvexe K6rper K c R ~ giiltige Ungleichuag: 

.[. . . .[v~ (K n (g+x~) n . . .  n (K~-xp_l), K) dxl. . .dxp_~ ~_ 
Op -- i l l  

p(np-1) 
n -1  v(KF. (6 .1)  
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Zum Beweis sei # ~ 0. Wegert der Relation 

(A1 n . . .  n A~) + B c (AI+B) n . . .  n (A~d-B) 

uad der Monotoaie der gemischten Volumina ist 

[ . . .  f vl([K n (gd-xl)  n . . .  n (Kd-x~_,)]d-/~K, K) dx~. . .dxp_ 1 
l}p_lK 

j'... J~Vl((1 -[-#)Kn ((1 -~#)K-4-xi)n... n(( i d-#)Kd-xp_l),K)dx~.., dxp_- 1. 
Dp--IK 

Wcgen # ~ 0 ist Dp_IK c (ld-#) Dp_l K = Dp_1((ldi#)K), also 
ist das lctzte Integral 

~ j ' .  . . f v~((1 d-#)Kn ((1-4-#)gd-x~) n. . .  n ((1 +#)K-4- xp_~),K)dx~.., dxp_~ 
Dp_ 1((1§ #)K) 

: pv(K) p (ld-#) ~p-1 

nach (3.2). Durch Entwicklung des obigea gemischtea Volumens und 
der Po~eaz vo~ (ld-#) ergibt sich 

,y, n 1 #,~ . v l+,~(Kn(i i§  n . . . n (Kd_xp_ l ) ,K )dx l . . . dx s_  1 
m~O 

rip--1 / \  

m=0\ m ] 

Da diese Ungleichuag f'fir alle # _~ 0 gilt uad da die Koeffizientea 
vort #0 aach (3.1) anf beidea Seiter~ iibereinstimmen, folgt die Ua- 
g]eichuag (6.1). 

Um aua Satz 3 zu beweisea, setzel] wir n ~- 3 voraus trod nehmea 
den koavexea KSrper K c R 3 als zeatralsymmetrisch an. Ia der GL (2.5) 
kSanen wit dana - -K dutch K ersetzen, uad uater Verweadung yon 
(6.1), (3.3) und (3.1) erhalten wit 

3 
V(DpK) ~ v(K) V' (Dp_IK) -F ~ p(3p--1) v(K) p d- 3pv(K) p d- v(K) p, 

also 

3 
~(K) <_ ~_I(K) + ~ p ( 3 p + l )  + 1. 

Hiermit ergibt sich (1.5) dutch Irtduktioa, wella man die ilia" zentrat- 
symme~rische KSrper K giiltige Beziehung ~I(K) = 8 beachte~. 
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