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Eine Verallgemeinerung des Differenzenkérpers
Von

Rolf Schneider, Bochum
( Eingegangen am 19. Mai 1969)

1. Einleitung, Ergebnisse

Fiir eine Teilmenge K des n-dimensionalen reellen Vektorraumes R"
wird die Differenzenmenge DK bekanntlich erkldrt durch jede der fol-
genden gleichwertigen Definitionen

DK ={zeR"|x =z — 7, mit =, 2, K}
— K + (=K
={zeR"|K n (K+a) =+ ¢}.

Im R" sei eine affine Volumenmessung eingefiihrt, v bezeichne das
Volumen. Ist K ein konvexer Korper (stets mit inneren Punkten) im E”,
so geniigt der affin-invariante Quotient

O(K) = »(DK) o(K)™"
den Ungleichungen

r<am= (). 1.1

In der linken Ungleichung, die eine unmittelbare Folge des Brunn-
Minkowskischen Satzes ist, besteht Gleichheit genau dann, wenn K ein
Symmetriezentrum besitzt. Wegen dieser und einer weiteren Eigenschaft

ist das Funktional 8, (bis auf eine unwesentliche Normierung) ein
Symmetriemaf im Sinne von GRUNBAUM [5]. Sein Maximum (2:)

erreicht 6,(K) genau dann, wenn K ein Simplex ist. Dies ist fiir belie-
biges # zuerst von ROGERS und SHEPHARD [8] bewiesen worden.

Die oben zuletzt angegebene Definition der Differenzenmenge 148t
sich nun in naheliegender Weise folgendermallen verallgemeinern: Fiir
KcRund p=1,2,... sei
DE={=,. ,z)eR" X...X R |Kn(E+z)n...n(K+taz)=+¢}
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Das durch die Volumenmessung im R* induzierte Produktvolumen
in R" X...X R" werde mit V bezeichnet. Das Funktional

8 (K) = V(D,K) o(B)~*

ist dann (soweit die Volumina existieren) offenbar eine affine Invariante
der Menge K. Wir beschrinken uns nun auf konvexe Korper. Es ergibt
sich die Frage, ob das Funktional é, fiir p > 2 ebenfalls ein Symmetrie-
maB ist, ob es also sein Minimum genau fiir zentralsymmetrische Korper
annimmt. Fiir n = 2 ist dies der Fall. Es gilt ndmlich:

Satz 1: Fiir m =2 und p=1,2, ... ist
0,(K) = Yo p(p+1) 6(K) + 1 — p?; (1.2)

also ist
5,(K) = (p+1 (1.3)
mat Gleichheit genaw fiir zentralsymmetrische K.

Die Ungleichung (1.3) ergibt sich dabei aus (1.2) und der linken
Ungleichung in (1.1). Wéhrend also fiir #» = 2 die Verallgemeinerung
des Funktionals d; zu d, wegen (1.2) nichts Neues liefert, liegen die
Verhaltnisse fiir » > 3 anders. Uberraschenderweise nimmt nimlich d,
fiir n > 3, p > 2 im allgemeinen sein Minimum nicht auf der Menge aller
zentralsymmetrischen konvexen Korper an; J, liefert dann also kein
SymmetriemaB, In der Tat berechnet man &,(P) > 6,(E) fiir n = 3,
wenn. P ein Parallelepiped und E ein Ellipsoid ist. Die Frage, fiir welche
Korper das Funktional 0, fiir » >3, p > 2 sein Minimum annimmt,
bleibt offen. Ohne Schwierigkeiten 148t sich dagegen die rechte Un-
gleichung in (1.1) verallgemeinern:

Satz 2: Fiir beliebige natiirliche m, p und. jeden komvezen Kirper
K c R"gqils

pn+n)

sm = () (1.4

Gleichheit gilt genaw dann, wenn K ein Simplew 1st.

Da das Funktional §, fiir p > 2 auf der Menge der zentralsym-
metrischen Korper verschiedene Werte annehmen kann, entsteht das
neue Problem, die zentralsymmetrischen Kérper zu bestimmen, fiir die
d, maximal wird. In dieser Richtung konnen wir nur fiir n = 3 eine
Ungleichung beweisen :

Satz 3: Fiir n =3, p=2,3, ... und jeden zentralsymmetrischen
konvezen Kirper K ¢ R3 gilt

e
-
-
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3
0, (K) < 5 p(p+1)* + p+1. (1.5)

Die zum Beweis dieser Ungleichung benutzte Methode vermag
offenbar keinen Aufschluf} dariiber zu geben, ob die Ungleichung scharf
ist; vermutlich ist dies nicht der Fall. Immerhin ist die obere Schranke
in (1.5) fiir alle p kleiner als die durch (1.4) gegebene Schranke. Zum
Vergleich seien einige spezielle Werte fiir n =3, p =2 angegeben:
d, nimmt fiir das Ellipsoid den Wert 26,5652. .. an, fiir Parallelepiped
und affinregulires Oktaeder 27, fiir das Simplex 84; die rechte Seite
von {1.5) ergibt den Wert 30.

Der nidchste Abschnitt enthélt einige grundlegende Bemerkungen
iiber D, K. Der 3. Abschnitt befaBt sich mit zwei integralgeometrischen
Identitéten, aus denen sich dann die Gl. (1.2) herleiten li8t. Der Beweis
von Satz 2 folgt im 5. und der von Satz 3 im 6. Abschnitt.

2. Einfache Eigensehaften der Kirper D K

Die Zahlen n >1 und p >1 sind im folgenden fest. Die Indizes
%, J, k, a sollen stets die folgenden Werte durchlaufen:

T =1,...,p
j =01 ...
E=1,...,mn,
e =12

Relationen, in denen diese Indizes vorkommen, gelten stets fiir alle
in Frage kommenden Werte des betreffenden Index; der Giiltigkeits-
bereich wird also nicht jeweils extra angegeben. Ebenfalls sollen Sum-
men und Durchschnitte iiber alle diese angegebenen Werte der auftre-
tenden Indizes erstreckt werden. Die folgende Konvention ist niitzlich
zur Vereinfachung der Schreibweise: Ein Vektor des ", dessen Symbol
den unteren Index Null trigt, soll stets der Nullvektor sein.

Wir schreiben R = R* X...X B* (p Faktoren) und setzen fiir
KcR'und XeR

D(K, X) = n(K+uw), falls X = (z,, ..., z,).
Dann definieren wir, wie in der Einleitung bereits angedeutet,

DK ={XeR|DX, X) + ¢}
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Wir stellen nun einige einfache Eigenschaften der Abbildung
D,: D(R") - D(R) (P = Potenzmenge) fest:

D, ist linear, d. h. 2.1)

(a) D(uK) = uD K, p >0,

(b) Dp(K1+K2) = DpKl + D,,K2-

Bewers. (a) ist trivial; zu (b): Sei X € D K, + D K,, also
X=X, + X, mit X, e DK,

Sei X, =(af, ...a;). Wegen D(K, X )=+ ¢ existieren Vektoren
a,€ D(K,, X,). Esgiltalso a, € K 4o und daher a;+a,€ K+ Ky+ 2] + 7.
Das bedentet a,+-a,€ D(K,+K,, X,+X,), also ist D(K;+ K, X;+X,)=+¢
und daher X = X,+X, € D(K,+K,).

Sei nun umgekehrt X € D (K;+K,). Wegen D(K,+K,, X) =+ ¢
existiert ein Vektor a € D(K;+K,, X). Es gilt also a € K, 4 K, +
wenn X = (@, ..., ,) ist. Das bedeutet ¢ = a'-}-0? mit a* € K, und
a=a;+a] + z; mit of € K. Setze b7 = a® — a?. Wegen a®c K, und
a*—bi = of € K, ist dann o® € N (K, +b). Wird also B, = (&5, ..., b3
gesetzt, so ist B e U K, und somit B, 4 B,e D K, + D K, Es ist
aber b + b} =a' —a; +0*—al =a— (a—z) =z, also B,+ B, =
~ X e DK, + D,K, qed.

Ist K konvew, so st auch D K konves. (2.2)
Beweis. Sei X, = (23, ..., 2;) € D,K und p > 0. Wegen
DK, X)) + ¢

existieren Vektoren o® € K 4 2. Da K konvex ist, ist

(1—p) @ +-pa? € 1 —p) K-+(1—p) 7; + pK + pz} =
= K + (1—p) z+pa}.

Also ist D(K, (1—p) X;+pX,) = ¢ und daher (1—u) Xi+uX,eD K.
ged.

Von nun an setzen wir K als konvexen Kérper voraus. Wir fithren
im R" eine euklidische Metrik ein und metrisieren die Menge der kon-
vexen Korper des R™ in iiblicher Weise durch die Hausdorff-Metrik.
Analog metrisieren wir die Menge der konvexen Kérper in R vermoge
der dort induzierten euklidischen Metrik. Die zugehérige Abstands-
funktion bezeichnen wir in beiden Réumen mit d. Es ergibt sich, da8
die Abbildung D, stetig ist, d. h. aus lim K, = K fiir konvexe Korper
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K, K, K,, ... folgt lim D K, =D K. Dies ist eine Konsequenz des
folgenden Ergebnisses:

Es gibt eine Konstante ¢ mit
d(D K, D K,) < cd(K,, Ky) (2.3)
fiir alle konvexen Korper K, K, ¢ R".

Beweis. Wir bemerken zunichst, daBl aus K, c K, trivialerweise
die Relation D, K, ¢ DK, folgt.

Sei 8" die Einheitskugel des R" mit Mittelpunkt im Nullpunkt,
analog 87 die Einheitskugel des Raumes R. Sei d(X,, K,) =, dann
igt nach Definition der Hausdorff-Metrik K, ¢ K,4-68" und K, c K,--68".
Es folgt DK, c D (K,+-68") = D K, 4 6D,S" nach (2.1). Wahle ¢
mit DS c ¢8". Dann ist also D K, c DK, + 6cS™ und analog
DK, c DK, 4 8¢8™. Das bedeutet aber d(D,K;, D K;) < cd. qed.

SchlieBlich wollen wir noch zeigen, daB im Gegensatz zu DK der

Kérper DK fiir p >2 im allgemeinen nicht zentralsymmetrisch zum
Nullpunkt ausfillt. Vielmehr gilt:

Ist DK fiir e p > 2 beziiglich des Nullpunktes zentralsymmetrisch,
so ist auch K zentralsymmetrisch. (2.4)

Beweis. Sei zeK,rx—acK,s—be K, Dann ist Kn (K+a)n
n (K+b) == ¢, also
(2,5,0,...,0)e D K.
v p—r
Da der Nullpunkt Mittelpunkt von DK ist, ist anch
(—a, —b,0, ...,0)e DK,

also K n (K—a) n (K—b) = ¢. Es gibt also einen Punkt 2’ € B* mit
& €K, 2 +a e K, s +b e K. Das Dreieck mit den Ecken o', o’ +a, 2" --b
geht durch Spiegelung am Punkt (#-4-2')/2 aus dem Dreieck mit den
Ecken «, z—a, 2—b hervor. Der Kérper K enthilt also zu jedem Drei-
eck T ein Translat von — T'. Sei S eine lingste Sehne von K. Sei ze K\ 8
und 7 das Dreieck mit S als Kante und = als Ecke. Es gibt ein in K
enthaltenes Dreieck der Form — 7'y mit geeignetem y € R”. Die Kante
—8-+y von — Ty ist parallel zu S und von gleicher Linge, sie muf}
also mit 8 zusammenfallen, da sonst S nicht eine lingste Sehne von K
wire. Daher erhilt man den Punkt —z-+y € — T4y c K durch Spie-
gelung von = am Mittelpunkt z der Sehne S. K enthilt also mit jedem



Eine Verallgemeinerung des Differenzenkdrpers 263

Punkt 2 auch den dazu beziiglich z symmetrischen Punkt, d. h. z ist
Mittelpunkt von K. qed.

Wir schreiben nun eine fiir spitere Betrachtungen geeignete Dar-
stellung von V(D K) fiir p > 2 auf. Das Volumenelement an der Stelle
2 € R® bezeichnen wir mit do; wir kénnen dann unter Verwendung des
Satzes von Fubini schreiben

VIDK)= [dV = [... [dx,...dz,
DyE DK
= [...f[[dz])dz, ... dz,_,.

Die duBlere (p—1)-fache Integration ist hier zu erstrecken iiber alle
(T -« Ty ) ML K 0 (K42 n ... n (K42, ;) + 4, alsoiiber D, K.
Bei gegebenem (a4, ..., ,_;) ist das innere Integral zu erstrecken iiber

alle 2, mit Kn(K+m)n...n B4z, ;)n (K+z) 4. Wegen
{zeR"| A n(K+2)=+ ¢} =4 + (—K)
ist also

V(D K)= g. . .Kf WK n (K+m)n ... n (K42, )]+ (-K))da,...dz,_,

p—1

=J (”) J oo fonlEn(BE4z)n ... 0K+, ), -K)da,...dx,_,.
m=0 Dy 1K

Darin haben wir mit v{4, B) das gemischte Volumen
vd,...,4,B, ..., B)
n—t ¢
bezeichnet. Ist V'(D,_,K) das Volumen von D,_,K beziiglich des in

R" X...x R"(p—1 Faktoren) induzierten Produktvolumens, so ergibt
sich

V(D,K) = oK) V'(D,_K) +
+ 2 (Z) £,; ~1-Kf VulE 0 (K42)n. . .0 (K+a,_,), —K)dz,. .. ds,_,.
(2.5)
3. Integralgeometrische Hilfsformeln

Die Darstellung (2.5) legt den Versuch nahe, die Untersuchung von
V(D K) auf Informationen iiber die rechts auftretenden Integrale zu
grimden. Fiir ¥ =# und %k = n—1 lassen diese Integrale sich durch
gemischte Volumina ausdriicken. Die folgenden Identititen sind allge-
meiner, als sie spiter bendtigh werden, sie lassen sich jedoch ohne
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zuséitzlichen Aufwand gleich in dieser Form herleiten und diirften auch
von selbstdndigem Interesse sein. Fiir konvexe Korper

KoKy ...K,HcR"

gilt
Jooo JulBon (BKito) o ... 0 (K, +a) dey. . .ds, =
=o(Ky) ... oK), 3.1
[ JolBon (Byta)n ... 0 (K,+a,), Hyde,.. do, =
= o(Ky). . .v(K,) Zv(K,, H) o(K;)™". (3.2)

Fiir das folgende sei im R" eine euklidische Metrik eingefiihrt.

Die linken Seiten der Identitdten (3.1), (3.2) kann man auch so
interpretieren, daB iiber alle Parallelverschiebungen der Korper X, ..., K,
integriert wird, wobei man die Volumenelemente als Translationsdichten
auffaBBt. Die Berechnung der Integrale erscheint so als Aufgabe der
Integralgeometrie zur Translationsgruppe. Demgemif finden sich auch
Spezialfille von (3.1) und (3.2) in Arbeiten zur Integralgeometrie. Fiir
p=21ist (3.1) (allgemein fiir Lebesgue-meBbare Mengen) von BALANZAT
[1] bewiesen worden (darin wird zwar iiber die Bewegungen von K,
statt nur iiber die Translationen integriert, vgl. aber HADWIGER [T7],
S. 288, Anmerkung 17). Fiir p = 2 ist (3.1) auch von HADWIGER [6],
8. 93, und speziell fiir K, = K, von ROGERS und SHEPHARD [8]
sowie fiir K, = — K, von STEIN [9] angegeben. worden. Der Beweis des
allgemeinen Falles ist ebenso einfach: Sei 7; die charakteristische
Funktion von K, dann ist

WKy n (Ki4-2)n ... n (B +a,)) = J,. (Y (y—ay). . ., (y—w,) dy,
da der Integrand genau dann nicht :erschwindet und also gleich 1 ist,
wenn y € Ky, y € Ky+ay, ..., y € K+, ist. Also ist
Joo JuEyn (Kyi+2) 0 ... n (K, +x,)) day. . .dz,

= [... [ Linly) mly—=1). . .0 (y—w,) dy] d,. . .da,

= [n(g) [f--. Jmly—=1). . .n(y—a,) day.. .dz,] dy

= [ny) [ Imly—=) day. .. [, (y—2,) dz,]) dy

= f’?ﬂ(?/) u(Ky) ... o(K,)dy

= v(Kp) v(Ky) ... v(K,).

Die GL (3.2) findet man fiir den Spezialfall » =3, p =1 bei BER-
WALD und VARGA [2] (Gl. (21.1), man beachte dazu die fiir konvexe
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Kérper giiltigen Beziehungen (17.14)). Sie ist dort allgemeiner fiir nicht
notwendig konvexe Gebiete aufgestellt, allerdings unter zusitzlichen
analytischen Voraussetzungen iiber die Berandungen dieser Gebiete
(von denen man sich im Falle konvexer Korper natiirlich nachtriglich
durch ein naheliegendes Approximations-Argument befreien kann).
Wir wollen zunichst fiir (3.2) im Falle p = 1 einen fiir beliebiges n > 2
giiltigen Beweis geben:

Fiir y >0 gilt, wenn wir die fiir beliebige Mengen 4, B, C ¢ R"
bestehende Relation

(AnB)+Cc(d-+0)n(B+0)

beriicksichtigen,
[ (Ko 0 (Byta)) + uH) do (K, o (K, +2) + 4]
< [o(Kg+uH) 0 (Ky+-uH~+2)ds [Kyn (B+o) £ 6]
< [o(BytuH) 0 (Bt pH+a)ds [(Ketpl) 0 (K+uHA+2)+ 6]
— o(Ey-+ul) o Ky-+uH),
wobei das Integrationsgebiet jeweils rechts vom Integral angegeben ist.
Die letzte Zeile folgt dabei aus (3.1). Entwickeln wir in der ersten und

in der letzten Zeile die Volumina der Summen und beriicksichtigen
abermals (3.1), so ergibt sich

I (3) 7 SoEan (Beto), By do <

< n[vy(Ko, H) v(K;) + v(Ky) vy(K,y, H)] + O(p)
fiir alle 4 > 0, also
f”l(Ko n (Ky+a), Hyde < v(Ky, H) o(K,)+o(K,) v,(K,, H). (3.3)
Wir setzen
F(Ko, Ky, H) = fUI(KO n Ky, H) dK,—o\(Kqo, H) v(K;)—v(Ky) vy( Ky, H).

Darin ist dK; die Translationsdichte von K, (s. HADWIGER [7],
6. 2. 1), und wir haben das in (3.3) auftretende Integral in die in der
Integralgeometrie iibliche Form umgeschrieben; zu integrieren ist dabei
iiber alle Parallelverschiebungen von K,

Wir nehmen nun zuniichst H speziell als Kugel vom Radius 1 an.
Sei dK, die Drehdichte (s. HADWIGER [7], 6.2.1) von K. Da

(Ko Ky, H) < 0 (3.4)
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fiir beliebige Korper K, K, gilt, ergibt sich bei Integration -iiber alle
Drehungen von K,; die Ungleichung

| (K, Ky, H) dK, < 0. (3.5)
Nun ist '
[ F(Ko, Ky, HYdK, = [ [ v(K, 0 K, H) dE, dK,
— [ (Ko, H) v(Ky) + o(Ky) v, (K, H)] df?l
= [Wy(Kyn K1) dE, — ¢, [Wy(Ky) v(K;) + o(Ko) Wy(Ky)]- (3.6)

Darin bezeichnet dK; die kinematische Dichte von K, und ¢, das
vollstindige Drehintegral (s. HADWIGER [7], 6.2.1). Das gemischte
Volumen v,(4, H) ist gleich dem ersten QuermaBintegral W,(4), da H
eine Einheitskugel ist. Ferner wurde benutzt, daf die Funktionale
®K,) und Wy(K,) bewegungsinvariant sind. Nach HADWIGER [T7],
6.3.7, ist die rechte Seite von (3.86) gleich Null, es gilt also in (3.5) das
Gleichheitszeichen. Nun héngt, wie man unschwer nachweist, das
Funktional (K, K, H) stetig von der Drehung & ab (K? bezeichnet
das Bild von K unter §; die Drehgruppe ist mit der iiblichen Topologie
versehen). Daher kann wegen (3.4) das Gleichheitszeichen in (3.5) nur
dann bestehen, wenn §(K,, K, H) = 0 ist fiir jede Drehung 6. Ins-
besondere ist also

(Ko, Ky, H) = 0.

Dies gilt, wenn H eine Einheitskugel ist, und daher auch, wenn H

eine beliehige Kugel ist.

Bei festgehaltenen K, K, definieren wir nun fiir beliebige konvexe
Korper H ein Funktional &(H) durch

®(H) = [F(K,, K,, H)dH,

wo iiber alle Drehungen von H zu integrieren ist. Das Funktional &
ist offenbar bewegungsinvariant und im Minkowskischen Sinn linear.
Sind also B, ..., 5, Bewegungen und u,, ..., g, nichtnegative reelle
Zahlen mit p; +...+ p, =1, s0 ist

O H 4. . .+ p HPY) = w,B(H) +. . .+ p,O(H) = G(H).

Nach emem Satz von HADWIGER [7], 4.5.3, kann man die Bewe-
gungen fy, ..., 5, und die Zahlen uy, ..., u, so wahlen, daB der Korper
wHP A+ .+ u HP sich beliebig wenig (im Sinne der Hausdorff-Metrik)
von einer geeigneten Kugel unterscheidet. Da das Funktional.® fiir

Kugeln verschwindet und da es, wie man leicht einsieht, stetig ist,
muBl & identisch verschwinden. Aus (3.4) folgt dann nach der bereits
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einmal benutzten SchluBweise, daB FH(K,, Ky, H%) =0 ist fiir alle
Drehungen 4; insbesondere folgt also

(Ko, Ky, H) =0
fiir beliebige konvexe Korper K, K;, H. Damit ist (3.2) fir p =1
bewiesen.

Wir beweisen nun die Gl (3.2) fiir ein beliebiges p > 2 und kénnen
dazu annehmen, sie sei bereits fiir alle kleineren natiirlichen Zahlen
bewiesen. Wir setzen

KO n (Kp + xp) = H07
dann ist
[ JoBon (B +a)n. . .n (B +a,), H)ds,. . da,
= JU].- follly 0 (Kyta) ..o (K, 4w, ) H)da,...dx,_ )=,
= /U(Kl) . ‘@(Kp—l) [ fvl(KO n (Kp+mp)> H) dwp

1 [olEy 0 (B, ta) da, £ oK, H) oK,))
— o). . oAE, oK H) oK) Lo 0K, H)

T+ oEy) oK) T (K, H) oK)

m=1

= v(Ky). . .v(K)) Zp’vl(Kj, Hy oK)

j=0
Dabei ist zweimal die Induktionsannahme und einmal (3.1) benutzt
worden. Die Gl (3.2) ist damit bewiesen.

4. Beweis von (1.2)

Die Identitdt (1.2) ist nun schnell bewiesen: Setzen wir n = 2 und
P = 2 voraus, so sind die in (2.5) auftretenden Integrale nach (3.1) und
(3.2) bekannt; wir haben

V(D,K) = w(K) V'(D,_,K) +
+2f... Jo(En(K+z)n...n (K+w,_y),—K)duw,. . .dx,_,
+ [ JuUE o (B4z)a.. .0 (Ktw,_,)) dzy. . ds,_,
= o(K) V'(D,_K)+2pu(K)P~" v (K, —K)+o(K)".
Hier kénnen wir v,(K,—K) gemil

UDK) = o(K+(—K)) = 2[v(K)+vy(K, —K)]
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durch »(DK) und v(K) ausdriicken und erhalten
6p(K) = 6p—1(K) + po,(K)-+1—2p.
Die GI. (1.2) ergibt sich dann durch Induktion.

Um zu zeigen, dal fiir n» >3, p > 2 die Korper mit minimalem
d,(K) im allgemeinen nicht durch die Gesamtheit der zentralsymmetri-
schen Korper geliefert werden, berechnen wir fiir n = 3 den Wert von
0y(K) zunéchst fiir ein Parallelepiped, dann fiir ein Ellipsoid. Die Be-
rechnung geschieht zweckméaBigerweise mittels der fiir zentralsymmetri-
sche Korper giiltigen Formel

V(D,K) =D£ o([K n (K-+2)] + K) da.

Wir wihlen im R* eine euklidische Metrik und dazu eine ortho-
normierte Basis. Wegen der affinen Invarianz des Ausdrucks &,(K)
kénnen wir K als Wiirfel der Kantenliénge 1 mit Kanten parallel zu den
Basisvektoren annehmen. Sind 2%, 22, «* die Koordinaten von z, so ist
fiir # € DK der Korper [K n (K+2)] + K ein rechtwinkeliges Parallel-
epiped mit den Kantenlingen 1— |2™| 4+ 1, m =1, 2, 3. Also ist

3
WK n (K+2)] + K) =Hl(2— |2™]).

Die Integration ergibt
Oy(K) = V(D K) o(K)* = 217.

Ist eine K Kugel vom Radius 1, so ist [K n (K+2)] + K fiir 2 € DK
der duflere Parallelkérper im Abstand 1 zu einer gewissen Kugellinse;
man berechnet

16 o/ 1
o[K n (K+o)] + K) =2 [—g— —becosa -+ (§ —a) sin e —{—gcosﬁa]

mit |z| = 2 cos a. Die Integration ergibt

S(K) = V(D,K) o(K)~2 = 21 + (3n/4)? < 2T.

5. Beweis von Satz 2.
Wir verallgemeinern zundchst ein von FARY und REDEI [4] benutztes
Lemma:
Fiir einen konvezen Korper K ¢ R* und fiir X € D K sei
HX) = o(D(K, X))*". (5.1)
Dann ist {(X) esne konkave Funktion auf D K.
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Bewers: Wir zeigen zunidchst, daf die Familie der konvexen Mengen
des E" der Form D(K, X) mit X € D K konkav ist: Sei

a € (1—p) D(K, Xy) 4 pD(K, X,) mit X, = (a5, ..., %) e DK

und x > 0. Dann ist @ = (1—p)a, + pa, mit o, € D(K, X)), also mit
o, € K und o, = b7 + o} mit b? € K. Wegen der Konvexitit von K ist
a={1—u) g, + pa, € K und
a = (1—u) (b; + =) + u (b} + )
= (1—p) b + pb] + (L—p) 2 + pa;
€K 4 (1—p) 2} + pa,

d. h. es ist ae D(K, (1—p) X; + uX,). Damit ist die Behauptung
(1—p) D(K, X,) + uD(K, X;) ¢ DK, (1—p) X, + pX,)
gezeigt. Die Richtigkeit von (5.1) ergibt sich dann aus dem Brunn-

Minkowskischen Satz.

CHAKERIAN [3] hat den von ROGERS und SHEPHARD [8] fiir die
Abschétzung von »(DK) gegebenen Beweis zu einem Beweis des fol-
genden allgemeineren Satzes abgewandelt:

(56.2) Set | eine nichtnegative, konkave, reelle Funktion, die definiert
ist fiir die Punkte eines konvexen Kirpers B c R Sei X,€ B, sei h(£)
fiir & >0 eine streng monoton zunehmende, reellwertige Funktion einer
reellen Verdnderlichen. Dann ist, wenn V ein affines Volumen in R*
bezeichnet,

§1U(X) AV(X) = dV(B) [hHf(X,) (-~ d.
B 0

Gleichhheit gilt genaw dann, wenn | auf dem Rand von B verschwindet und
linear ist auf jedem Segment, das X, mit dem Rond von B verbindet.

Um diesen Satz auf die Abschitzung von V(D K) anzuwenden,
kénnen wir R mit R™ identifizieren und d = pn wihlen. Ferner setzen
wit B = D,K, X, =0, h(£) = &, {(X) wie in (5.1). Nach (5.1) ist /
konkav. Es ergibt sich also

foo oK n (K+mz) 0.0 (BE+a)) dey. . .da, >
Dy K

~1
> (p ";f”) V(D,K) o(K). (5.3)

Da nach (3.1) die linke Seite von (5.3) mit o(X)*** iibereinstimmt,
ergibt sich die Ungleichung von Satz 2. Hierin gilt das Gleichheits-
zeichen genau dann, wenn f(uX) = (1—pu) /(0) fir X € Rd DK und

0 <u<1 gilt. Ist dies der Fall, so ist fiir jedes X € DK der Korper
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D(K, X) homothetisch zu K (man beachte, wie beim Beweis von (5.1)
der Brunn-Minkowskische Satz benutzt wurde); insbesondere ist
K n (K+-z) homothetisch zu K fiir jedes z ¢ DK. Dann ist K bekannt-
lich ein Simplex. Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, daf K ein Simplex
ist. 0. B. d. A. kénnen wir dann annnehmen, dafl K aus allen Punkten
y € R” besteht, deren Koordinaten 4, . .., ¥ beziiglich einer passenden
Basis die Ungleichungen
>0 Zy<1

erfiillen. Sei X = (%, ..., x,) € Rd DK, seien =}, ..., 2} die Koordi-
naten von z,. Sei 0 < <{ 1. Dann besteht D(XK, uX) genau aus allen
Punkten y € R* mit

y¥=0 Ty <], }

— k>0, D — )< 1. ¢4
k

Die Ungleichungen (5.4) sind dquivalent mit
¥ > pMax {0, 4, ..., 2}, }
2y¥<1+puMin{0,2Xd, ..., Zai}|

Wird Max {0, f, ..., }} = o' und

1+ u(Min {0, Xaf, ..., Zaf} — X)) =7
gesetzt, so ist (5.5) dquivalent mit
Y — pat =0
Z(y — pa) <. }

Die Punkte y, fiir deren Koordinaten (5.6) gilt, erfiillen gerade das
Simplex 7K + pa, wenn o der Vektor mit den Koordinaten of,. .., a"
ist; also ist D(K, uX) = tK + pa. Nun ist v linear in u, und es ist
7 = 1 fiir u = 0; da wegen der Voraussetzung X € Rd D K der Kérper
D(K, X) keine inneren Punkte hat, ist 7 =0 fiir g =1, es ist also
t=1—pu. Es ergibt sich D(K, uX)= (1—p) K + pa und daher
f(pX) = (1—u) f(0); in. der Ungleichung (5.3) gilt also das Gleichheits-

zeichen.

(5.6)

6. Beweis von Satz 3.

Wir zeigen zundchst die folgende, fiir n >3, p=2,3, ... und
beliebige konvexe Korper K ¢ R giiltige Ungleichung:
[ Jo (K n(B+x)n ... n(K+w, ), K)de,. . .dz, , <
DP_IK
p(np—1)

——— o(KY". (6.1)
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Zum Beweis sel u > 0. Wegen der Relation
(din...nd)+ Bc(d+B)n...n(4,+B)
und der Monotonie der gemisehten Volumina ist

Joo (B n(BE4a)n ... 0 (K+, )]+pK, K)ds,. . dx,_,

B, 1K

< [ Jul(Q+w)En((L+u)E+a)n ... o(1+u) B+, 1), K)dz,...dz,_,.

Dp—lK .
Wegen pu >0 ist D, Kc(l4+u)D, K =D, ,(1+u)K), also
ist das letzte Integral
S/ . -f’”1((1+ﬂ)K”((1+M)K+w1)“---“((1+/‘)K+%—1):K)d%---‘pr—l
Dy 1A+ wE)
— PP (1™
nach (3.2). Durch Entwicklung des obigen gemischten Volumens und
der Potenz von (144} ergibt sich

71 -1
& (n ) w -{)' ] f VB 0 (Ktaz)a.. 0 (E+a, )K)d. . Ay

- m
m=0 p—lK

np~—1 _
<ptgy = (")

m=0 m

Da diese Ungleichung fiir alle x > 0 gilt und da die Koeffizienten
von u® nach (3.1) auf beiden Seiten iibereinstimmen, folgt die Un-
gleichung (6.1).

Um nun Satz 3 zu beweilsen, setzen wir n = 3 voraus und nehmen
den konvexen Kérper K ¢ E? als zentralsymmetrisch an. In der Gl (2.5)
kénnen wir dann —K durch K ersetzen, und unter Verwendung von
(6.1), (3.3) und (3.1) erhalten wir

3
V(D K) <o(K)V'(D,_,K) + 5 PBp—1) oK) + 3pv(K)Y + o(K)?,
also

3
0,K) < 8, (K) +5 p(3p-+1) + 1.

Hiermit ergibt sich (1.5) durch Induktion, wenn man die fiir zentral-
symmetrische Kérper K giiltige Beziehung 8,(K) = 8 beachtet.
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