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UBER SPHARISCHE BLATTERUNGEN UND DIE VOLLSTANDIGKEIT
IHRER BLATTER

S8nke Hiepko und Helmut Reckziegel

Let M be a Riemannian manifold, Q a differentiable form
on M with values in a bundle Hom(TM,z), and let G be an
open subset of M such that KerQl forms a vector bundle & of
constant fibre dimension k >0 over G. We prove: If Q
satisfies some analytical conditions, then £ is completely
integrable, the integral manifolds of £ are spherically
bent in M, and in some interesting cases they are complete.

Einleitung

Wird ein mathematisches Problem durch eine auf einer
Mannigfaltigkeit M definierte Differentialform Q be-
schrieben, so gibt hiufig der Kern von Q interessante
Informationen. In dem Falle, daf die Vektorrdume Kern
fir die Punkte p einer offenen Teilmenge GCM eine
konstante Dimension k> O haben, ist Kern 9|G bekannt-
lich ein Untervektorbiindel £ des Tangentialbilindels TG .
Beschreibt Q nun einen geometrischen Sachverhalt in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und ist & voll-
stdndig integrabel, so ist zu hoffen, daB auch die Blitte-

p

rung der Integralmannigfaltigkeiten von £ geometrisch
interessante Eigenschaften hat.

Angeregt durch die in der Differentislgeometrie auf-
tauchenden Beispiele gehen wir von einem iiber M defi-
nierten Vektorbiindel [ aus, das mit einer kovarianten
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2 HIEPKO -~ RECKZIEGEL

Ableitung versehen ist. Fir eine Hom(TM,{)~wertige Diffe-
rentialform O geben wir dann in den S#tzen 1.6 und 2.1
analytische Bedingungen an, die garantieren,

a) daB das wie oben definierte Untervektorbiindel £ voll-
stindig integrabel ist und die Integralmannigfaltigkei~-
ten von £ in M '"sph#risch gekridmmt" sind und

b) daf diese Integralmannigfaltigkeiten vollstindige Rie-
mannsche Untermannigfaltigkeiten von G sind.

Die Vollstdndigkeitsaussage von Satz 2.1 und die Beispiele

in Abschnitt 3 sind die wesentlichen Ergebnisse dieser Ar-~

beit.

Die ersten konkreten Resultate dieser Art bezogen sich
auf totalgeoditische Blitterungen, insbesondere die "Nul-
lit4#tsblitterungen” isometrischer Immersionen, vgl. [1].
Mit der Entdeckung einer engen Beziehung zwischen total-
geodiitischen Blitterungen und Jacobifeldern gelangte Dom-
browski in der Arbeit [2] zu einer einheitlichen Darstel-
lung aller bisher bekannten Vollstindigkeitsergebnisse
totalgeodiitischer Blitterungen. Durch eine Modifikation
seiner Idee konnte in [6] ein analoges Resultat fir die
Krimmungsflichen isometrischer Immersionen bewiesen werden.
Fir den Satz 2.1 der vorliegenden Arbeit kombinieren wir
den allgemeinen Ansatz von Dombrowski mit der modifizier-
ten Technik von Reckziegel. Damit erfassen wir neben den
uns bekannten totalgeodlitischen Beispielen auch sphérische
Blitterungen, fir welche die Ergebnisse weitgehend neu
sind. - Der gr8fte Teil dieser Resultate wurde in der Dis-
sertation [3] erzielt.

1. Nabelsche und sphirische Untervektorbiindel

1.1 Bezeichnungen S#mtliche auftretenden Mannigfaltigkei-
ten, Vektorfelder, Riemannsche Metriken usw. seien als c’-
differenzierbar vorausgesetzt. Ist § ein Vektorbiindel

ber einer Mannigfaltigkeit G , so bezeichnen wir mit gp
die Faser von £ {ber peG , mit rg(f) die Faserdimen-
sion von £ und mit TI(Z) den Modul der C”-Schnitte von
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HIEPKO - RECKZIEGEL 3

£ . Ist G eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und £ ein
Untervektorblindel des Tangentialbiindels TG , so bezeichnen
wir mit SL das orthogonale Komplement von £ in TG

und mit P : TG—& und Q : TG-—»EJ' die Orthogonalpro-
jektionen.

Da die geometrische Struktur der von uns untersuchten
Bléitterungen sich besonders einfach mittels ihrer Tangen-
tialbiindel beschreiben 148t (vgl. Bemerkung 1.3), defi-
nieren wir:

1.2 DEFINITION Es sei G eine m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit, (.,+) eine Riemannsche Metrik auf G , V ihre
Levi-Civita-Ableitung und £ ein Untervektorblindel von
TG mit 1< rg(f)< m-1.

(i) & heiBt nabelsch, wenn ein Vektorfeld HeT(gh)

existiert, so daB gilt:

Q.Y = {X,¥)-H fiir alle X,YeT(£) . (1)

(ii) £ heiBt sphirisch, wenn £ nabelisch ist und wenn
filr das durch (1) eindeutig charakterisierte "Hauptnorma-
lenfeld" H gilt:

QV,H = 0 fir alle Xerl(g) . (2)

Die nicht-trivialen, autoparallelen Untervektorbiindel
von TG sind gerade die sphirischen Untervektorbiindel mit
verschwindender Hauptnormale H , vgl., [2] Lemma 1 (iii).

1.3 Bemerkung Sind die Voraussetzungen der Definition 1.2
erfillt, so folgt unmittelbar:

a) Ist & nabelsch und H das Hauptnormalenfeld von ¢ ,
S0 ist £ involutiv und daher vollstindig integrabel, und
fir jede Integralmannigfaltigkeit L, von &g ist H|Lo
das mittlere Krilimmungsnormalenfeld.

b) Ist £ vollst#ndig integrabel und L die Bldtterung
der Integralmannigfaltigkeiten von & , so gilt: §E ist
genau dann sphirisch (bzw. nabelsch), wenn die BliAtterung
L sph¥risch (bzw. nabelsch) ist, d.h., wenn jede Integral-
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y HIEPKO - RECKZIEGEL

mannigfaltigkeit von £ sphirisch (bzw. nabelsch) ist.i)

Es folgt eine Kennzeichnung der nabelschen Untervektor-
bilndel, die das Hauptnormalenfeld nicht enthilt.

1.4 LEMMA Unter den Voraussetzungen von 1.2 gilt:

a) & ist genau dann nabelsch, wenn flir alle X,Y eTl(§)
gilt: (X,¥) = 0 = V,Yel(F) . (3)

(Triviale Folgerung: rg(£) = 1 => & ist nabelsch.)

b) Ist £ nabelsch, ist H das Hauptnormalenfeld von £
und ist R der Krimmungstensor von V , so ist

QR(X,Y)Z = (Y,Z)QV,H~ (X,Z>QVyH fir alle X,Y,ZeTl(g). (3')

Diese Gleichung faft die Codazzi-Gleichungen aller Inte-
gralmannigfaltigkeiten von £ zusammen.

Beweis: (1) impliziert trivial (3). - Gelte umgekehrt (3).
Filr je zwei lokale Einheitsfelder E,F von & folgt dann
QVEE - VgF) = Q(V,pE - VE9E) = - (E¢)QE = O mit ¢ = <F,E),
also O = QVE+F(E-F) z QVEE - QVFF . Durchl8uft E die lo-
kalen Einheitsvektorfelder von £ , so fiigen sich daher die
Felder QVEE zu einem globalen Feld H er(gl) zusammen,
fir das man nun mihelos die tensorielle Gleichung (1) be-

weist. Zum Beweis von b) beachte man idTG = P+Q und (1).

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns Untervektor-
biindeln zu, die durch Differentialformen definiert werden.

1.5 Generalvoraussetzungen Es sei M eine m-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Levi-Civita-Ableitung
V ; Wweiterhin sei ¢ ein Vektorblindel tlber M mit einer

kovarianten Ableitung V und Q eine alternierende
Hom(TM,;)~wertige Differentialform auf M vom Grad re
{0,...,m} , vgl., die Beispiele in Abschnitt 3. Filr jeden

1) Eine Unteérmannigfaltigkeit L von G heiBt nabelsch, wenn
die zweiie Fundamentalform a von L mittels der mittleren
Krimmungsnormalen n von L durch a = <.,:>'n beschrieben
wird. Ist auferdem n in dem Normalenbiindel von L parallel,
8o nennen wir L sphirisch (nach Nomizu).
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HIEPKO - RECKZIEGEL 5

Punkt peM ist der Kern von £ in p durch

Q(V, 5000,V )W = O fir
Kern 8 : = { weT M | LA

alle VyseeesV, € TpM

gegeben.a) Die Cartansche Ableitung d ist eine alter-
nierende Hom{(TM,r)-wertige Differentialform vom Grad r+i,
und zwar gilt flr xo,...,xr,ZeI‘(TM)

AR(X e esX )2 =
i o~ N
I (-1) -(in(n(xo,...,xi,...,xr)Z)-n(xo,...,xi,...,xr)vxiZ)

‘+j A P
P SR GF S RALHE TA 5 J00 30 IS SRR RIS JUNIINS db} -
i<j i, J L O, 3 l, 3 J’ 3 r s

vgl. [2] Formel (61). Es wird nun vorausgesetzt, daB es
ein k&€{l,...,m~1} und eine offene Menge GcM gibt, so

dad
dim Kern Qp = k fir alle pegG

ist. Dann bilden die Untervektorriume Kern Q tUber G
ein Untervektorbiindel & von TG . Weiterhin nehmen wir
im Falle r21 an, da8 Q die folgende Bedingung erfilllt:
(A0)  a(Xy,...,X.) = 0 fir alle X,e€r(g) und

alle X2,...,Xre r(TG);
also gilt fir alle Xi,...,xr,z er(TG)

sz(xi,...,xr)z = Q(QXl,...,QXr)QZ .

Ist Xoer(E), so vereinfacht sich die Formel fiir 42 daher zu

dn(xo,...,xr)z = on(afxl,...,xr)Z)-n(xl,...,xr)onz -
+ {(-1)39([xo,xj] ,xi,...,i‘j,...,xr)z.

1.6 SATZ VORAUSSETZUNG : Gegeben sei die Situation 1.5.
BEHAUPTUNG : a) £ ist ein nabelsches Untervektorbindel
von TG genau dann, wenn fir & gilt:

(A1) Fir alle X ,ZeT(f) mit <X_,Z) = O und alle
okl — == o’ ; e (o} _—=—
Xgseee X €eT(E7) ist AR(X .+ X )2 = 0 .

2) Ist r=0, so ist Q ein Vektorblindel-Homomorphismus
TM—»Z. In diesem Fall steht n(vi,...,vr)w fir Ow .
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6 HIEPKO - RECKZIEGEL

b) Ist & nabelsch, ist H das Hauptnormalenfeld von £ und
sind xo,...,xr+1,z €T (T@) , so gilt

AR(X 500X )2
{ 0 , wenn r21 und X ,X, €I(§)

(5)
- (XO,Z)-Q(Xi,...,Xr)H » wenn X _,Z er(g)

und, wenn xo,xl,z € I(g)

ddR (X, 005X ,,)2

= g(xz,...,xr+1)(<x°,z>-vx1H - <x1,z>.vxon) .

c¢) Ist £ nabelsch mit rg(£) 22 , so ist £ ein sphiirisches
Untervektorbiindel von TG genau dann, wenn fiir Q gilg:

(6)

QEQ Fir alle xo,xie T(E) mit <x°,x1> = 0 und alle

Ly -
XyseoesX € T(EY) 18t ddR(X ,e..,X,,4)X, = O .

Die geometrische Bedeutung des Satzes fir die Integral-
mannigfaltigkeiten von £ ist aus Bemerkung 1.3 zu ersehen.

Beweis: Zu a): Sind XO,Z €T(g) , so reduziert sich (4) zu
A (X 5e..,X,)2 = = n(xi,...,xr)vxoz . (7

Daher folgt aus (AO)

dR(X,,QX, 5+ - ,QX)2

n(qxi,...,qxr)vxoz = (X500 sX)Vy 2

)
weshalb (A1) offenbar zu (3) Hquivalent ist.

1]

Zu b): Sind X_,X, €I'() , also nach 1.3 a) auch [xo,x1]
er(g) , so folgt die erste Gleichung von (5) aus (4) und
(AO). Zum Beweis der zweiten verwende man (7) und (1) und

beachte, daB man Vx Z in (7) durch QVx Z ersetzen kann.
.o o
Zu (6): Mit V Dbezeichnen wir die kovariante Ableitung

von Hom(TG,z) , die von V und V induziert wird, und
mit R , R bzw. R die KrUmmungsformen von V , V bazw. ¥ .
Dann zeigt eine leichte Rechnung
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HTIEPKO - RECKZIEGEL 7

(R(X,Y)8)z = R(X,Y)(SZ) - S(R(X,Y)Z) (8)

fir alle X,Y,Z e I'(TG) und SeT(Hom(TG,z)) . Die bekann-
te Formel A

ddf = RAR (9)
des Cartanschen Kalkills Vektorbilindel-wertiger Differen-
tialformen besagt nun explizit

r+1) =

- i+j o ~ A
= -izj(-i) J R(xi,xj)n(xo,...,xi,...,xj,...,xrﬂ) s

so dak filr XO,X1,Z €T(E) und S: = n(xa,...,x
EcKern S und wegen (AO) und (8) sofort folgt:

ddQ(Xo,...,X

r+1) wegen

A
ddQ(Xo,...,X )Z = (R(XO,Xl)S)Z

r+l
z - s(R(xo,xl)z) = - S(QR(XO,Xi)Z) .

Hieraus ergibt sich (6) mittels (3'). - Bei Beachtung von
(AO) und (2) ist Aussage ¢) nun eine unmittelbare Konse-
quenz von (6).

2. Vollstdndigkeit von Integralmannigfaltigkeiten sphiri-
scher Untervektorbiindel

2.1 SATZ VORAUSSETZUNG : Es sei die in 1.5 beschriebene

Situation gegeben. Das Untervektorbiindel & von TG sei

sphiirisch und es gelte:

(A1') Fir alle X eT(§) , Xj,...,X,€T(§) und Ze
Ir(TG) mit (xo,z) =0 ist a2(X_,...,X,)Z =0,
oder es existiert eine Y-parallele (von KgseonsX
Z unabhingige) Riemannsche Metrik g fir ¢ ,
so dab g(da(xo,...,xr)z,n(xi,...,xr)Z) = 0 ist.

r’

BEHAUPTUNG : a) Sei éeR, und c : [0,6]—M ein steti-
ger Weg. Ist ¢|[0,6[ eine Geoddtische einer Integralman-
nigfaltigkeit von ¢ , so ist auch noch

dim Kern 90(5) = k .

275



8 HIEPKO - RECKZIEGEL

b) Ist M vollsténdig, k = min dim Kern Qp (peM) und
G die offene Menge {peM | dim Kern ﬂp = k} , 80 sind
alle maximalen Integralmannigfaltigkeiten von & voll-
stindige Riemannsche Untermannigfaltigkeiten von M , (ob-

wohl sie nur eine Bl#tterung von G bilden).>

2,2 Vorbemerkungen zum Beweis Die Aussage b) ist eine
Folgerung von a); der Beweis verliuft genauso wie der veon
Theorem 1(v) in [6]. Bei dem Beweis von a) dilrfen wir uns
auf den Fall beschrinken, daB die Geoditische ¢ die Ge~
schwindigkeit ||é}] = 1 hat. Da £ sph#risch ist, ist

dann c|[0,8] ein "geoditischer Kreisbogen" von M , d.h.
)

V V8 + (v é,v.6)¢8 =0 , (10)
vgl. [6], Remark vor Proposition 4. Daher kann ¢ nach
[6] Prop. 4 differenzierbar ilber § hinaus fortgesetzt
werden; genauer: Wir dlirfen annehmen, daf ¢ auf einem
offenen Intervall I , das [0,8] enthdlt, als C”-Weg
definiert ist. Die Untersuchung, wie sich Kern Qc(t) fir
t + 8§ verh#lt, ist bedeutend schwieriger. Der komplizier-
te Teil wird in dem folgenden Lemma abgetrennt. So wie die
Fortsetzbarkeit von ¢ daraus folgt, daB man die Geoditi-
schengleichung von ¢ durch die in ganz M sinnvolle
Differentialgleichung (10) ersetzt, so werden wir im Be-
weis des Lemmas die Differentialgleichung (17), die nur
auf [0,8] sinnvoll ist, durch das Gleichungssystem (16)
ersetzen, das L¥sungen {iber ganz I besitzt. Dieses
System ist eine Verallgemeinerung der Jacobischen Diffe-
rentialgleichung und erfaft analytisch die infinitesimale
Variation geoditischer Kreise von M.

2.3 LEMMA Es seien die Voraussetzungen des Satzes 2.1 er-
filllt, und c¢ : I—M sei wie in 2.2, Dann gilt: Ist Ze
r(c*TM) eine L¥sung der Differentialgleichung

3) Die hier definierte Menge G ist offen, weil die Funktion
p+»dim Kern Qp nach oben halbstetig ist.

4) Mit 3 wird das kanonische Einheitsvektorfeld von R be-
zeichnet.
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Vol = (8,L) V8 - <Z,V,8) ¢ (11)

mit <2(8),8(8)) = 0 , so ist (Z,38) = O und zu beliebi-
gen Anfangswerten wl,...,wre E:XO) existieren Vektorfel~
der Xy,...,X,€ T(c"TM) jeweils mit xj(o) = Ws; , 80 daB

Va(n(xi,. X )2) |[[0,6[ = dn(é_,qxi,... ,er)z| [0,6[.(12)

Beweis: Mit (11) folgt zunichst 3{Z,¢) = 0 , also <Z,&)
=0.Da ¢|{0,8] eine Kurve in einer Integralmannigfal-
tigkeit von & ist, haben wir

é(t) ek flir 0<t<$§ (13)

c(t)
und daher wegen (11) auch

(vaz)tegc(t) fiilr 0<t<§ . (14)

Mit Hilfe des Hauptnormalenfeldes H wvon & und der Or-
thogonalprojektionen P : TG—& und Q : TG—-—»E‘L fih-
ren wir auf G eine modifizierte kovariante Ableitung

~

V¥ o= VY - {X,Y)+H + {Y,H)-X

und ein Tensorfeld
B(X,Y) : = QVyPX - (PX,PY)'H

vom Typ (2,1) ein. Offenbar gilt Q[X,Y] = Q(skY ~ B(X,Y))
fir alle Xel'(f) und Y eT(TG) . Wegen der Gilltigkeit
von (AO) k8nnen wir daher in (4) die Lieklammer [xo,xj]

* 3 A
Jeweils durch onxj - B(xo,xj) ersetzen.

Sind Yi,...,YE,er((cl[0,6[)“TM) irgendwelche Vektor-
felder, so gibt es zu jedem t e (0,8 eine Umgebung U =
U(t)c 10,6 [ und globale Felder io,...,ir,Zer(TG) mit
X erg) , X -clu=¢ju, ij cclU = Y,|U fir j=1,...,r
und Z o clU = ZIU . Nach der vorangegangenen Betrachtung
folgt daher aus (4) und (1l4)

dﬂ(é,Yl,...,Yr)Z=Va(Q(Y1,...,Yr)Z)

+ ] (-1) n(?ayj-s(c,yj),yi,...,Yj,...,Yr)z

(Man beachte, da 2 und dQ tensorielle Grdfen sind.)

. 1 .
Es seien nun wi,...,wx_esc(o) , und es bezeichne je-
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10 HIEPKO - RECKZIEGEL

weils (Ug,U%,U%) mit Uge I'(c"TM) die L8sung des homo-
genen linearen Differentialgleichungssystems

VaU1 = U

Vala

2
R(é,Ui)é + 03 (16)

VaUy = R(&,U,)V 8 - (vaé,vaé>-u2 -2 (UB,V36>~6

zZu den.Anfangsbedingungen Ui(o) = "j » U%(O) = B(é(o),wj)
und U%(O) = Vw H . Hierbei bezeichnet R den Riemann-

schen Kriimmungstensor von M . Die f;agliche Gleichung
(12) folgt nun aus (15) mit XJ: = Ui s J21,...,r . Denn
nach [6] Prop. 3(vi) sind die Felder Yj: = QXjI[O,G[ L&~
sungen der linearen Differentialgleichung

A .
V.Y = B(G,Y) , (17)
und wegen (A0) ist Q(Yi,...,Yr) = ﬂ(xi,...,xr)l[o,c[ .

Filr r = 0 reduziert sich der Beweis von (12) auf den
Nachweis von (14), da in diesem Fall die Felder Xj ilber-
haupt nicht auftreten.

2.4 Beweis von Satz 2.1a) Wir dirfen ¢ wie in 2.2 vor-
aussetzen. Da ¢(6)e€G und p+—dim Kern Qp halbstetig
nach oben ist, gilt zunichst dim Kern Qc(s)z k . Daher
genilgt es, einen Vektorraum-Isomorphismus ¢ : Tc(ﬁ)M —

Tc(O)M mit
¢(Kern Qc(é)) C Kern Qc(O) (18)

zu konstruieren. Ist veﬂk(S)M , 80 sei Zel(c"TM) die
L¥sung der linearen Differentialgleichung (11) mit der An-
fangsbedingung Z(6) = v . Setzen wir &(v): = Z(0) , so
erhalten wir offenbar mit ¢ einen Isomorphismus. Da Z =
¢ eine Lbsung von (11) ist, gilt zunichst ®(&(8)) = ¢(0)
€ Kern nc(o) 5 aus Stetigkeitsgriinden folgt aus (13) wei-
terhin ¢(8) € Kern nc(é) . Zum Beweis von (18) genligt es
daher, zu zeigen:

Ist Z eine L¥sung von (11) mit Z(8)e€ Kern nc(&)
und {Z(8),¢(8)> = 0, so ist auch 2Z(0) e

Kern Q d.h. fir all 4 ist [9)
ern c(0) » d-b. r alle wi,...,wregc(o) is
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HIEPKO - RECKZIEGEL 11

Q(wl,...,wr)z(o) =0 .

Die Beschridnkung auf “j € Eéko) ist wegen (AO0) zulissig.
Zum Beweis von (19) benutzen wir die Vektorfelder Xi,...,
X, € F(c*TM) aus dem Lemma 2.3. Wegen <Z,¢> = O kbnnen
wir die tensorielle Bedingung (A1') fir dn(é,qxl,...,qxr)z
ausnutzen und erhalten mit (12) und (AO), daB n(xl,...,
Xr)ZI[O,G[ kovariant konstant bzw. von konstanter Linge
ist. Wegen Z(8) € Kern Q,(s) hat das rz(xl,...,xr)zl[o,a]
2 0 2zur Folge, also insbesondere Q(WI,...,wr)Z(O) =0 .

3. Beispiele

3.1 SATZ VORAUSSETZUNG : Es sei M und ¢ wie in 1.5.
Weiterhin sei ¢ ein Schnitt von § und o eine symme-
trische, bilineare Biindel-Abbildung von TM mit Werten in
¢t , filr die die Codazzi-Gleichung gilt, d.h.: Fir alle
X,Y,2 eT(TM) ist

Vy(a(¥,2)) = Ty(a(X,2)) = a(¥,9y2) = a(X,Vy2) + a([X,¥],2).

Damit werde die Hom(TM,f)-wertige Differentialform & vom
Grad 1 durch

QX)Y : = a(X,Y) - {X,Y)0

definiert. Wie in 1.5 setzen wir voraus, dahk es ein ke

{1,...,m~1} und eine offene Menge GCM gibt, so daB die
Untervektorrdume Kern ﬂp iber G ein Untervektorbiindel

£ von TG vom Rang k bilden. Mit R werde die Kriim-
mungsform der kovarianten Ableitung ¥ von ¢ bezeichnet.

BEHAUPTUNG : a) Fiir ® sind die Bedingungen (AO) und (A1)
erfillt; & ist also nabelsch (vgl. Bemerkung 1.3).

b) Ist k22, so ist V,o = O fir alle XeTl(§) .

[+

[

c) Ist ¥ R(X,Y)o = O fir alle XeT(f) und
Y'eF(EL) 80 ein sphirisches Untervektorbiindel,
 erfillt auch die Bedingung (Al1'), und daher gelten fir

0
x° un
s is

o]

die Integralmannigfaltigkeiten von & die Vollstidndig-
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Beweis: Wegen der Symmetrie von a und der Codazzi~Glei-
chung gilt fiir alle X,Y,ZeT(TM)

Q(X)Y = 2(Y)X und (20)
d(X,Y)z = (x,z)-VYc - (Y,Z)-on . (21)

Daher sind (AO) und (A1) trivialerweise erfilllt; also ist
£ nach Satz 1.6 nabelsch, und es gilt die Aussage (5).
Also folgt wegen (21) insbesondere (X,Z)-V&o = (Y,Z)'Vko
fiir X,Yel(g) . Im Falle k22 ist daher ch = 0 fir
alle XeTl(f) . Zum Beweis von c¢) werde jetzt on= ¢ und
R(X,Y)o = O fir alle XeTl(f) und Y er(ed) vorausge-
setzt. Dann folgt zunichst (A1') aus (21); und fir die
Hauptnormale H von £ gilt wegen (5) und (21) Q(Y)H =
- VYU filr alle Y eT(TG) . Daher erhalten wir wegen (A1')
und (4) fir XeT(f) und YeTl(gh)

0 = dQ(X,Y)H = - VXVYo - Q(Y)VXH + V[X,Y]O

= - R(X,¥)o - QYIVH = - Q(Y)V,H

also ist VxHel"(E;) fiir Xel(£) , d.h. es gilt (2), und

£ 1ist sphdrisch.

3,2 Ein Spezialfall von Satz 3.1 Es sei f eine isometri-
sche Immersion von M in einen Raum N konstanter Kriim-
mung und h die zweite FundamentalformS) v
ein paralleles Untervektorbiindel des Normalenbiindels v(f)
von f , V die Beschrinkung der kanonischen kovarianten
Ableitung D von v(f) auf ¢ [Man beachte: wegen der
Parallelitit von ¢ ist Dyn el(gz) fir alle XeTl(TM)

und r\er(c).], und 7T : v(f)—f sei die Orthogonalpro-
jektion. Dann erfiillt a = meh die Codazzi-Gleichung,
denn fir alle Xe&eTl(TM) und nel(v(f)) ist me\ = ann s
und bekanntlich gilt fir die zweite Fundamentalform h die
Codazzi-Gleichung. Ist nun Q@ wie in Satz 3.1 mittels a
und o definiert und bezeichnet A den zweiten Fundamen-
taltensor von f , so ist fiir alle peM

on £ . r sei

5) Die erforderlichen Formeln der relativen Krilmmungstheo-
rie findet man z.B. in [5], Seite 180. ‘
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K = veT M A = .
ern Qp { b | 2V <z,op>v fir alle zecp}

Da die Krimmungsform R von V die Beschrinkung der
Kriimmungs form RP von D auf ¢ ist, erh&lt man mit der
Ableitungsgleichung zweiter Ordnung von Ricei R(v,w)z = O

'3 M .
filr alle veKern Qp s we’l‘p und zecp

Um konkrete Beispiele zu Satz 3.1 zu konstruieren, hat
man solche isometrische Immersionen f 3zu suchen, filr die
ein paralleles Untervektorbiindel ¢ von v(f) und ein
Schnitt o eTl(f) existiert, so daB filr die Punkte p
einer offenen, nicht leeren Menge GcM tatsichlich
dim Kern np = k21 ist. Im Falle ¢ = v(f) erhdlt man
die Theorie der "Kriimmungsfldchen" von f , wie sie in [5]
und [6] beschrieben ist.

3.3 SATZ VORAUSSETZUNG : Es sei M eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit der Levi-Civita-Ableitung V ;

¢ : MR sei eine differenzierbare Funktion und X eine
Hom(TM,TM)-wertige Differentialform vom Grad 2 auf M,
fir welche die Symmetriebedingung

{K(X,Y)Z,U> = <K(2,U)X,Y> fir alle X,Y,Z,Uel(TM)

und die zweite Bianchi-Identitit dK = 0 (vgl. 1.5) er-
fiillt ist. Damit werde die Hom(TM,TM)-wertige Differen-
tialform R vom Grad 2 durch

Q(X,Y)Z : = K(X,Y)Z - ¢-(Y,D2X - <X,2>Y)

definiert. (In diesem Beispiel ist £ = T™ und V = V .)

— T i el LU e/ e

offene Menge GcM gibt, so daB die Untervektorridume
Kern Qp Uber G ein Untervektorbindel & von TG vom
Rang k bilden.

BEHAUPTUNG : a) Fir @ sind die Bedingungen (AQ), (A1)
und (A2) erfiillt; £ ist also sphirisch (vgl. Bemerkung
1.3).

b) Ist k23, so ist X¢ = O flr alle XeT(f) .
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c) Ist X¢ = O fiUr alle XeT(E) , so erfiillt  auch
die Bedingung (A1'), und daher gelten filir die Integralman-
nigfaltigkeiten von & die Vollstdndigkeitsaussagen a)
und b) des Satzes 2.1.

Beweis: Die Symmetrieeigenschaft von K {Ubertrigt sich
auf & , also

Q(X,Y)Z,U) = LQ(Z,U)X,Y) fUr alle X,Y,Z,UeT(TM).(22)

Bezeichnen wir mit R1 die ausgezeichnete Hom(TM,TM)-wer-
tige Differentialform vom Grad 2, die durch

Ry (X,Y)Z = (1,2)X - &X,2)Y

definiert ist, so ist Q =z K =~ ¢'R1 und daher dQ =

- d¢/\R1 (wegen dK = dR1 =0 )und d4dQ = 0 ; also
2

aa (X ,X, 5X,)Z =i§°<(xi+1¢>xi+2 = (X 00)X; 40D X;  (23)
fir alle Xo,,..,X“,ZeI'(TM) mit X3 = Xo und X, = X1 .
Aus (22) bzw. (23) bzw. ddQ = 0 folgt nun (AO) bzw. (A1)
bzw. (A2). Nach Satz 1.6 ist daher & sphirisch, und es
gilt (5), also insbesondere dn(xo,xl,xa) = 0 fir X; e
r¢g) . Ist k23 , so erhalten wir daher aus (23) zuni#chst
(X¢)Y = (¥Y¢)X wund damit auch X¢ = O filr alle X,YeT(E).
Sind schlieBlich: xi,xz,z el (TG) und ist X, € rieg) mit
X, = 0 und (XO,Z> = 0 , so folgt mit (23), (22) und
(a0)

(dn(xo,xl,xz)z,a(x1,xa)z>
= (X)X, = (X0)Xy,2>4X,2(X,,X5)2) = O .
Daher gilt auch die Behauptung c¢) .

Im Falle, daB ¢ konstant ist, folgt aus (23) sogar
de = 0 . Nach (5) verschwindet dann das Hauptnormalenfeld
H von £ , und die Integralmannigfaltigkeiten von £
sihd daher totalgeod#tisch in M . Dieser Spezialfall wur-
de von Maltz in [4] untersucht.
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