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DER INVARIANTE KONTINUITATSSATZ
FUR MEROMORPHE FUNKTIONEN

Volker Aurich

There are several proofs of the general version of the Kon-
tinuitdtssatz for meromorphic functions which is invariant
under biholomorphic mappings. They are considerably more
complicated than the proof of the analogous theorem for ho-
lomorphic functions. We present a method of proof which is
as simple as the one for holomorphic functions and which
allows to extend the theorem to infinite dimensions.

Einleitung

Im Jahre 1906 vertffentlichte F.HARTOGS den mittlerweille
wohlbekannten, nach ihm benannten Kontinuit#tssatz fir holo-
morphe Funktionen [13]. Eine sllgemeinere, gegenilber biholo-
morphen Abbildungen invariante Fassung wurde 1936 von H.

BEHNKE bewiesen [3]. Sie 1lisst sich folgendermessen formu-
lieren:

(KS) Gegeben seien berandete analytische Flichen S, , 1 €W,
und S im Cn, wobel n> 1, Die Si mégen gegen S konver-~
gieren und ihre Rinder Bsi gegen den Rand OS von S.
Denn kann Jede auf dS v U ( Sy :1 € IN } holomorphe Funk~
tion von 0S8 aus holomorph nach S fortgesetzt werden.

Der Beweis solcher SiHtze filr meromorphe Funktionen erwies
sich als wesentlich schwieriger. Den HARTOGSschen Kontinui-
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2 AURICH

tdtssatz Ubertrug 1910 E.LEVI auf meromorphe Funktionen inm
€2 [20] und 1932 H.KNESER auf meromorphe Funktionen im ¢
mit n>»2 [16,17]. Aussagen wie (KS) wurden flir meromorphe
Funktionen erst 1947 von W.ROTHSTEIN [22] und 1950 von H.
BEHNKE und K.STEIN [4,5] gezeigt. Ihre Bewelse sind deut-
lich komplizierter als BEHNKEs Bewels im holomorphen Fall.

Im folgenden wird ein Beweis von (KS) ausgeflihrt, der
thnlich einfach wie BEHNKEs Beweis in [3] 1st; well dabel
jedoch nicht wie in [3] die Holomorphiekonvexitit sondern
die Pseudokonvexitit beniitzt wird, ist er sowohl filr die
holomorphen als auch filr die meromorphen Funktionen gliltig
und gestattet iliberdies, den Satz nicht nur im c? sondern
auch in unendlichdimensionalen Banachriumen auszusprechen.
Tatsiichlich entstand der Bewels bel dem Versuch, Kontinui-
titssttze im Unendlichdimensionalen zu beweisen., Im holo-
morphen Fall waren bereits erste Ansitze vorhanden, 1956
iibertrug H.SOEDER den HARTOGSschen Satz auf Banachriume [24]
und 1964 beniitzte H.BREMERMANN zur Charakterisierung pseu-~
dokonvexer Gebiete in Banachriumen einen invarianten Konti-~
nuititssatz, bel dem die Si anslytische Bilder von Krels-
scheiben sind [7].

1., Der invariante Kontinultitssatz im Cn

Im .folgenden seien E :=C® mit n>1, B(x,r) :=(yeE :|ly-x[<r)
fir x €E und A(z,r) :={y e€C: |y-z| <r) flir z €C und r> 0.
Wie {iblich nennen wir (Q2,p) eine Mannigfaltigkeit Uber E
oder einen espace étalé lber E, wenn 2 ein topologischer
Heusdorffraum und p eine lokaltopologische Abblldung von

Q nach E ist. Ein Schnitt o von p oder von Q Uber einer
Teilmenge MCE ist eine Abbildung o:M - Q mit poo = 1dM.

Reduktion des Problems: ZEs ist gleichbedeutend, Fortset-
zungssltze flir holomorphe bzw. meromorphe Funktionen oder
fiir stetige Schnitte des espace étalé OE der holomorphen
Funktionskeime bzw. des espace etalé B, der meromorphen
Funktionskeime zu beweisen, denn jede in einer Umgebung
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AURICH 3

einer Teilmenge MCE holomorphe bzw. meromorphe Funktion in-
duziert Uber M einen stetigen Schnitt von OE bzw. !llE s, und
umgekehrt kann Jeder stetige Schnitt Uber M auf eine Umge-
bung von M ausgedehnt werden (siehe z.B. [12]3.3.1) und de-
finlert dort eine holomorphe bzw. meromorphe Funktion. Es ist
wohlbekannt, dass dle Existenzgeblete holomorpher oder mero-
morpher Funktionen und somit auch OE und !ILE pseudokonvex
sind [6]. Deshalb geniigt es, den invarianten Kontinuitits-
satz flir stetige Schnitte pseudokonvexer Mannigfaltigkelten
lber E zu bewelsen. Well die Pseudokonvexitit von OE und !IlE
darsuf beruht, dass fiir die holomorphen und dlie meromorphen
Funktionen der HARTOGSsche Kontinuititssatz gilt (vgl. Lem-
me 2.2.1 welter unten), werden wir also letztlich den all-
gemeinen invarianten Kontinultitssatz mit Hilfe des techni-
schen Begriffs der Pseudokonvexitit aus dem HARTOGSschen
Kontinuititssatz in seiner einfachsten Form herleiten.

1.1 HAUPTSATZ : 2 sel eine pseudokonvexe Mannigfaltigkeit
ber E mit der Projektion p:Q = E. Flr jedes i €N sel S,
der Abschluss eines relativ kompakten Gebietes 1in einer
enalytischen Menge A; In E, asi seil der Rand von S, bez. Ay
Es gebe Teilmengen S und RES von E, flir die gilt:

R 4+ & und 8 ist zugammenhingend und lokal wegzusammenhéngend.

8,= S , das soll bedeuten, dass es zu Jedem Weg v:[a,b] —+ S
{ €3 zu weg
und zu jedem € >0 ein Jje N und einenVeg YJ: [a,D] = SJ
gibt, so dass [ly(t) - Yj(t)ll <e fir alle t € [a,b].

381:-.) R, das soll bedeuten, dass jede £ ~ Umgebung von R fast
alle 33 N enthilt.

Dann gilt:
&) Zu Jedem stetigen Schnitt o von p Uber { R+B(0O,r)) VU

u{ S, t1elN }, >0, gibt es einen stetigen Schnitt *
von p Uber S mit T|R = o|R.

b) Ist R kompakt, g0 gibt es zu Jjedem stetigen Schnitt ©
von p iber Ru U{ 8, :1 e N} einen stetigen Schnitt T
von p Uber S mit 'tj[R = g|R.
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4 AURICH

Der oben eingefilhrte Konvergenzbegriff S 1 -+ S ist etwas un-
gewShnlich, er ist jedoch nicht sehr einschrinkend und lei=-
stet das Gewllnschte. In der ILiteratur wird die Konvergenz

der Si gegen S unterschiedlich, tellweise auch gar nicht de-~
finiert.

Der Beweis von 1.1 zerf#llt in einen rein topologi-
schen Teil, den wir als Satz 1.2 formulieren, und einen
analytischen. Wir erinnern daran, dass fliir die stetigen
Schnitte einer Mannigfaltigkeit (2,p) Uber E der Identi-
tétssatz glilt, d.h. zwel stetige Schnitte lUber einer zu-
sammenhiingenden Menge sind berelts gleich, wenn sie in ei-
nem Punkt Ubereinstimmen. Ausserdem lisst sich Jeder steti-
ge Schnitt Uber einer kompakten Menge K zu einem stetigen
Schnitt tiber einer € - Umgebung von K fortsetzen. Die Rand-
distanz eines Punktes x €Q ist dg(x) := gup {(r> 0 :Es gibt
eine Umgebung U von x, so dass p|U = B(p(x),r) topologisch
ist) . Q ist genau dann pseudokonvex, wenn -log dQ pluri-
subharmonisch ist (siehe z.B. [81,[9],[18]). Dabei soll ei-
ne Funktion ¢ auf einer Teilmenge M eines reduzierten kom-
plexen Raumes X plurisubharmonisch, kurz psh, heissen, wenn
¥oh fir jede holomorphe Abbildung h:A(0,1) =+ X mit
h(A(0,1)) <M subharmonisch i1st und ¥ nach oben halbstetig
ist [81[91[18][19]. Die Randdistanz einer Menge M<Q sei
dg (M) := inf {dg(x) : x eM].

1.2 SATZ : Es selen S1 s 1 elN, und S zusammenhingende Men-
gen in E, RES, R+ ¢ .S sel lokal wegzusammenhingend, und
es gelte Si-*S . (2,p) sel elne Mannigfaltigkeit Uber E, und
o sei ein stetiger Schnitt von p ilber Ru U { 8y :1 elN},
derart dass dQ(o( u{ Sy :1 eI} )) > 0. Dann gibt es einen
stetigen Schnitt T von p fiber S mit <T|R = o|R.

Zum Bewels bendtigen wir das folgende Lemma.

1.3 LEMMA : Gegeben sel eine Menge Z mit R<Z <S. Jeder

Punkt von Z lasse sich durch einen Weg in Z mit einem Punkt
in R verbinden. 7 sel ein stetiger Schnitt von p Uber Z mit
T|R = o|R. v:[0,1] = S sel ein Weg mit a:= Y(0) €2. Ist p
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AURICH 5

ein stetiger Schnitt von p Uber |y| := Y([0,1]) und p(a) =
t(a), 80 definieren p und T einen stetigen Schnitt Uber
zUiyl.

Bewels: Es ist zu zelgen, dass p und T im gemeinsamen Defi-
nitionsbereich iibereinstimmen. Sei b := y(t, ) €Z mit t,% O,
0.E. t,= 1. Es gibt Wege Y, :[0,1] = Z,k=1,2, mit Yk(O)eR,
Y, (1 ) =& und Y2(1 }=b. w:[0,3] =+ S sei definiert durch

w(t) :=Y1(t) fir t € [0,11, w(t) := y(t-1) fiir t e [1,2] und
w(t) :=v,(3-t) fir t e [2,3]. Es gibt ein €>0, so dess man
o0.E. annehmen kann, T sel auf (|Y1| u Iyzl) + B(0,e), p sei
auf |v| + B(0,e) und o seil suf B(y,(0),e) sowle auf
B(yz(o),e) definiert. Wegen S, S gibt es ein j €N und ei-
nen Weg v:[0,3] =S, mit llu(t) - v(t)ll < e fiir alle te[0,3]
Aus 'r(yk(o)) = o(ykio)) fliir kx=1,2 folgt durch mehrmaliges
Anwenden des Identitidtssatzes fiir stetige Schnitte schliess-
lich p(b) = t(b). g.e.d.

Beweils von 1.2 : M sei die Menge aller Punkte in S, die sich
durch einen Weg Y in S mit einem Punkt z € R verbinden las-
sen, so dass es Uber |y| einen stetigen Schnitt p von p mit
p{z)= o(z) gibt. M+ ¢, well REM. Wegen 1.3 kenn man alle
diese Schnitte p zu einem Schnitt T von p Uber M verheften,
der auf R mit o Ubereinstimmt. Weil S lokal wegzusammenhin-
gend 1ist, folgt mit Hilfe des Identititssatzes, dass M of-
fen und T stetig ist. Wir zeigen nun, dass Jeder Punkt von
T(M) Beriihrpunkt von o U {Si 11 elN}) ist. Zu y e T(M) gibt
es einen Weg Y:[0,1] =+ M, so dass y durch Toy mit o(R)
verbunden ist. T lisst sich auf |y| +B(0,e) fiir geeignetes
€ > 0 ausdehnen. Zu jedem 8 € ]0,e[ gibt es ein J €N und ei-
nen Weg Yy: [(0,1] = S:j , 80 dass IIYJ(t) -y(t)]] < & fur allet.
E'Yl besteht also aus Beriihrpunkten von u{ S1 +1 e} . Well
T stetig ist und suf |y,| mit o Ubereinstimmt, ist y Be-
rithrpunkt von o U [S1 :1 €N} ). Wegen der Stetigkeit von
d, folgt nun aus den Voraussetzungen sofort r:= dQ(T(M)) > 0.
Un M=S zu beweisen, geniigt es wegen des Zusammenhangs
von S, die Abgeschlossenheit von M zu zeigen. Seil x ein
Hiufungspunkt von M in S. Es gibt ein y €M, das sich in
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6 AURICH

S 0 B(y,r) durch einen Weg Y mit x verbinden lisst, Die Um-
kehrabbildung von p|B(T(y),r) = B(y,r) ist ein stetiger
Schnitt, dessen Beschrinkung auf |y| gemiss 1.3 eine Fort-
setzung von T ist. Folglich ist x eM. g.e.d.

Bewels von 1.1 : Es ist nur Teil a) zu zeigen, denn in b)
kann o wegen der Kompaktheit von R auf eine € - Umgebung
von R ausgedehnt werden. Um a) zu beweisen, geniigt es, die
Bedingung (%) dQ(o( u {Si :1 €N} )) > 0 1in 1.2 aus den
Voraussetzungen herzuleiten. Man kann o.E. annehmen, dass
381CR+B(O,r/2) fir alle 1 ¢ N, dass also

dg(o( U { asi :1 €N} )) > r/2 > 0. Wendet man das schwache
Maximumprinzip fiir psh Funktionen auf =~log dQ an, 80 ergibt
gich (). g.e.d.

Damit ist der Hauptsatz 1.1 im Endlichdimensionalen bewie-~
sen, und aufgrund der anfangs angestellten Uberlegungen
gilt ein entsprechender Fortsetzungssatz flir die holomor-
phen und die meromorphen Funktionen.

2. Der invariante Kontinuititssatz in Banachriumen

Die im ersten Abschnitt benitzten Charakterisierungen der
Begriffe pseudokonvex und psh sind in beliebigen Banachriu-
men richtig (siehe z.B. [T71[81[91(19], zur Definition holo-
morpher und meromorpher Funktionen siehe [21]), und die obi-
gen Sitze und Bewelse lassen sich ohne Schwlerigkeiten auf
unendlichdimensionale Banachriume iibertragen mit Ausnahme
von zwel Stellen:

(1).Es 1st zu zeigen, dass SRE pseudokonvex ist. Dass Op
pseudokonvex ist, hat BREMERMANN in [8] bewiesen.

(2) Im Hauptsatz 1.1 kann man i.a. nicht mehr die Kompakt-
heit der analytischen Flichen si voraussetzen, well un-
endlichdimensionale analytische Mengen nicht lokalkom-~
pakt sein milssen. Ausserdem gibt es analytische Mengen,
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AURICH 7

auf denen das schwache Maximumprinzip fiir psh Funktio-
nen nicht gilt [10][21]. Man muss also die Wahl der S

1
einschrinken.

Wir wenden uns zunichst dem zwelten Problem zu und beweisen
eine unendlichdimensionale Faasung des invarianten Kontinui-
titssatzes fir stetige Schnitte pseudokonvexer Gebiete Uber
Banachriumen. Im darsuffolgenden Abschnitt werden wir dann
nachweisen, dass mE und der espace étalé OE der holomorphen
Funktionskeime auf E mit Werten in gewissen RHumen Y pseudo-
konvex sind, was zur Folge hat, dass filr dle meromorphen
und die Y-wertigen holomorphen Funktionen der Kontinuitéts-~
satz ebenfalls gilt.

2.1 Der invariante Kontinuitdtssatz fiir stetige Schnitte
pseudokonvexer Gebiete iliber Banachriumen

Aus den Ergebnissen in [21] folgt, dass das Maximumprinzip
fiir psh Funktionen auf zusammenhingenden, lokal durch end-
lich viele holomorphe Funktionen definierten analytischen
Mengen A in seiner sogenennten starken Form gilt, d.h. dass
Jede suf A psh Funktion, die ein lokales Maximum besitzt,
konstant ist. Ob auf diesen Mengen auch eine sogenannte
schwache Form des Maximumprinzips gilt, wie sie im Beweis
von 1.1 bendtigt wird, scheint nicht bekannt zu sein. Le-
diglich fir die lokalen Modelle solcher analytlscher Men-
gen, also insbesondere fiilr Geblete in Banachriumen, kdnnen
wir eine derartige Aussage bewelsen.

2.1.1 LEMMA : m:A — U sel eine analytisch verzweigte Uber-
lagerung eines Gebietes U in einem Banachraum F (im Sinne
von [21] ). B sei ein Gebiet in A, derart dass n{B) be-
schrinkt 1st und die abgeschlossene Hille von wn(B) bezlig~
lich F in U liegt. Denn gilt flr jede psh Funktion ¢ auf B
und jedes xeB

y(x) < sup { limsup ¥(y) : a €3B} .
y—*a,y€B
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8 AURICH

Bewels: Es seien x € B und L eine affine komplexe Gerade
durch n(x). n 2 (LNU) ist anelytisch und wegen II.3.3.7.
und III.2.2.1. in [21] h8chstens eindimensional. Weil m ei-~
gentlich 1ist, ist BN~ (LNU) relativ kompakt in n~! (L NU)
Die Behauptung folgt nun aus dem entsprechenden endlichdi-~
mensionalen Resultat. g.e.d.

2.1.2 DEFINITION : Eine Teilmenge S eines komplexen Banach-

raumes E heisst berandete analytische Fliche mit Rand oS,

wenn es eine Abbildung ¢:B — E mit folgenden Eigenschaften
gibt:

a) B ist ein relativ kompaktes Gebilet in einem endlichdi-
mensionalen, reduzierten komplexen Raum, so dass B 44,
oder

b) B ist ein Gebiet in einer analytischen Teillmenge A elnes
Gebletes in einem Banachraum, und es gibt elne analytisch
verzwelgte Uberlagerung m:A = U eines Gebietes U in ei-
nem Banachraum F im Sinne von [21] , so dass n(B) be-
schrinkt ist und die abgeschlossene Hiille von n(B) be-
ziiglich F in U liegt (Bemerkung: Diese Situation liegt
insbesondere dann vor, wenn B eln beschrinktes Geblet in
einem komplexen Banachraum ist).

c) ¢ ist in B stetig und in B holomorph.

d) S = 9(B) und 39S = ¢(9B).

Weil der Riicktransport plurisubharmonischer Funktionen
durch holomorphe Abbildungen wieder plurisubharmonische
Funktionen liefert (siehe z.B. [19] ), gilt auf berandeten
snalytischen Flichen das schwache Maximumprinzip fir psh
Funktionen. Daraus ergibt sich unmittelbar folgende Erwei-
terung des Hauptsatzes 1.1.

2.1.3, HAUPTSATZ : Q sei eine pseudokonvexe Mannigfaltigkeit
tiber dem komplexen Banachraum E mit der Projektion p:Q — E.
In E seien eine Folge analytischer Flichen Si’ 1 elN, mit
Rindern 3S, sowle zwei Mengen RES gegeben, go dass 5; =S
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AURICH 9

und BSi>a R. S sel zusammenhingend und lokal wegzusammenhin-
gend. Dann gelten die Aussagen a) und b) aus Hauptsatz 1.1.

Aus 2.1.3 lassen sich Kontinuititssitze fiir stetige Schnit-
te Uber unendlichdimensionalen HARTOGSfiguren ableiten. Der
Einfachheit halber wollen wir hier nur eine Version fiir eu-
klidische HARTOGSfiguren angeben; man kaenn jedoch entspre-
chende Aussagen such fir nichteuklidische HARTOGSfiguren
beweisen [1].

2.1.% KOROLIAR: E: und E: seien komplexe Banschriume.
(2,p) sei eine pseudokonvexe Mannigfaltigkeit {iber E; XEs.
Gi sel ein Geblet in E1 s 1=1,2. Gi sel beschrinkt.

a) Gegeben seien ein r> 0 und eine offene Menge VCG,, V4.

Dann kann Jeder stetige Schnitt von p Uber

(GaXV) v ((31 xG2) + B(O,r))
zu einem stetigen Schnitt Uber GiX G» fortgesetzt wer-
den.

b) G: sei lokal endlichdimensional zussammenhingend, d.h.
Jedes x €G: besitze eine Umgebungsbasis bez. G: aus Men-
gen W mit der Eigenschaft, dass es zu jedem y €W einen
Weg v:[0,1] =W von x nach y gibt, derart dass v([0,1])
in einem endlichdimensionalen affinen Teilraum von E; XEp
liegt. Dann kann jeder stetige Schnitt von p ilber
(361 xG2) U (Ga x {y}) flr ein y €Gz zu einem stetigen
Schnitt Uber G, xGz fortgesetzt werden.

2.2 Der invariante Kontinuit#tssatz fiir holomorphe Abbil-
dungen und meromorphe Funktlonen auf Banachriumen

Auf Grund der im ersten Abschnitt angestellten Uberlegungen
lassen sich aus den Kontinuititssitzen des vorigen Abschnit-
tes 2.1 unmittelbar entsprechende Kontinult#tssitze fiir me~
romorphe oder holomorphe Funktionen folgern, wenn nur ge~
sichert ist, dass deren Existenzgeblete pseudokonvex sind.
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10 AURICH

Die PseudokonvexitHt der Existenzgeblete holomorpher Abbil-
dungen oder meromorpher Funktionen ist #quivalent zur Giil-
tigkeit elnes sehr einfachen Fortsetzungssatzes. Diesen
mehr oder weniger bekannten Sachverhalt wollen wir seiner
Wichtigkelt halber kurz ausfilhren. Anschliessend werden wir
diesen Fortsetzungssatz flir die holomorphen Funktionen mit
Werten in gewissen RHumen und die meromorphen Funktionen
auf einem Banachraum beweisen.

Wir erinnern daran, dass die Pseudokonvexitit einer Mannig-
faltigkeit (Q,p) Uber einem Banachraum E nicht nur zur Plu-
risubharmonizitit von -log cl‘Q dquivalent ist, sondern auch
dazu, dass -log & ( ,a) fir jJedes a €E, a 40, psh 1st, wo-
bei ég(x,a.) t= gup {r>0:Es gibt D<=Q, so dass x €D und
piD = p(x)+A(0,r)a topologisch ist} (siehe z.B. [91).

2.2.,1 ILEMMA : Ysel ein endlichdimenslonaler reduzierter kom-
plexer Raum oder eine Mannlgfaltigkeit, dile in einem folgen-
vollstindigen lokalkonvexen komplexen Vektorraum modelliert
ist. Der espace étalé der Y-wertigen holomorphen Funktions-
keime bzw. der meromorphen Funktionskeime i{iber einem kom-
plexen Banachraum E ist genau dann pseudokonvex, wenn gilt:

(9) Sind a,b €E linear unabhiingig, r,s € ]10,1[, so kann jede
in elner Umgebung von

H:=[{2a:8<|2] <1} +A(0,1)b] U [ A(O,1)a+A(0,r)b]

Y-wertige holomorphe Abbildung bzw. meromorphe Funktion
f auf eine Umgebung von

P:= A(0,1)e + A{(0,1)b

holomorph mit Werten in Y bzw. meromorph fortgesetzt
werden.

Bewels: Es gelte (9). (R,p) sel das Existenzgebiet von f,
d.h. diejenige Zusammenhangskomponente des espace étalé al-
ler Funktionskeime, welche die Keime fx s X €H, enthidlt.

Wir zeigen, dass -log8y( ,b) flr jedes b €E, D 4$0, psh ist.
D sei offen in Q und werde durch p topologisch auf p(D) ab-
gebildet. FUr x eD sel 8(x) := 59((p|D)-1 (x),b). L seil eine
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AURICH 11

affine komplexe Gerade in E, die p(D) trifft. Wir zeigen,
dass -log 8|L das Kriterium 1.6.3, in [14] ftir Subharmoni-
zitit erfillt. A sei eine relativ kompakte Krelsscheibe in
LNp(D), und Q sei ein holomorphes Polynom auf L mit

-log 6(x) € Re Q(x) fiir alle x €A, 0.E. selen L:=Ca,
A=A(0,1)a mit a €E, a4+0, a und b linear unebhingig.
E=Ca + Cb + F sel elne topologisch direkte Zerlegung.
®(ra +ub +c) := Xa<+ule'Q(Xa)lb-+c 1st ein Automorphismus
von E,und es gilt K= [3A(0,1)a +A(0,1)b]JUA(0,1)a =

i (Av U[x-+A(O,|e'Q(X)|)b : x€d]}). Wegen 8(x) » le-Q(xn
fiir x € 3\ induzilert f eine Y-wertige holomorphe bzw. mero-
morphe Funktion g auf einer Umgebung von K. Weil sich g
wegen (9) auf K(0,1)a +A(0,1)b fortsetzen lisst, muss
&5(x) » le=@ x)I fiir jedes x €A gelten. Nach 1.6.3. in [14]
ist ~log 8|IL. subharmonisch. Folglich ist -log & psh, denn
6 ist nach unten halbstetig.

Die umgekehrte Implikation folgt aus 2.1.4.a). qg.e.d.

2.2,2 SATZ : Y sel ein endlichdim., reduzierter Steinscher
Raum oder eine pseudokonvexe Mannigfaltigkeit iliber einem
folgenvollstindigen, lokalkonvexen, komplexen Vektorraum.
Denn ist der espace étalé der Y-wertigen holomorphen Funk-
tionskeime ilber einem komplexen Banachraum E pseudokonvex;
fiir die Y-wertigen holomorphen Funktionen auf E gelten al-
80 den SHtzen 2.1.3 und 2.1.4% entsprechende Fortsetzungs-
sltze.

Bewels: Wegen 2.2.1 ist lediglich (8) zu verifizieren. Ist
Y ein Steinscher Raum, so wird (§) mit Hilfe des Satzes von
IGUSA (vgl.[11]) auf(§) fiir holomorphe Funktionen zuriickge-
fithrt. Der Bewels des zweiten Falles ergibt sich daraus,
dess die Pseudokonvexltit von Y gerade durch ($) charakte-
risiert werden kann. g.e.d.

Der Beweis von () fiir meromorphe Funktionen gestaltet sich
etwas schwieriger. Im Endlichdimensionelen ist (£) ein Spe-
zialfall des anfangs zltierten Satzes von H.KNESER in [17].
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12 AURICH

Deagen Beweis gliedert sich in zweil Teile, von denen sich
der erste ohne gridssere Schwierigkeiten auf unendlichdimen-
gsionale Basnachriume libertragen l#sst. Er kann wie folgt
formuliert werden.

2.,2.3 LEMMA : WCSE gei offen, O €W. r,r; und rp seien po-
gsitive reelle Zahlen, r; <rz. f sel eine meromorphe Funk-
tion auf

(WxA(O,r2)) v ( B(O,r)x{A€C : r, < |r|<rz)) = EXC.

Der Kreisring {0} X [(A e€C : r, < |A] <r>)} bestehe nicht nur
Singularititen von f. Dann lisst sich f meromorph auf eine
Umgebung von {0} XA (O,r2) fortsetzen.

Beweisskizze: KNESERs Beweisidee besteht darin, zu zeigen,
dass f als Quotient zweler holomorpher Funktionen geschrie-
ben werden kann, und dann den HARTOGSschen Kontinultitssatz
filr holomorphe Funktionen anzuwenden.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kreislinie I'= (0} x dA(O, r3)
ry < ry {rz, die keine Singularititen von f enthilt. Es glbt
dann sogar 1 € ]0,r[ und Zahlen ry und r;, 80 dass ri <ry <
< rz<rg<rz und f auf B(0,n) x (A €C : 1y < |7] <r5} holo-
morph und durch eine Konstante K> O beschrinkt ist. Die Un-
bestimmtheitsstellen I von f in (B(0,n) NW) XA(O,rS) sind
also in (B(O,m)NW) xK(O,r3) enthalten und aus III.2.2.1.
in [21] folgt, dass das Bild von I unter der Projektion auf
E eine einskodimensionale analytische Menge in B{0,n) NW
ist. Es gilbt daher eine Kugel B(wi,d) in B(0,n) NW, derart
dass B(wi,8) XA(O, r5) keine Unbestimmtheitsstelle von f ent-
hilt, Ist auch keine Polstelle darin enthalten, so kann man
suf £ den HARTOGSschen Kontinultitssatz anwenden, um die Be-
hauptung des Satzes zu erhalten. Nehmen wir deshalb an, f
habe dort mindestens einen Pol. Dann kenn men c €C, |c| > K,
so wikhlen, dass f(w, ) ~c flir jedes w €B(w:1,8) ( & geeignet
verkleinert ) nur einfache Nullstellen u; (w),.. .,um(w) s
m»1, hat, die holomorph von w abhingen und in A(O, r3) lie-
gen, Die Summen der k-ten Potenzen der Nullstellen und Pole
von f(w, ) -c¢ lassen sich durch Cauchy-Integrale Uber

{w} x3A(0, r3) susdriicken, woraus durch algebraische Umfor-
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mungen eine holomorphe Funktion V gewonnen wird, die sogar
auf B(0,n) xC definiert ist und die fir jedes w €B(w1,8)
genau die gleichen Nullstellen wie f(w, ) -c hat. V/f-c
ist folglich in B(w1,d) XA(O,rB) holomorph. Weil Je] > K,
ist V/f -c auch in B(O,n) X (A €C : 1, < In] < r5] holomorph
und kenn deshalb auf elne Umgebung von {0} xA(O,rB) holo-
morph fortgesetzt werden. Hieraus folgt unmittelbar die Be-
hauptung. q.e.d

Um sich von der Bedingung zu befreien, dass die Grenzfli-
che nicht nur Singularititen von f enthalten darf, hat H.
KNESER eine Hilfsaussage bewlesen, die wir in etwas ver~
gnderter Form wiedergeben.

2.2.4 ILEMMA : A sei eine echte analytische Teilmenge eines

Gebietes 2 €€, n> 1. Dann ist die Menge

Z:={ §€:an__1 : A enthilt einen offenen nicht leeren Teil
der affinen Geraden x +{ fiir geeignetes x €C")

mager in P _, .

Beweis: kj:Q x:IPn_1 —+ Q und ko:Q X]Pn-1 - IPn_1 selen

die kanonischen Projektionen. Wir setzen
G = {(x,L) €Q XP,_4 ¢ Xx€A, A enthdlt eine
Umgebung von x in x+ ¢ )

Es gilt Z=k2(G). Wir zeigen nun zunichst, dass G eine ana-

lytische Tellmenge von @ X TP _, ist.

Sei (x,&) €eQ x P, _, . Wehle eine Umgebung V von x und eine

holomorphe Abbildung h:V =+ F in einen Banachraum F mit

b (0) = VNA. 9:U—=C""" gel elne Karte von B, _, bei &,

0.E. seti q)(vo:...:vn__1) = (Vg s cees vn_1/vo). Es gibt

r>0, so dass y+t(1,a) eV fir alle y €€ mit fly-xl<r,

@ ec® " mit Jla-p(£) <1 und t €K(0,r). O (A(0,r),F) be-

zeichne den Banachraum der beschrinkten holomorphen Abbil-

dungen von A(O,r) nach F mit der Supremumsnorm. Definiere
® : B(x,r)x9™*( B(e(£),1)) = o,(a(0,r),F) durch

[@(y,v)](t) := n(y+t(1,9(v))) fir t eA(0,r).2 ist holo-

morph, und es gilt ®2(0) = GN ( B(x,r) xe ™ (B(e(£),1) ).
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Wir kommen nun zum Bewels, dass Z mager ist. Mo sei
die Menge der reguliren Punkte von G, M1 die Menge der re-
guliren Punkte von G "Mo und fir 1 >1 sei Mi die Menge der
reguléiren Punkte von M; , <M, , . Um zu zelgen, dass Z ma-
ger ist, geniigt es zu bewelsen, dass ko (C) fir Jede kompak~
te Menge C in einen Mi nirgends dicht ist. Nehmen wir an,
es glbe ein j €N und eine kompakte Menge C*’-’MJ , 80 dass
k2(C) nicht nirgends dicht ist. Dann ist m :=dim MJ > n-1,
und man kann einen Punkt z €M, sowle lokale Koordinaten
u= (u1,...,u.m) von M, bei z finden, so dass der Rang von
[bk2/6u1,...,3k2/3%_1](z) gleich n-1 ist. O0.E. gelte
m=n=-1, und es sei die O-te Komponente von kz in einer Um-
gebung U von z verschieden von 0. Wihlt man im ]Pn-1 die
Karte cp(v vn_1) = (v /vo,...,v /v ), so ist k
Pokpou?! eine holomorphe Abbildung von u(U) nach €
Wir setzen D :=u(U) und definieren eine Abbildung
£:Dx€ = €7 durch £(x,\) := kyou(x)+Ar(1,k(x)).Wie oben
sei G in einer Umgebung von z durch eine Abbildung & defi-
niert, o.E. sei ® auf U definiert. Dann ist £(D XA(O,r))
eine Teilmenge von A { r wie oben ). Es gilt
det Df(u(z),r) = Adet Dk(u(z)) + Potenzen von A mit einem
Grad < n.Weil det Dk(u(z)) ¥ 0, gibt es also ein pw €C
mit |p| <r, so dass det Df(u(z),r) = 0. Daraus folgt,
dass £(DXA(0,r)) und somit A eine nicht leere, offene
Teilmenge des C" enth#lt. Das ist ein Widerspruch zu A $Q.

q.e.d.

Jetzt kdnnen wir den Beweis von (§) fir meromorphe Funktio-
nen zu Ende filhren. Dies geschieht auf andere Welse als in

(171.

2.2.5 SATZ : E = Ca +Cb +F gel elne topologische direkte
Zerlegung des komplexen Banachraumes E, a40+b.Es selen
r,s €]0,1[ und W ein Gebiet in F,W+@ . Dann kann jede
meromorphe Funktion f auf

=[({»eC:s<|A]<1)a+A(0,1)b) U (A(0,1)a +A(0,7)b)] +W

meromorph auf eine Umgebung wvon A(0,1)a +A(0,1)b in E fort-
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gesetzt werden.

Bewels: A(0,8,1):={r€C:8<|x]<1}. Sei z eA(0,1)b.
Wir zelgen, dass es eine meromorphe Funktion auf einer Um-
gebung von A(0,1)a +z in E gibt, die in einer Umgebung von
A(0,8,1)a +z mit f libereinstimmt.

1) 0.E. sei W=BF(O,5) . Wegen III.2.1. in [21] gibt es ein
c eBF(O,e/E) , 80 dass fliir b' :=b +c die Menge
DN (z +Ca +Ch' ) nicht nur aus Singularititen von f besteht.

2) M:={LeC:z+xr(b-2)€eA(0,1)b} und
i={LeC:z+A(b-2) €A(0,r)b} sind nicht leere Kreis-

schelben, N liegt relativ kompskt in M. Flir A eM gilt

z+A(b' =2) =z+A(b=-2z2)+Ac € A(0,1)b+W, weill |A] < 2.

Folglich 1ist f meromorph auf einer Umgebung von

[ Alo,1)a+z+Nb'} U [ A(O,8,1)a+z+Md'] .

3) KSM sei zusammenhingend und kompekt, O €K, . €eKNN4¢ .
8= %min { d(K,dM), d(p, M)} . Wegen 1) und 2.2.%4 gibt es
aeh(0,8), so dass in A(0,s,1)a +2z +Mb' kein Geradenstiick
der Richtung a +ab' nur aus Singularitiiten von f besteht.

&) purch Ta(ka+z+vb') 1= Aa+2 + (v+Aa)b' wird eine biho=-
lomorphe Abbildung Ta;Ga+z+Mb‘ —+ Ca+2z +Mb' definiert.
Ist filr p>0 K_:= (A eC : d(A,K)<plb'l™]}, so gilt

A(O,1)a.+z+K5b' c Ta(A(o,1)a+z+K26b') < A(O,1)a+z +Mb',

5) Durch T(he +z +vb! +y) := cx().a,+z+vb‘) + y wird ein
Automorphismus von E = Ca+ z +Cb' +F definiert. foT ist in
einer Umgebung bez. E von A(0,s,1)a+z +K,gb' definiert

und meromorph. L sel die Menge aller A eK,zﬁ » derart dass
es eine Umgebung U von z +Ab' bez. z +Cb' +F und eine me-
romorphe Fortsetzung von foT auf U+A(O,1)a gibt. L ist of-
fen und nicht leer, weil w el ., Wegen 2.2.3 ist L auch abge-
schlossen, also L=K26 . Mit &) folgt daraus, dass f auf
eine Umgebung von A(O,1)a +z +Kgb', also insbesondere auf
eine Umgebung von A(0,1)a + z meromorph fortgesetzt werden
kann., g.e.d.
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16 AURICH

2.2.6 KOROLIAR : Der espace étalé mE der meromorphen Funk-
tionskeime iliber elnem komplexen Banachraum E ist pseudokon-
vex, und folglich gelten fiir dle meromorphen Funktionen auf

E den SHtzen 2.1.3 und 2.1.4 entsprechende Fortsetzungs-
gltze.

3. Bemerkungen

Bekanntlich ist die Klasse der pseudokonvexen Gebiete liber
elnem komplexen Banachraum E mit Schauderbasis gleich der
Klasse der Exlstenzgebiete der holomorphen Funktionen liber
E (siehe z.B. [23]). Mit den Methoden in [23] kann man be~-
weilsen, dass auch die Klasse der Existenzgebliete der mero-
morphen Funktionen iiber E damit zusammenfi#llt [2]. Folglich
gelten fiir die Schnitte pseudokonvexer Geblete Uber E die
glelchen Fortsetzungssitze wle fiir die holomorphen und die
meromorphen Funktionen auf E. In nicht separablen Banach-
réumen ist dies nicht immer richtig; aus [15] kann ein
Fortsetzungssatz hergeleitet werden, der fiir die holomor-
phen und die meromorphen Funktionen in cO(EQ s Jedoch nicht
filr alle stetigen Schnitte pseudokonvexer Gebiete lUber
co(IR) gilt (siehe [11]).
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