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DER INVARIANTE KONTINUIT~TSSATZ 

FUR MEROMORPHE FUNKTIO~N 

Volker Aurich 

There are several proofs of the general version of the Kon- 
tinuit~tssatz for meromorphic functions which is invariant 
under biholomorphlc mappings. They are considerably more 
complicated than the proof of the analogous theorem for ho- 
lomorphic functions. We present a method of proof which is 
as simple as the one for holomorphic functions and which 
allows to extend the theorem to infinite dimensions. 

Einleltung 

Im Jahre 1906 verGffentlichte F.HARTOGS den mittlerweile 

wohlbekannten, nach ibm benannten Kontinuit~tssatz fur holo- 

morphe Funktionen [13]. Eine allgemeinere, gegenUber biholo- 

morphen Abbildungen invariante Fassungwurde 7936 von H. 

BEHNKE bewlesen [3]. Sie l~sst slch folgendermassen formu- 

lieren: 

(KS) Gegeben seien berandete analytische Fl~chen S i , i E IN, 

und S im ~n wobel n> I. Die S i mGgen gegen S konver- 

gieren und ihre R~nder ~S i gegen den Rand ~S yon S. 

Dann kann Jede auf ~S v U [ S I : i E~] holomorphe Funk- 

tlon von 3S aus holomorph nach S fortgesetzt werden. 

Der Beweis solcher S~tze fur meromorphe Funktionen erwies 

sich als wesentlich schwieriger. Den HARTOGSschen Kontinui- 
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2 AURICH 

t~tssatz Ubertrug 1910 E.LEVI auf meromorphe Fmnktionen im 

~2 [20] und 1932 H.KNESER auf meromorphe Funktionen im ~n 

mit n ~2 [16,17]. Aussagen wle (KS) wurden fur meromorphe 

Funktionen erst 1947 yon W.ROTHSTEIN [22] und 1950 yon Ho 

BEHNKE und K.STEIN [4,5] gezeigt. Ihre Beweise sind deut- 

lich komplizierter als BEHNKEs Bewels im holomorphen Fall. 

Im folgenden wird ein Beweis yon (KS) ausgefUhrt, der 

~hnlich elnfach wie BEHNKEs Beweis in [3] is%; well dabei 

Jedoch nicht wle in [3] die Holomorphiekonvexlt~t sondern 

die Pseudokonvexlt~t benUtzt wird, ist er sowohl fur die 

holomorphen als auch fur die meromorphen Funktionen g~ltig 

und gestattet Uberdies, den Satz nicht nur im C n sondern 

auch in unendllchdimensionalen Banachr~umen auszusprechen. 

Tats~chllch entstand der Beweis bei dem Versuch, Kontinui- 

t~tss~tze im Unendlichdlmensionalen zu beweisen. Imholo- 

morphen Fall waren bereits erste Ans~tze vorhanden, 1956 

Ubertrug H.SOEDER den HARTOGSschen Satz auf Banachr~ume[24] 

und 1964 benUtzte H.BREMERMANN zur Charakterisierung pseu- 

dokonvexer Gebiete in BanachrRumen einen Invarianten Konti- 

nuit~tssatz, bei dem die S i analytische Bilder yon Kreis- 

scheiben sind [7]. 

1. Der invariante Kontinult~tssatz im C n 

Im folgenden selen E :=C n mlt n> I, B(x,r):=[yEE:[[y-x[l(r] 

fur xEE und A(z,r):=[y EC : lY-Zl (r} fur z sC und r> O. 

Wie Ublich nennen wir (Q,p) elne Mannigfaltigkeit Uber E 

oder einen espace ~tal~ Uber E, wenn G ein topologischer 

Hausdorffraum und p eine lokaltopologische Abbildung yon 

Q nach E ist. Ein Schnitt a yon p oder yon Q Uber einer 

Teilmenge MCE ist eine Abbildung o:M-*Q mit po~ = id M . 

Redttktion des Problems: Es ist gleichbedeutend, Fortset- 

zungss~tze fur holomorpbe bzw. meromorphe Funktionen oder 

f~r stetige Schnitte des espace @tal~ 0 E der holomorphen 

Funktlonmkeime bzw. des espace ~tal~ ~ der meromorphen 

Funktionskeime zu beweisen, denn Jede in einer Umgebung 
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AURICH 3 

einer Teilmenge M CE holomorphe bzw. meromorpheFunktion In- 

duziert fiber M elnen stetlgen Schnltt yon 0 E bzw. ~,und 

umgekehrt kann Jeder stetige Schnltt Uber M auf elne Umge- 

bung yon M ausgedehnt werden (slehe z.B. [I~ 3.3.1) und de- 

finiert dort elne holomorphe bzw. meromorpheFunktion. Es ist 

wohlbekannt, dass die Existenzgeblete holomorpher odsrmero- 

morpher Funktlonen und somit auch O E und R E pseudokonvex 

sind [6]. Deshalb genUgt es, den invarlanten Kontlnuit~ts- 

satz fur stetlge Schnltte pseudokonvexer Mannigfaltlgkelten 

Uber E zu bewelsen. Well die Pseudokonvexlt~t yon 0 E und~ 

darauf beruht, dass f~r die holomorphen und die meromorphen 

Funktlonen der HARTOGSsche Kontlnuit~tssatz gilt (vgl. Lem- 

ma 2.9.1 welter unten), werden wir also letztllch den all- 

gemelnen invarlanten Kontlnult~tssatz mlt Hilfe des technl- 

schen Begrlffs der Pseudokonvexit~t aus demHARTOGSschen 

Kontlnult~tssatz in selner elnfachsten Form herlelten. 

I .I HAUPTSATZ : Q sel eine pseudokonvexe Manni~faltigkeit 

Uber E mlt der Pro~ektio n p:Q -~E . FUr ~edes i ~]N sei S i 

der Abschluss elnes relativ kompakten Gebietes in elner 

analytischen Menge A i i__nn E, 8S i sei der Rand yon S i bez. A i- 

E_~s gebe Teilmengen S und RcS yon E, fur die 5llt: 

R ~ ~ und S ist zusammenh~ngend und lokal weszusammenh~ngend. 

Si-~ S , das soil bedeuten, dass es zu Sedem We5 y: [a,b] -~ S 

und zu~edem s >0 eln Jr undeinenWe6 yj:[a,b]-~Sj 

glbt, so dass fly(t) - yj(t)ll< e fur alle t r [a,b]. 

~SI~R, das soll bedeuten, dass Sede e- Um~ebung yon R fast 

alle ~S i enth~lt. 

Dann gilt : 

a) Z u ~ede m stetisen Schnltt o yon p ~ber (R+B(O,r)) U 

U [ S i : i G3~ ], r> O, 5ibt e s einen ' stetisen Schnitt 

yon p Uber S mit TIR = aiR. 

b) Is.t R kompakt, so gibt e_ss z__uu Sede m stetigen Schnitt o 

von p Uber Ru U [ S : i r einen stetigen Schnitt w 

yon p Uber S mit x%R = • 
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4 AURICH 

Der oben eingefUhrte Konvergenzbegriff Si-~S ist etwas un- 

gew~hnlich, er ist Jedoch nicht sehr einschr~nkend und lei- 

stet das GewUnschte. In der Literatur wird die Konvergenz 

der S i gegen S unterschiedlich, teilweise auch gar nicht de- 

finiert. 

Der Beweis yon 1.1 zerf~llt in einen rein topologl- 

schen Tell, den wir als Satz ?.2 formulieren, und einen 

analytischen. Wir erinnern daran, dass fGr die stetigen 

Schnitte einer Mannigfaltigkeit (~,p) Uber E der Identi- 

t~tssatz gilt, d.h. zwei stetige Schnitte ~ber einer zu- 

sammenh~ngenden Menge sind bereits gleich, wenn sie in el- 

hem Punkt ~bereinstimmen. Ausserdem l~sst sich Jeder steti- 

ge Schnitt Uber einer kompakten Menge K zu einem stetigen 

Schnltt Uber einer e -Umgebung yon K fortsetzen. Die Rand- 

distanz eines Punktes x r ist d~(x) := sup [ r > O:Es gibt 

eine Umgebung U yon x, so dass plU-~B(p(x),r) topologisch 

ist} . Q ist genau dann pseudokonvex , wenn -log d~ pluri- 

subharmonisch ist (siehe z.B. [8],[9], [~8]). Dabei soll ei- 

ne Funktion ~ auf einer Tellmenge M eines reduzlerten kom- 

plexen Raumes X plurisubharmgnlsch, kurz psh, heissen, wenn 

~oh fur Jede holomorphe Abbildung h:A(0,1 ) -~X mit 

h(A(0,1 ))CM subharmonisch ist und ~ nach oben halbstetig 

ist [8][9][78][79]. Die Randdistanz einer Menge M C~ sei 

(M) := inf [~(x) :x eM]. 

1.2 SATZ : Es seien S i , i e~, und S zusammenh~n6ende Men- 

~eni._nnE, R cS , R ~ ~. S sei lokal we~zusammenh~ngend, und 

e_~s gelte SI-~S . (~,p) sei eine Mannigfaltigkeit Uber E ,und 

a sei ein steti6er Schnitt yon p Uber Ru U ~ S i : i c~}, 

derart dass d~(a(U ~ S i : i e~] )) > O. Dann 6ibt es einen 

stetigen Schnitt �9 p Uber S mit xlR = air. 

zum Beweis benGtigen wir das folgende Lemma. 

I. 3 LEMMA: Gegeben sel eine Menge Z mit Rcz cs. Jeder 

Punkt yon Z lasse sich durch einen Weg i_~n Z mlt einem Punkt 

i_.nn R verbinden, x sei ein stetiger Schnitt yon p ~ber Zmit 

TJR = aiR. 7:[0,1] ~S sei ein Neg mit a := 7(0) ez. Ist p 
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AURICH 5 

ein stetiger Schnltt yon p Uber I~{ := 7([0,1]) und p(a) = 

w(a), s odeflnleren p und w einen steti6en Schnltt fiber 

z u I~I. 

Beweis: Es $st zu zelgen, dass p und TIm gemelnsamen Defl- 

nltionsberelch ffberelnstlmmen. Sel b := 7(to ) ~Z rest t o ~ 0, 

o.E. to= I. Es glbt Wege Tk:[0,1]-*Z, k=1,2,mlt ~k(O)tR, 

YI(I) =a und Y2(I) =b. ~:[0,3] -*S sel deflnlert durch 

~(t) :=T1(t) fur t �9 [0,1], ~(t) := y(t-1) fur t E [1,2] und 

~(t) :=Y2(3-t) fur t ~ [2,3S. Es glbt ein ~ >0, so dass man 

o.E. annehmen kann, x sei auf ({71{ U 1721 ) + B(O,E) , p sel 

auf {71 + B(O,a) und o sel auf B(TI(0),~) sowle auf 

B(~2(0),E ) deflnlert. Wegen Si-~ S gibt es eln J e]N und ei- 

nen Weg v:[0,3S -*Sj mlt II~(t) - v(t)II < E fffralle tG[0,3] 

Aus X(Tk(0)) = ~(Tk(O)) fur k=1,2 folgt durch mehrmaltges 

Anwenden des Identlt~tssatzes fur stetlge Schnltte schliess- 

~c~ ~(b)= ~(b). ~.e.~. 

Beweis yon S .2 : M sei die Menge aller Punkte in S, die sich 

durch elnen Weg ~ in S mit elnem Punkt z ~R verblnden las- 

sen, so dass es Uber I~I einen stetigen Schnltt p von p mlt 

p(z)= a(z) glbto M~,well R~M. Wegen 1.3 kann man alle 

dlese Schnltte p zu elnem Scbnltt T yon p Uber M verheften, 

der auf R mit o Ubereinstimmt. Nell S lokal wegzusammenh~n- 

gend ist, folgt mit Hilfe des Identlt~tssatzes, dass M of- 

fen und x stetig ist. Wir zeigen nun, dass Jeder Punkt yon 

T(M) BerUhrpunkt von ~( U IS i : i G~) ) Ist. Zu y Ew(M) gibt 

es einen Weg T:[0, S] -*M, so dass y durch xou mit ~(R) 

verbunden ist. T l~sst sich auf 171 +B(0, a) fur geetgnetes 

e > 0 ausdehnen. Zu Jedem 6 E ]O,E[ glbt es eln J c~ und el- 

hen Weg yj:[0,1] -*Sj, so dass Hyj(t)-y(t)H < 6 fur allet. 

I~I besteht also aus BerUhrpunkten yon U [ S i : i EI~). Well 

T stetig ist und auf l~jl mlt o Uberelnstlmmt, Ist y Be- 

rUhrpunkt von ~( U [ S i : i E ~) ). Wegen der Stetigkelt von 

folgt nun aus den Voraussetzungen sofort r : = ~ (W(M)) > 0. 

Um M = S zu bewelsen, genUgt es wegen des Zusammenhangs 

yon S, die Abgeschlossenheit yon M zu zelgen. Sel x etn 

H~ufungspunkt yon M in S. Es glbt eln y ~M, das sich in 
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6 AURICH 

S N B(y,r) durch einen Weg 7 mit x verbinden l~sst. Die Um- 

kehrabbildung yon piB(x(y),r) -*B(y,r) ist ein stetiger 

Schnitt, dessen Beschr~nkung auf 171 gem~ss 1.3 eine Fort- 

setzung yon T ist. Folglich ist x E M. q.e.d. 

Beweis yon 1.1 i Es ist nur Tell a) zu zelgen, denn in b) 

kann ~ wegen der Kompaktheit yon R auf eine e - Umgebung 

yon R ausgedehnt werden. Uma) zu beweisen, genUgt es, die 

Bedlngung (*) ~(~( U [S i : i E I~) )) > 0 in 1.2 aus den 

Voraussetzungen herzuleiten. Man kann o.E. annebmen, dass 

~S i CR +B(0, r/2) fur alle i E I~, dass also 

~(~( U (3S i : i c~} )) > r/2 > O. Wendet man das schwache 

Maximumprlnzip fur psh Funktionen auf -log dQ an, so ergibt 

sich (*). q.e.d. 

Damlt Ist der Hauptsatz 1.1 im Endlichdlmensionalen bewie- 

sen, und aufgrund der anfangs angestellten Uberlegungen 

gilt ein entsprechender Fortsetzungssatz fur die holomor- 

phenund die meromorphen Funktionen. 

2. Der Invariante Kontinuit~tssatz in Banachr~umen 

Die im ersten Abschnltt benUtzten Charakterlsierungen der 

Begriffe pseudokonvexund psb slnd in bellebigen Bs/%achr~u- 

men richtig (siehe z.B. [7][8][9][19], zur Definition holo- 

morpher und meromorpher Funktionen siehe [21]), und die obi- 

gen S~tze und Beweise lassen sich ohne Schwierigkeiten auf 

unendlichdimensionale Banachr~ume Ubertragen mit Ausnahme 

yon zwei Stellen: 

(I) ES ist zu zelgen , dass ~E pseudokonvex Ist. Dass 0 E 

pseudokonvex ist, hat BREMERMANN in [8] bewiesen. 

(2) Im Hauptsatz 1.1 kann man i.a. nlcht mehr die Kompakt- 

heir der analytischen FiMchen S i voraussetzen, well un- 

endllchdimensionale analytische Mengen nlcht lokalkom- 

pakt sein mUssen. Ausserdem gibt es analytische Mengen, 
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AURICH 7 

auf denen das sehwache Maximumprinzip fur psh Funktio- 

nen nicht gilt [10][21]. Man muss also die Wahl der S i 

einschr~nken. 

Wir wenden uns zun~ehst dem zwelten Problem zu und beweisen 

eine unendlichdlmensionale Fassung des invarianten Kontinui- 

t~tssatzes fur stetige Schnitte pseudokonvexer Gebiete fiber 

Banachr~umen. Im darauffolgenden Abschnitt werden wlr dann 
Y 

nachweisen, dass ~E und der espace ~tal~ O E der holomorphen 

Funktlonskeime auf E mlt Werten in gewissen R~umen Y pseudo- 

konvex slnd, was zur Folge hat, dass fur die meromorphen 

und die Y-wertigen holomorphen Funktionen der Kontinuit~ts- 

satz ebenfalls gilt. 

~.I Der invariante Kontinult~tssatz f~r stetige Schnitte 

pseudokonvexer Gebiete Uber Banachr~umen 

Aus den Ergebnissen in [21] folgt, dass das Maxlmumprinzip 

fur psh Funktionen auf zusammenh~ngenden, lokal durch end- 

llch vlele holomorphe Funktlonen deflnierten analytlschen 

Mengen A in selner sogenannten starken Form gilt, d.h. dass 

Jede auf A psh Funktion, die ein lokales Maximum besitzt, 

konstant ist. 0b auf diesen Mengen auch eine sogenannte 

schwache Form des Maximumprinzlps gilt, wie sie Im Beweis 

Yon 1.1 benGtigt wird, scheint nicht bekannt zu seln. Le- 

dlgllch fur die lokalen Modelle solcher analytischer Men- 

gen, also insbesondere fur Gebiete in Banachr~umen, kGnnen 

wir eine derartige Aussage beweisen. 

2.1 .I LEMMA : ~:A -~ U sei eine analytlseh verzweigte ~er- 

lagerung elnes Gebletes U in elnem Banachraum F (im Sinne 

yon [21] ). B sel eln Geblet in A, derart dass ~(B) be- 

s chr~nkt ist und die ab~eschlossene HUlle yon ~(B) bezU~- 

lich F in U liegt. Dann gilt fur Jede psh Funktlon ~ auf B 

und ~edes x z B 

~(x) ~< sup [ llmsup ~(y) : a ~SB] . 
y-*a, y~ B 
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8 AURICH 

Beweis: Es seien x EB und L eine affine komplexe Gerade 

durch ~(x). ~'I(LN U) ist analytisch und wegen 11.3.3.7. 

und 111.2.2.1. in [2!] hGchstens eindimensional. Well ~ ei- 

gentlich ist, ist B N ~-I(LN U) relativ kompakt in ~'I(L N U) 

Die Behauptung folgt nun aus dem entsprechenden endlichdi- 

mensionalen Resultat. q.e.d. 

2.1.2 DEFINITION : Eine Teilmenge Seines komplexen Banach- 

raumes E heisst berandete analytische Fl~che mit Rand ~S, 

wenn es eine Abbildung ~:S-~E mit folgenden Eigenschaften 

gibt: 

a) B ist ein relativ kompaktes Geblet in einem endllchdl- 

menslonalen, reduzierten komplexen Raum, so dass 8B~ ~, 

oder 

b) B ist ein Gebiet in einer analytischen Teilmenge A eines 

Gebietes in einem Banachraum, und es gibt eine analytlsch 

verzwelgte Uberlagerung =:A~U eines Gebletes U in el- 

nem Banacbraum F im Sinne yon [21] , so dass ~(B) be- 

schr~nkt Ist und die abgeschlossene H~lle yon ~(B) be- 

z~glich F in U liegt (Bemerkung: Diese Situation liegt 

insbesondere dann vor, wenn B eln beschr~nktes Geblet in 

einem komplexen Banachraum ist). 

c) ~ ist in B stetlg und in B holomorph. 

d) S =~(~) und ~S =~(~B). 

Well der RUcktransport plurisubharmonlscher Funktionen 

durch holomorphe Abbildungen wieder plurisubharmonlsche 

Funktionen llefert (slehe z.B. [19] ), gilt auf berandeten 

analytlschen Fl~chen das schwache Maxlmumprinzlp fur psh 

Funktionen. Daraus erglbt sich unmlttelbar folgende Erwei- 

terung des Hauptsatzes 1.1. 

2.1.3. HAUPTSATZ : Q sei eine p@eudokonvexe Mannigfaltigkeit 

~ber dem komplexen Banachraum Emit der Pro~ektion p:~ -~E. 

I_.nnE seien eine Folge s/aalytischer Fl~chen S i , i ~ �9 mit 

R~ndern 3S i sowie zwei Mengen RcS ~ ,  so dass S i ~ S 
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AURICH 9 

und ~S i ~ R. S sel zusammenh~nsend und lokal weszusammenh~n- 

gend. Dann gelten die Aussagen a) und b) aus Hauptsatz 1.1. 

Aus 2.1.3 lassen slch Kontinult~tss~tze f~r stetlge Schnit- 

te ~ber unendlichdimenslonalen HARTOGSflguren ablelten. Der 

Einfachhelt halber wollen wlr hler nur eine Version fur eu- 

klidische HARTOGSflguren angeben; man kann Jedoch entspre- 

chende Aussagen auch f~r nlchteuklldlsche HARTOGSflguren 

bewelsen [I]. 

2.1.4 KOROLLAR : El und E2 selen komplexe Banachr~ume. 

(~,p) sei elne pseudokonvexe Mannisfaltiskelt Uber El XE2. 

G i sel eln Gebiet in E i , i = 1,2. G~ sel beschr~nkt. 

a) Ge~eben selen eln r > 0 und elne offene Men~e VCG2, V~ 

Dann kann 4eder steti6e Schnltt yon p Uber 

(~i xV) u ((~GI xG2) + B(0, r)) 

zu elnem stetisen Schnitt Uber ~ix Ga fortgesetzt wer- 

den. 

b) ~ sei lokal endllchdimenslonal zusammenh~n~end, d.h~ 

~edes x ~I besitze eine Umgebun~sbasis bez. ~i aus Men- 

gen W mit der Eigenschaft, dass es zu ~edem y ~W einen 

Weg y:[0,1] -~W yon x nach y glbt, derart dass y([0,1]) 

in einem endllchdlmensionalen afflnen Teilraumvon EI XE2 

liest. Dann kann ~eder sterile Schnltt yon p ~ber 

(8GI xG2) U (~i x [y]) f~r eln y ~G2 zu elnem stetlgen 

Schnitt ~ber ~i xG2 fortsesetzt werden. 

2.__~2Der Invarlante Kontinuit~tssatz f~r holomorph e Abbil- 

,dun6en und meromorphe Funktionen auf Banachr~umen 

Auf Grund der Im ersten Abschnltt angestellten Uberlegungen 

lassen sich aus den Kontinult~tss~tzen des vorlgen Abschnlt- 

tes 2.1 unmlttelbar entsprechende Kontlnult~tss~tze fur me- 

romorphe oder holomorphe Funktionen folgern, wenn nur ge- 

sichert Ist, dass deren Existenzgebiete pseudokonvex slnd. 
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Die Pseudokonvexit~t der Existenzgeblete holomorpher Abbil- 

dungen oder meromorpher Funktlonen ist ~qulvalent zur GU1- 

tigkelt elnes sehr einfachen Fortsetzungssatzes. Diesen 

mehr oder weniger bekannten Sachverhalt wollen wir seiner 

Wichtlgkelt halber kurz ausfUhren. Anschllessend werden wir 

diesen Fortsetzungssatz fur die holomorphen Funktlonen mit 

Werten in gewissen R~umen und die meromorphen Funktionen 

auf einem Banachraumbeweisen. 

Wir erinnern daran, dass die Pseudokonvexit~t einer Mannlg- 

faltlgkeit (9,p) Uber einem BanachraumE nlcht nur zur Plu- 

risubharmonlzit~t yon -log d9 ~quivalent ist, sondern auch 

dazu, dass -log 8 9(,a) fur Jedes a EE, a~O, psh Ist, wo- 

bel 6~(x,a) := sup [r>O :Es glbt DCg, so dass xED und 

plD -* p(x)+A(O,r)a topologlsch ist] (slehe z.B. [9]). 

2.2.1 LEMNA: Y sei eln endlichdlmensionaler reduzierter kom- 

plexer Raumoder eine Manni6falti6keit, die in einem folgen- 

vollst~ndi6en lokalkonvexen komplexen Vektorraum modelliert 

ist. Der espace ~tal~ der Y-wertigen holomorphen Funktlons- 

keime bzw. der meromorphen Funktionskeime Uber einem kom- 

plexen Banachraum E ist genau damn pseudokonvex, wenn gilt: 

(~) Sind a,b EE linear unabh~ngig, r,s ~ ]0,1 [, so kann ~ed e 

in elner Umgebungvon 

H:=[ [ka :s<  Ixl <1} +A(o, 1)b] u [ A(O, 1)a+A(O,r)b] 

Y-wertlge holomorphe Abbildung bzw. meromorphe Funktlon 

f auf eine Umgebung yon 

P := A(O, 1)a + A(O, 1)b 

holomorph mit Werten in Y bzw. meromorph fortgesetzt 

werden. 

Beweis: Es gelte ($). (~,p) sei das Exlstenzgebiet von f, 

d.h. dieJenige Zusammenhangskomponente des espace 6tal6 al- 

ler Funktlonskeime, welche die Keime fx' x E H, enth~lt. 

Wir zelgen, dass -logSQ(,b) fur Jedes b EE,b$0, psh ist. 

D sei offen in Q und werde durch p topologisch auf p(D) ab- 

gebildet. FUr x ED sei 8(x) := 6Q((plD) "1(x),b). L sei eine 
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AURICH 11 

afflne komplexe Gerade in E, die p(D) trlfft. Wlr zelgen, 

dass -log 61L das Krlterlum 1.6.3. in [14] fur Subharmonl- 

zlt~t erfUllt. A sel elne relatlv kompakte Ereisschelbe in 

LG p(D) ,und Q sel eln holomorphes Polynom auf L mlt 

-log 6(x) ~ Re Q(x) fur alle x (~A, o.E. selen L :=~a, 

A =A(O, 1)a mlt a ~E, a~O, a und b linear unabh~ngig. 

E =~a + ~b + F sel elne topologlsch dlrekte Zerlegung. 

�9 (ka +~b + c) := ka +~le'Q(Xa)Ib + c ist ein Automorphlsmus 

yon E, und es gilt K= [~6(0,1)a+A(O, 1)b] UA(O,I)a = 
6 ~ , -Q(x) ~'I(A U [x+A(O, le'Q(x)l)b : x(~A]). Wegen (x) ~ le I 

fur x E~ Induzlert f elne Y-wertlge holomorphe bzw. mero- 

morphe Funktion gauf einer Umgebung yon K. Well slch g 

wegen (8) auf [(0, I )a +A(O, I )b fortsetzen l~sst, muss 
, Q(x) 6(X) ~ [e- I fur Jedes x EA gelten. Nach ~.6.3. in [14] 

Ist -log 61L subbarmoniseh. Folgllch Ist -log 6 psb, denn 

6 ist naeh unten halbstetlg. 

Die umgekehrte Impllkatlon folgt aus 2.1~ q.e.d. 

2.2.2 SATZ : Y sel eln endllchdlm., reduzlerter Stelnscher 

Raum oder eine pseudokonvexe Mannisfaltlgkelt Uber elnem 

folgenvollst~ndlgen, lokalkonvexen, komplexen Vektorraum. 

Dann Ist der espace 6tal6 der Y-werti6en holom0rphen Funk- 

tionskeime ~ber elnem komplexen Banachraum E pseudokonvex; 

f~r die Y-wertisen holomorphen Funktlonen auf E gelten al- 

so de___qn S~tzen 2.1.3 un d 2.1.4 entsprechend 9 Fortsetzungs- 

s~tze. 

Bewels: Wegen 2.2.1 ist ledigllch (8) zu verlflzleren. Ist 

Y eln Steinscher Raum, so wlrd (8) mit Hilfe des Satzes yon 

IGUSA (vgl.[S1]) auf(~) fur holomorphe Funktlonen zurUckge- 

fUhrt. Der Bewels des zweiten Falles erglbt slch daraus, 

dass die Pseudokonvexlt~t yon Y gerade durch (8) charakte- 

rislert werden kann. q.e.d. 

Der Beweis von (8) fur meromorphe Funktlonen gestaltet slch 

etwas schwleriger. ImEndllchdlmensionalen ist (8) eln Spe- 

zialfall des anfangs zitierten Satzes von H.KNESER in [17]. 
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Dessert Beweis gliedert sich in zwel Teile, yon denen sich 

der erste obne grGssere Schwierigkelten auf unendlichdlmen- 

sionale Banachr~ume Ubertragen l~sst. Er kann wie folgt 

formullert werden. 

2.2.3 LEMMA : WeE sei offen, 0 E~W. r, rl und r2 seien po- 

sitlve reelle Zahlen, rl (r2. f sei eine meromorphe Funk- 

tlon auf 

(WXA(O, r2)) u ( B(0, r) x~k~C : r1< Ixl<r~)) c Ex~. 

Der Kreisring {0} x {k~ : r~ ~ Ikl <r2} bestehe nlcht nur 

Sin~larlt~ten yon f. Dann l~sst slch f meromorpb auf eine 

Umgebung yon (0} xA(0, r2) fortsetzen. 

Beweissklzze: ENESERs Beweisldee besteht darin, zu zelgen, 

dass f als Quotient zweier holomorpher Funktionen gescbrle- 

ben werden kann, und dann den HARTOGSschen Kontlnuit~tssatz 

fur holomorphe Funktionen anzuwenden. 

Nach Voraussetzung gibt es eine Kreislinie F = ~0~ x 8A(0, r3) 

rl (r 3 (r2, die keine Singularit~ten von f entb~lt. Es glbt 

dann sogar ~ ~ ]O,r[ und Zahlen r 4 und r 5, so dass rl (r 4 ( 

( r 3(r 5(r2 und f auf B(0,~) x (k ~ : r 4 ( Ikl < r 5] holo- 

morph und durcb eine Konstante K ~ 0 beschr~nkt ist~ Die Un- 

bestimmtbeitsstellen I von f in (B(O,~) GW) xA(0, r 5) sind 

also in (B(O,~)GW)xK(0, r3) entbalten und aus III.2.2.1. 

in [21 ] folgt, dass das Bild yon I unter der ProJektlon auf 

E eine einskodlmensionale analytische Menge in B(0,~)nw 

ist. Es gibt daher eine Kugel B(w1,8) in B(O,~)nW, derart 

dass B(wl, 8) x A (0, r 5) kelne Unbestimmtheitsstelle von f ent- 

h~lt. Ist aucb keine Polstelle darin enthalten, so kann man 

auf f den HARTOGSschen Kontlnuit~tssatz anwenden, um dle Be- 

hauptung des Satzes zu erhalten. Nehmen wir deshalb an, f 

habe dort mindestens einen Pol. Dann kann man c EC, I cl ~ K, 

so w~hlen, dass f(w, )-c fur Jedes w ~B(wl,8) ( 8 geeignet 

verkleinert )- nur einfache Nullstellen ul (w), ~ ..,Um(W) , 

m~1 , hat, die holomorpb yon w abh~ngen und in A(O,r 3) lle- 

gen. Die Summen der k-ten Potenzen der Nullstellen und Pole 

yon f(w, )-c lassen sich durch Cauchy-Integrale Uber 

(w) x ~A(O, r3) ausdrUcken, woraus dutch algebraische Umfor- 

160 



AURICH 13 

mungen eine holomorphe Funktion V gewonnen wird, die sogar 

auf B(0,~) x C definlert ist und die f~r Jedes w ~B(wl,8) 

genau die gleichen Nullstel~n wle f(w, )-c hat. V/f -c 

ist folglich in B(wl,8)xA(O, r3) holomorph. Well Icl >K, 

ist V/f-c auch in B(O,~) x (k r : r 4< Ikl <r 5} holomorph 
und kann deshalb auf eine Umgebung von (0} xA(O, r3) holo- 

morph fortgesetzt werden. Hleraus folgt unmlttelbar die Be- 

hauptung, q.e.d 

Um sich yon der Bedingung zu befrelen, dass dle Grenzfl~- 

che nicht nur Singularit~ten von f enthalten darf, hat H. 

KNESER eine Hilfsaussage bewiesen, die wir in etwas ver- 

~nderter Form wledergeben. 

2.2.4 LEMMA : A sei eine echte ana!Ttlsch ~ Tellmen6e eines 

Gebietes Q ccn n > I. Dann ist die Menge 

Z := ( ~ ~Pn-1 : A enth~lt einen offenen nlcht leeren Tell 

der affinen Geraden x + ~ fur geeignetes x ~C n} 

mager l_pn ~n-1 " 

Beweis: kl :~ x ]Pn-1-* ~ und k2:~ X ]Pn-1 -* ]Pn-1 seien 

die kanonischen ProJektionen. Wir setzen 

G := ((x,~)E~ Xl~ I : xcA, A enth~lt eine 

Umgebung von x in x + ~ } 

Es gilt Z =k2(G). Wir zelgen nun zun~chst, dass G eine ana- 

lytische Teilmenge yon ~ • ~Pn-1 ist. 

Sei (x,~) EQ x ]Pn-1 " W~hle eine Umgebung V von x und eine 

holomorphe Abbildung h:V-* F in einen Banachraum F mit 

h -i (0) = VNA. ~:U-~C n-1 sei eine Karte von ]Pn-1 bei ~, 

o.E. sei ~(Vo:...:Vn_ I) = (Vl/V o, ... , Vn_I/Vo). Es gibt 
r>0, so dass y+t(1,m)cV f~r alle yc~ mit lly-xll < r , 

r n-1 mit llu-~(~)ll < I und t ~K(0, r). 0b(A(0, r),F) be- 

zeichne den Banachraum der beschr~nkten holomorphen Abbil- 

dungen yon A(0, r) nach F mit der Supremumsnorm. Deflniere 

: B(x,r) x~-l(B(~(~),I)) -~ Ob(A(O,r),F) durch 

[$(y,v)](t) := h(y+t(1,~(v))) f~r t cA(O,r).$ Ist holo- 

morph, und es gilt $'I(0) = GO(B(x,r) x~-1(B(~(~),1) ). 
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Wir kommen nun zum Beweis, dass Z mager ist. M o sei 

die Menge der regul~ren Punkte von G, M I die Menge der re- 

gul~ren Punkte yon G-M o und fur i > I sei M i die Menge der 

regul~ren Punkte von Mi. 2 ~Mi_ I . Um zu zeigen, dass Z ma- 

ger ist, genUgt es zu beweisen, dass k2(C) fur Jede kompak- 

te Menge C in einem M i nirgends dicht Ist. Nehmen wir an, 

es g~be ein J e~ und eine kompakte Menge C cMj, so dass 

k2(C) nicht nirgends dlcht ist. Dann ist m :=dimMj ~ n-1 , 

und man kann einen Punkt z ~Mj sowie lokale Koordlnaten 

u= (ul,...,Um) yon Mj bei z finden, so dass der Rang yon 

[~k2/~ul,...,~k2/~Un_ 1](z) gleich n-1 ist. O.E. gelte 

m =n-1 , und es sel die O-re Eomponente yon ks in einer Um- 

gebung U von z verschieden yon 0. W~hlt man im ~n-1 die 

Karte ~(Vo:...:Vn_ I) = (Vl/Vo,...,Vn.I/Vo) , so Ist k := 
~ok2ou ~ eine holomorphe Abbildung von u(U) nach C n-1 . 

Wir setzen D :=u(U) und definieren elne Abbildung 

f:DXC-~n durch f(x,k) := klou "1(x) +k(1,k(x)) .Wie oben 

sei G in einer Umgebung yon z durcb eine Abbildung �9 defi- 

niert, o.E. sei �9 auf U deflnlert. Dann Ist f(DxA(O,r)) 

eine Teilmenge yon A ( r wie oben ). Es gilt 

det Df(u(z),k) = kndet Dk(u(z)) + Potenzen yon k mlt einem 

Grad < n .Well det Dk(u(z)) ~ O, gibt es also ein ~ ~C 

mit I~I < r, so dass det Df(u(z),~) = 0 . Daraus folgt, 

dass f(DxA(O,r)) und somit A eine nlcht leere, offene 

Teilmenge des ~n enth~lt. Das ist ein Widersprucb zu A ~fl. 

q.e.d. 

Jetzt kGnnen wir den Beweis yon (~) fur meromorphe Funktio- 

nen zu Ende fUhren. Dies geschieht auf andere Weise als in 

[17]. 

2.2.5 SATZ : E = Oa + Cb + F sei eine topolo~iscbe direkte 

Zerlegung des komplexen Banachraumes E, a ~ 0 ~ b . Es seien 

r,s E ]0, I[ und W ein Gebiet in F,W~. Dann kann ~ede 

meromorphe Funktion f auf 

D := r ( [ x  E ::s < I x l  < I }a .,-n(o, 1 )b)  U ( A ( 0 , 1 ) a  +A(O,r)b),] +W 

meromorph auf eine Umgebung yon b(O, I )a + A(O, I )b i__n_n E fort- 
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gesetzt werden. 

Beweis: A(O,B,I ) := {x Ee : B < Ixl < I ]. sei z (A(0,1)b. 

Wir zeigen, dass es elne meromorphe Funktlon auf einer Um- 

gebung von A(0,1 )a +z in E gibt, die in einer Umgebung von 

A(O,s,i )a + z mit f Ubereinstimmt. 

I) O.E. sei W=BF(O,s ) .Wegen III.2.1. in [21] gibt es ein 

c (BF(O,s/2), so dass f~r b' :=b+c die Menge 

D N (z +Ca +Cb' ) nlcht nur aus Singularit~ten yon f besteht. 

2) M:=[k r : z+k(b-z)  EA(O,i)b] ~ d  

N'={k EC : z+k(b-z) cA(O,r)b} Bind nicht leere Krels- 

scheiben, N llegt relativ kompakt in M. FUr k E M gilt 

z+k(b'-z) = z+k(b-z)+kc E A(O,I)b+W, well Ikl < 2. 

Folglich ist f meromorph auf einer Umgebuug yon 

[ A(o,1)a+z+Nb'] U [ A(O,s,1)a+z+Mb'] . 

3) KCM sei zusammenh~ngend und kompakt, 0 cK, ~ tENNiS. 

8 := ~min { d(K,~M), d(~,SM)). Wegen I) und 2.2.4 gibt eB 

m cA(O, 8), so dabs in A(O,s,!)a+z+Mb' kein GeradenBtUCk 

der Richtung a +rob' nur aus Singularit~ten yon f besteht. 

4) Durch Tm(ka+z+vb') := ka+z+ (v+l~)b' wlrd eine biho- 

lomorphe Abbildung Tm;Ca+z+Mb' -~ Ca+z+Mb. definiert. 

Ist f~r p>O Kp := [k EC : d(k,K) < pllb'll-1}, so gilt 

A(O, 1)a+z+Ksb, = 1)a+z+K25b,) =A(O, 1)a+z+Mb'. 

5) Durch T(ka+z+vb' +y) := Ta(ka+z+vb') + y wlrd ein 

Automorphismus yon E = Ca+ z +Cb' +F definiert, foT ist in 

einer Umgebung bez. E yon A(O,s, I )a + z + ~6b' definiert 

und meromorph. L sei die Menge aller k c~8" derart daBS 

eB elne Umgebung U yon z +kb' bez. z +~b' +Fund eine me- 

romorphe Fortsetzung yon loT auf U+A(O,I )a gibt. L ist of- 

fen und nicht leer, well ~ cL. Wegen 2.2.3 ist L auch abge- 

SChlosBen, also L=~8 " Mit 4) folgt darauB, dass f auf 

elne Umgebung yon A(O,I )a + z + Ksb', also inBbeBondere auf 

eine Umgebung yon A(0,1 )a + z meromorph fortgeBetzt werden 

kann. q.e.d. 
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etale ~ de r 2.2.6 KOROLLAR : Der espace " " meromorphen Funk- 

tionskeime Uber einem komplexen Banachraum E ist pseudokon- 

vexp und folglich gelten fur die m eromorphe n Funktionen auf 

E den S~tzen 2.1.3 und 2.1.4 entsprechende Fortsetzungs- 

s~tze. 

3. Bemerkun~en 

Bekanntlich Ist die Klasse der pseudokonvexen Geblete Uber 

elnem komplexen Banachraum E mlt Schauderbasls glelch der 

Klasse der Existenzgeblete der holomorphen Funktlonen Uber 

E (slehe z.B. [23]). Mit den Methoden in [23] kann man be- 

welsen, dass auch die Klasse der Existenzgeblete der mero- 

morphen Funktlonen Uber E damlt zusammenf~llt [2]. Folgllch 

gelten fur die Schnltte pseudokonvexer Geblete ~ber E die 

glelchen Fortsetzungss~tze wle fur die holomorphen und die 

meromorphen Funktlonen auf E. In nlcht separablen Banach- 

r~umen Ist dies nlcht Immer rlchtlg; aus [15] kann eln 

Fortsetzungssatz hergeleltet werden, der fur die holomor- 

phenund die meromorphen Funktlonen in Co(B), Jedoch nlcht 

fur alle stetlgen Schnitte pseudokonvexer Geblete Uber 

co(m) gilt (siehe [I ]). 
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