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EINE DIFFERENTIALTOPOLOGISCHE BERECHNUNG DER
TOTALEN KRUMMUNG UND TOTALEN ABSOLUTKRUMMUNG
IN DER SPHARISCHEN DIFFERENTIALGEOMETRIE

Eberhard TEUFEL

The aim of this article is to compute the total (absolute)
curvature,i.e.the mean value of the (absolgte) Lipschitz-
Killing-curvature,of an immersion f: M » S* of a compact
manifold into the unit sphere in a differentialtopologi-
cal manner.Through a generalization of KUIPERs treatment
of immersions in Euclidean spaces it can be computed as
the meaﬂ value of the number of critical points - weighted
by (~1)% (k=Index) resp.not weighted - of certain functi-
ons,.These functions are the pullback via f of "level-func-
tions",which are defined almost everywhere on SR,Such a
"level~function" is constructed by taking any oriented
great circle as a '"leveling-scale" and the orthogonal gre-
at (n-1)-spheres as "level-surfaces".
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1. Grundlegende Bezeichnungen und-Sachverhalte

A. Zur Terminologie
Wie dblich bezeichnet Rk einen reellen euklidischen Vektor-
raum der Dimension k,Sk die Einheitssphire eines Rk+1,[ ]

die lineare Hiillenbildung und | | die Determinantenbildung
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2 TEUFEL

im jeweils betrachteten Vektorraum.

(Eventuell berandete)Mannigfaltigkeiten der Dimensi-
on k sind hausdorffsch,von abzihlbarer Basis und ansonsten
lokal homéomorph zu offenen Teilmengen eines abgeschlosse-
nen Halbraumes des Rk mit differenzierbaren Kartenwechseln.

Differenzierbar auf einer abgeschlossenen Teilmenge
des Rk heiBt dabei:Einschrinkung einer differenzierbaren
Abbildung,die auf einer offenen Umgebung dieser abgeschlos-
senen Teilmenge definiert ist.

Wenn nichts anderes erwdhnt,heiBle "differenzierbar"
immer C -differenzierbar.

Abbildungsverkniipfungen sind stets von rechts nach
links auszufihren.

eee| .. bedeutet die Einschridnkung,etwa einer Abbil-
dung,eineé Vektorfeldes, Integrales o.4.

MaB-~und Integrationsbegriffe verstehen wir im Lebes-
gueschen Sinne.

B.Grundlegendes aus der Differentialgeometrie

Es sei Xk eine Mannigfaltigkeit der Dimension k,mit oder
ohne Rand dX.Dann ist X eine (k-1)dimensionale unberan-
dete Mannigfaltigkeit und X\ dX =: X eine offene k-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit.

Das Tangentialbilindel TX von X hat fir jedes x € X eine
zu Rk isomorphe Faser TxX,den Tangentialraum in x.

CX ~ TX ist das Teilblindel der "nicht nach auBen wei-
senden'"Tangentialvektoren.Die Fasern sind Tangentialkegel
und fiir x € X ist CxX = Txx,jedoch fiir x € »X ist CxX nur
ein abgeschlossenener Halbraum von TxX.

Ist Y eine weitere Mannigfaltigkeit und ¢: X » Y eine
differenzierbare Abbildung,p,: TX » TY die induzierte li-
neare Abbildung,dann heilt ¢ Immersion,wenn ¢, lberall
maximalen Rang besitzt.m*: 0. (TX) -» TX bezeichne die
Inverse zu o,
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TEUFEL 3

Fir das Folgende legen wir speziell fest:

n+1

1) R (n>2) sei orientiert und vermdége seinem Skalarpro-
n+1

dukt < , > riemannsche Mannigfaltigkeit,da wir TXR mit

Rn+1 identifizieren.v bezeichne die kovariante Ableitung

des (trivialen) Levi-Civita-Zusammenhanges.
2) s := {x € Rn+1| <x,x> = 1} = Einheitssphire des Rn+1
ist vermoge der Inklusion st c Rn+1 riemannsche,orientier-
bare Mannigfaltigkeit mit induzierter kovarianter Ablei-
tung §.Wir betrachten Tangentialvektoren an s™ als Vekto-
ren des Rn+1 und bezeichnen daher das induzierte Skalar-
produkt in Ts" auch mit < s e

3) M sei m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit m>O.

4) £f: M » s™ sei eine Immersion.Vermége f ist M riemannsch
mit induzierter kovarianter Ableitung v in M beziehungs-

weise 9 auf M.

C.Grundlegendes aus der Differentialtopologie

Es sei ¢: X » Y differenzierbare Abbildung zwischen
zweli Mannigfaltigkeiten mit ?»Y = ¢§.

X € X heiBt kritischer Punkt von ¢,wenn dort die in-
duzierte liniare Abbildung o,|qy: C.X - Ty(x)Y nicht sur-
jektiv ist ).

Ist nun speziell Y = R (oder wenigstens lokal diffeo-
morph zu R),dann ist x ¢ X kritischer Punkt von ¢,wenn ent-
weder @, (C X) = 0,0,(C,X) = R, := {reR|r>0} oder o,(C X)=
=R_ := {reR|r<D} ist.In den beiden letzten Fiallen,die nur
am Rande auftreten kénnen,heiBt x ein (+)-kritischer bzw.
(-)-kritischer Punkt **).

Fur kritische Punkte x € ?X ist @,(T,3X) = O und da-
her x kritischer Punkt von wle'

Im folgenden betrachten wir nur kritische Punkte,in
denen o,|.ydie Nullabbildung ist oder die (+)-krit.sind.

«x) vel.[8],5.22
) vgl.|1l
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4 TEUFEL

Die ¢-Bilder kritischer Punkte heiBen kritische Werte
von g.Ist X riemannsch mit induzierter kovarianter Ablei-
tung v in X bazw. 9 auf dX und betrachten wir das Gradien-
tenfeld gradyp von mlx bzw. @I als Tangentialvektorfeld,
dann ist durch die lineare Abblldung Vgradw T X - T X fir
X € X bzw. egradm. T X - T X fiir x €»X der Hessetensor
hessyp(x) gegeben *).

Andererseits ist durch die Matrix der 2-ten partiellen
Ableitungen von o|g bzw. @I beziglich iiner lokalen Kar-
te in X bzw. X die Hessematrlx gegeben ),die speziell
in kritischen Punkten tensorielles Transformationsverhal-
ten zeigt,da ja dort die ersten partiellen Ableitungen
der Darstellung von ¢ verschwinden.

In kritischen Punkten stimmt die Koeffizientenmatrix
des Hessetensors und die Hessematrix liberein,da dort der
Gradient von ¢ verschwindet und daher Terme mit Zusammen-
hangskoeffizienten im Hessetensor nicht auftreten.

Der kritische Punkt x € X heiRt nicht-degeneriert,
wenn hessg(x) nicht-degeneriert ist.

Die Dimension des maximalen Unterraumes,auf dem die
zu hess ¢(x) gehoérige quadratische Form negativ definit
ist heiBt dann der Index des kritischen Punktes x von o,
Indexyp(x).

Nach dem Lemma von Morse liegen nicht-degenerierte
kritische Punkte isoliert ***).

Jetzt noch einige Bezeichnungen:

(1.1) 8(X) := {p: X » R| o differenzierbar und ¢ besitzt
nur nicht-degenerierte kritische Punkte |}
= Menge der MORSE-Funktionen auf X.
(Anstelle von R kann auch S1 gesetzt werden,da beide Riau-
me lokal diffeomorph sind.)

wns) VEL.[8 ,5.143; [1] S.142

«r) vel.[6],5.89
) vgl.[8 Kap 6,
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TEUFEL 5

Weiter sei ¢ € 3$(X),k € NU{O},dann setzen wir
s;(¢) bzw. p£(¢) := Anzahl der kritischen Punkte
von ¢ mit Index k,die in % bzw.x liegen
B (®) = Bplp) + BR(w)

Bl = 5 (-D¥p ()  Ble) = D (e
k=0 k=0

(1.2)

2.Die differentialgeometrische Totale (Absolut-)
Krimmung tk(f) bzw.tak(f)

Die Determinante der von einer Normalen e abhingenden
Zweiten Fundamentalform der Immersion f: M - S" liefert
in Verallgemeinerung der GauBschen Krimmung fiir Hyperfli-
chen die Lipschitz-Killing-Krimmung G(e) (vgl.[5]).

Das AuBere Normaleneinheitsbiindel N der Immersion triagt
eine ausgezeichnete Volumenform y (vgl.[3]),die sich aus
dem Volumenelement von M und dem gewShnlichen Volumenele-
ment der Faser im Normaleneinheitsbiindel zusammensetzt.

Im einzelnen sei f: M » S™ Immersion.Das AuBere Nor-
maleneinheitsbindel N der Immersion hat fiir p € M die Fa-
ser Np i= fe € Tf(p)sn|<e,f*(CpM)> < 0 und <e,e> =1 }.
Fir p € M ist die Faser eine SD-Mm-1  fiir p ¢ M eine abge-
schlossene (n-m)dimensionale Halbsphére.*)

Die Nahtstelle zwischen beiden Teilen ist ein Teil-
biindel N < N liber ?M mit der Faser
(2.1) ﬁp = {e ¢ Npl <e,f*(CpM)> = ? }. .

N ist (n-1)dimensionale,in N C"—,sonst C -Mannigfal-
tigkeit.N ist (n-2)dimensionale Cm-Mannigfaltigkeit.

(2.2) n: N » R
Abbildung,welche die Normale,als Vektor des R

bezeichne die (in N Cl-,sonst c’-)
n+l gesehen,
zuweist.Diese Abbildung ist fasernweise eine Einbettung.

Wir bemerken hier,daR N bei spateren Integrationen ausge-
nommen wird,da wir hierauf die Lipschitz-Killing-Krimmung

nicht definieren.

* 3
) Fiir m=n ist die Faser iiber M leer;N ist dann das
duBere Normaleneinheitsbiindel von dM bzgl.M.
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6 TEUFEL

Um iiber M\N integrieren zu konnen,benstigen wir eine Volu-
menform.
Zundchst ist fir jedes e ¢ M\N, X,Y ¢ TN durch
gy(X,Y) = <(fem) (X), (fom),(Y)> + <n;(X),n;(Y)>
(* ist dabei die nachfolgende orthogonale
Projektiog auf Tn(e)(n(Nn(e))) )
ein Skalarprodukt auf N\N gegeben.
Die positive Definitheit gilt wegen:gN(x,X)=O =» X¢ Ker ni
und Xe Ker(fem), = Xe Ker nj und X¢ Ker =n,,da f Immersion;
d.h. X ist tangential zur Faser Nn(e) und weil n die Faser
einbettet folgt X = O.

Da (fom) (T N) [n(Nn(e))] kénnen wir auch schreiben
(2.3)  gy(X,¥) = <(£:m),(X) + ni(X), (£:7),(Y) + ny(Y)>

Damit ist M\N riemannsche Mannigfaltigkeit und wir
erhalten die gewiinschte Volumenform y auf N\N fir Yi,00e
.,Yn_1 € TeN durch

(2.4) pu(¥q,...,Y, 1) = [n(e),2(n(e)), (£fom) (¥ )+ny(¥,), ..
oy (Lom) (Y _)4ni(Y, D],

denn die ersten beiden Vektoren sind orthonormiert und

stehen senkrecht auf den restlichen,da auf N die Identi-

tditen <n,fen> = 0 bzw. <n,n> = 1 bestehen.

Da Rn+1 orientiert ist,istydurch y auch N\N orientiert.
Flir spitere Rechnungen ist es vorteilhaft,eine spe-~

zielle Karte einer Umgebung um e zu wédhlen.Entsprechend

der Aufspaltung in (2.3) bestimmen wir Yiseeen¥ der

Reihe nach in Ker nj und Ker(fem),.Uber ft bzw.bﬁ ist
dimKer nj = (n-1)-(n-m-1) bzw. (n-1)-(n-m),da n die Fasern
von N einbettet,weiter ist dimKer(few), = n-1l-m bzw.n-m,
da f Immersion;auBerdem ist Ker n: N Ker(fem), = O,da &N
definit;nach dem Dimensionssatz konnen wir demnach Yl"'
-,Y,_, als Basis von T N wihlen.Nun ist Ker n; orthogonal
zu Ker(fon)*,Qa (fom) (T N) 4 [n(N“(e

mieren in beiden Teilen erhalten wir also schlieflich die

))];durch Orthonor-~

folgenden Eigenschaften:
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TEUFEL 7

W(¥q,eee, ¥ ) =1,
(me(¥;), o 00, me(¥, )} ist ON-Basis von T_ . M,n(e)clt
bzw. {1, (Y;),...,m, (Y, _;)} ist ON-Basis von Tr(e) Mo
n(e) € oM ,
(Y, 1)s---»ne (Y, 1)} ist ON-Basis von
Th(e) BNy (ey)) mle) € i
bzw. {n, (Y ),...,n, (Y )} ist ON-Basis von
Thee) (RN () nle) € oM.

(2.5)

(2.6) gl,...,gn_l seien Koordinateneiner solchen Karte
einer Umgebung von e in N\N,daB in e gerade die-g—T s e
"jL?Fﬂf den Y,,...,Y , entsprechen. o8

2§

Um die Lipschitz-Killing-Krimmung definieren zu kén-
nen,betrachten wir flir ein festes e € N\N ein Normalenfeld
s: Mo N mit mes = idy und s(n(e)) = e.Die kovariante Ab-
leitung von s lidngs f in s™ mit nachfolgender orthogonaler

Projektion auf T )M bzw. Tn(e)OM liefert den nur von e

abhidngenden Zweizéﬁ Fundamentaltensor der Immersion als

lineare Selbstabbildung

S(e): Ty ()M = T (M fur m(e) ¢ M bzw.

S(e): Tn(e)bM > Tn(e)bM fiir n(e) € M der Tangentialrag—

me ).

Die Determinante

(2.7) G(e) := [S(e)|

heiBt Lipschitz-Killing-Krimmung ).

(G(e) ist C —Funktion in NM\K.)

Da dim N < dim N koénnen wir zusammenfassend definieren:

DEFINITION 2.1: Ist f: M -» S™ Immersion,dann heiBen,sofern

die Integrale existieren,

‘1 .
(i) tk(f) := ——— [ G(e) p Totale Kriimmung
[s"1]  WF

von f bzw.

) vgi.EG],S.lOS

) vgl.[5]),S.11
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8 TEUFEL

(11) tak(f) 1= —a—— [ |G(e)| u Totale Absolutkrim-
[sTTT] M\E
mung von f.
(lSn'll ist dabei das gewdhnliche Volumen der Einheitssphi-

re Sn_l fond Rn.)

Wenn M kompakt ist,dann ist auch N kompakt.Im Falle
M # @ kann f nach Vereinbarung iber differenzierbare Ab-
bildungen auf berandeten Mannigfaltigkeiten in 1.A iiber
?M fortgesetzt werden;daher ist G(e) bzw.|G(e)| auf a1
integrierbar.Da n-l(bM)\ﬁ Teil des kompakten Normalenein-
heitsbiindels der Immersion fleist,ergibt sich auch hier
die Integrierbarkeit.Insgesamt gilt

SATZ 2.1. Ist £: M -» s© Immersion,Mkompakt,dann existieren
die Integrale tk(f) und tak(f) und haben endliche Werte.

3.Die _differentialtopologische Totale (Absolut-)
Krimmung TK(f) bzw. TAK(f)

TK(f) bzw.TAK(f) definieren wir als Mittelwert der
Anzahl kritischer Punkte iliber der Menge der durch f: M-S
definierten Hohenfunktionen - gewichtet mit (—1)k (k=In-
dex) bzw. nicht gewichtet -.

Eine Hohenfunktion auf S™ ist durch einen orientier-
ten Grofkreis als "HohenmeBlatte" und die dazu senkrech-
ten, totalgeoddtischen Hypersphidren als "Niveauflidchen'ge-
geben.

Die Niveauflichen einer Hohenfunktion iiberdecken die
s™ nicht einfach,wir miissen den Schnitt aller Niveaufla-
chen untereinander in Form einer totalgeodidtischen Sn_z
als "Ausnahmegebiet" bei der Festlegung des Definitionsbe-
reichs der Hohenfunktion herausnehmen.

Zunidchst jedoch parametrisieren wir die Menge der
Hohenfunktionen und versehen sie mit einer bewegungsinva-
rianten Volumenform.Diese ist die Menge der orientierten
GroBkreise der S - Rn+1

2-dimensionalen Unterrdumen des R

;sie entsprechen den orientierten
n+1.Letztere Menge G(2,n+1)
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TEUFEL 9

fassen wir als 2-fache Uberlagerung der GraBmannmannigfal-

tigkeit G(2,n+1) der unorientierten 2-dimensionalen Unter-

raume des Rn+1 auf.

Mit Hilfe der auf 8(2,n+1) existierenden bewegungsin-
varianten Metrik (s.[10]) ist dies eine 2(n-1)dimensionale
kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit.

Wir beschreiben die Metrik in einer uns spiter aus-

reichenden Form.Ein beliebiges s ¢ E(2,n+1) sei durch das

n+1

orientierte 2-Bein {sl,sz} des R gegeben.Wegen n > 2

finden wir eine positiv orientierte ON-Basis {sl,sz,es,..
n+1

n+1! des R .

Dann liefert die Zuordnung

13 in+1 23 2n+1
[s+u egt..+u e 17 Sotu Tegt..tu en+1]
(3.1) € G(2,n+1)

—b 1 -
(u13,..,u n+1’u23’..'u2n+1) ¢ Rz(n 1)

—

eine Karte einer Umgebung von s in G(2,n+l); s selbst hat
verschwindende Koordinaten.

Die Koeffizienten der bewegungsinvarianten Metrik in
s bzgl.dieser Karte sind dann

*
(3.2) g,g(0) = by 5 @,B € {13,..,1041,23,..,2n41} )

B
Die orthogonale Automorphismengruppe O(n+l) des Rn+1

operiert differenzierbar und transitiv auf E(2,n+1).Die

isotrope Untergruppe bzgl.s liefert alle Darstellungen von

s durch orientierte 2-Beine des Rn+1

,wobei ihre mit Karten-
wechseln nach (3.1) verbundenen Elemente den Tangential-
raum von 8(2,n+1) in s orientierungserhaltend abbilden.
Daher wird 8(2,n+1) orientiert,indem wir die natiirliche

Basis {Q—Tg,..., bzgl.Karten (3.1) als positiv
u

o
orientiert festlegen.

SwTTS1
bu2n+

In einer solchen Karte ist nun durch die riemannsche
Metrik (3.2) eine bewegungsinvariante Volumenform

*) s.[10],Formel (33)
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10 TEUFEL

(3.3) n( iL———,..., 9—————-) = 1 in s gegeben.
bu13 bu2n+1

Jetzt beschreiben wir eine Hohenfunktion auf S und M:
Ein beliebiges s ¢ 6(2,n+1) sei durch das orientierte

n+1

2-Bein {sl,sz} des R gegeben;{sl,sz,ea,...,en+1} sei

positiv orientierte ON-Basis des Rn+1.

Die "HohenmeBlatte'" [sl,sz] n s™ werde positiv durchlaufen.

DEFINITION 3.1. (i) Fur jedes h ¢ [sl,sz] n s® heiBt
= n .
N (n) := {xes | x ¢ [h,e3,...,en+1] n s"} erweiterte
Niveaufldche von s zur Héhe h;
L. Al n _
(i1) A  := [e3,..,en+1] n s

N N_(h)
he[sy,s,]ns"  °
heit Ausnahmegebiet zu s.

ﬁs(h) ist eine totalgeodidtische Hypersphire durch h,die

senkrecht zum GroBkreis [sl,s2]nsn liegt und von A_ in 2

Zusammenhangskomponenten zerlegt wird;daher definieren

wir weiter:

(1i1) N_(h) := { x € K_(h) | x liegt in der gleichen Zu-

sammenhangskomponente von
Ns(h)\As wie h }

heit Niveauflidche von s zur Hohe h.

Die Niveauflidchen iliberdecken zusammen mit dem Aus-
nahmegebiet die s™ einfach.

DEFINITION 3.2. (i) Die durch xp h mit x ¢ Ns(h) ege-

s " s} n
bene Abbildung h_: ST \Aj - [sy,s,1n8

heift Hohenfunktion zu s;

S, cxtS L45,-1/2 LS

Es ist hs(x) = x*%e<x*®,x
nale Projektion auf [sl,sz] im R
wir die differenzierbare Abhédngigkeit der Hohenfunktion

,wobei
n+1

die orthogo~-
ist.Hieraus ersehen

sowohl von x als auch von s.

(i1) Ist weiter f: M - S" Immersion,dann heiBt die durch
P -~ hs(f(p)) - definierte Abbildung
ngef: ME71(A)) b [sy,s,]ns”™ durch h_ induzierte
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TEUFEL 11

Hshenfunktion auf M.

Ist wegen M f—l(AS) der Definitionsbereich die leere
Menge,dann sprechen wir formal auch von einer Funktion
hsof,da sich zeiEen wird,daB dieser Fall nur in einer Men-
ge vom MaB O in G(2,n+1) auftritt.

Die Werte von hs°f liegen auf dem orientierten GroB-
kreis [sl,sz]nsn,lokal liegt also eine Abbildung in R vor,
und wir koénnen den Begriff des kritischen Punktes verwen-—
den.Dies fihrt zur

DEFINITION 3.3. Ist f: M -» s" Immersion,dann heifen
die Mittelwerte
1

(1) TK(f) 1= —————— [ B(hgef) n
[G(2,n+1)| G(2,n+1)
differentialtopologische Totale Krimmung von f bzw.
(ii) TAK(f) := —1 / B(h o) 7
[G(2,n+1)| G(2,n+1)
differentialtopologische Totale Absolutkriimmung von f.

(1(2,n+1)| ist dabei das Volumen von G(2,n+1) bzgl. Ne)

Die Definition ist vorerst nur sinnvoll,wenn die In-
tegranden fast uberall auf G(2,n+1) definiert und inte-
grierbar sind.Im ndchsten Abschnitt sehen wir,daB fiir
kompaktes M beides zutrifft.

4. Existenz von TK(f) bzw.TAK(f) sowie
Gleichheit mit tk(f) bzw.tak(f)

Um einen Uberblick iiber alle Hohenfunktionen samt
ihren kritischen Punkten zu bekommen,betrachten wir zu je-
dem Element des AuBeren Normaleneinheitsbiindels der Immer-
sion f: M » s diejenige totalgeodédtische Sn_l,die im Ba-
sispunkt senkrecht zur Normalen verliuft,als Faser eines
Sphiarenbiindels iiber dem AuBeren Normaleneinheitsbiindel.

Nur die Hoéhenfunktionen,deren '"MeBlatten" senkrecht
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12 TEUFEL

auf dieser Sn—1 stehen,besitzen eine erweiterte Niveau-
fliache (ndmlich Sn_l),die im Basispunkt senkrecht zur Nor-
malen verlduft.Variieren wir die duBeren Normalen des Ba-
sispunktes,dann erfassen wir so alle Hohenfunktionen,die
im Basispunkt méglicherweise kritisch sind.Wir miissen dann
Jjedoch noch beachten,da der Basispunkt degeneriert kri-
tisch sein oder nicht im Definitionsbereich der Héhenfun-
ktion liegen kann.

Im einzelnen sei f: M - Sn Immersion.Fiir alle e ¢ N
ist durch den Schnitt des orthogonalen Komplementes von

n+l it s® eine totalgeodatische sh1

n(e) im R gegeben,
die wir mittels lokalen Darstellungen zu einem Sphiren-
bindel SN iiber N verkleben.

Wir gehen dazu von einer offenen Karteniiberdeckung
gUa}aeA von N aus,wobei fir jedes acA eine in U, differen-
zierbare,positiv orientierte Orthonormalbasis {n(e),eg(e),.
"’eg+1(e)}'e€Ua gegeben ist.(Eine derartige Uberdeckung
existiert wegen der Differenzierbarkeit der Abbildung n
und der Differenzierbarkeit des E.Schmidt'schen Orthonor-
malisierungsverfahrens.)(Bei der Differenzierbarkeit ist
zu beachten,dal in N < N nur Cl—Differenzierbarkeit vOor-—
liegt.Dies ist jedoch fiir das Folgende nicht wesentlich.)

Weiter sei eine Einheitssphire Sn_1 - R™ durch ihre
Punkte mit den Koordinaten (sz,...,sn 1) bzgl.einer Ortho-

normalbasis des R" gegeben.

Fir jedes acA betrachten wir die Kartenabbildungen

5.: U x s™1 L N ,die durch
a ‘o o
2 n+1 2 «a n+l _«
(e,(syseeess, )) » spege) + oo + 5.7 e ()

gegeben sind.
Fur jedes Indexpaar (a,B) € A x A mit U  n UB + @
ist namlich
-1
65 &

differenzierbarer Kartenwechsel mit der Darstellung

n-1 n-1
o » (U, N Ug) x 8,

o ¢ W n Uy xS
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TEUFEL 13

n+l

sg = .Z) cg(e)g sg , i=2,...,n+1l ,wobei gilt:
Jj=
n+1l .
eg(e) = 2 cg(e)g eg(e) , 1=2,...,n+1,
j=2

6§1°6 ist Isometrie des 2-ten Faktors.
Fir jedes Indextripel (a B,y) € AxAxA mit U nUBnUY @

gilt in UanUBnU7 : (5 aB) (6B o) = 57 °5a

Dadurch ist das §pharenbﬁndel SN iliber N mit Projek-
tion ¢§: SN -» N definiert,denn das lokal triviale Biindel
{U * Sn 1} fiigt sich zu dem globalen Blindel SN zu-
sammen. )

EA

Bezeichnet filir jedes a € A

t U by Sn -1 - Sn die durch

o
n+1
o

(4-1) (e,(si,...,s:+1)) s2e3(e) +...+ shtlel (o)
definierte,differenzierbare Abbildung,welche fiir jedes

e ¢ Ua eine Isometrie des 2-ten Faktors ist,dann filigt sich
{ta}aeA zu einer globalen differenzierbaren Abbildung

t: SN » S8 zusammen,welche fasernweise eine Einbettung ist.

Nach Konstruktion ist filir beliebiges e ¢ N
n(e) & t(SNe),daher ist t(SNe) diejenige totalgeodidtische

sh-1 c S",die £(M) in f(mn(e)) senkrecht zu n(e) berihrt.

SN ist 2(n-1)dimensionale Mannigfaltigkeit (iiber N
nur Cl—,sonst c’-differenzierbar).

(4.2) Sk := w_l(ﬁ) ist (2n-3)dimensionale abgeschlosse-
ne Untermannigfaltigkeit von SN (vgl.(2.1)).

Fiir spitere Integration bendtigen wir eine Volumen-
form auf SN\SN;diese erhalten wir lings den Fasern aus der

gewohnlichen Volumenform der durch t eingebetteten Sn"1 c

c RA*1 und mittels der ausgezeichneten Volumenform _ auf
der Basis NM\FN (vgl.(2.5)).
Fir x € SN\SN , Ay,...,A ;€ Tt(x)(t(SNw(x))) ist

e v———

*
) vgl.[4],5.94
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14 TEUFEL

¢ durch
(4.3) o(Ay, .08, ) = [n(y(x)), t(x),Ay,...,A 4|

gegeben,womit dann t(SN )) orientiert ist.

¥ (x
Damit erhalten wir die gewiinschte Volumenform ic auf

SN\SN fiur x ¢ SN\SN und Zl""’ZZ(n—l) € T,SN durch

1 Z)sign( ..2(n-1) )

(4.4) (Z4,..,2 ) = ——
Mot 2(n-1) ((n-1)1)2 11-+ig(p-1)

U aZ; Dyeee, b2y D) eo(t3(Z; ), .., t5(2, ))
H \"* 11 ‘J}* ln_l o * 1n * 12(1’]—1)

(* ist dabei die nachfolgende orthogonale Projektion auf

n+1
Tt(x)(t(SN ))) im R ).

y(x
Filir spdtere Rechnufigen widhlen wir wieder eine spezi-
elle Karte einer Umgebung von x in SN\SN : Entsprechend
. N . . L
(4.4) wihlen wir Zl""’zz(n—l) der Reihe nach in Ker tj
und Ker {,.Dies liefert eine Basis,denn dim Ker y, = n-1=
= dim Ker t; und Ker t. N Ker ¢, = O,da fiur X ¢ Ker y,
gilt: X ist tangential zur Faser,also t;(x) = t,(X) und
da t Fasern einbettet ist t;(X) = O genau fir X = 0.Da
die Kerne O-dimensionalen Schnitt haben konnen wir in den

einzelnen Teilen die Basis dann so bestimmen,daB gilt:

£ £
*(Z ) =0,..., *(Zn 1) = 0 und

(4 5) \v*(zl)— 1;-0°,¢*(Zn 1)‘ n-1 wie in (2-5) sowie
) V(2 = ,...,q,,,(zz(n 1)) =0 und

o(t*(Z ),.ve,t *(ZZ(n 1))) = 1.

Aus (4.4) ergibt sich jetzt “0(21""zz(n_1)) =1
daher ist po nicht die Nullform und SM\SN ist damit orien-
tiert.

(4.6) 51,---.€

solchen Bindelkarte einer Umgebung von x in SM\SKN,daB in

S o) o)
x die T+ " 3(n-1) den Zl""’zz(n—l) entsprechen,

[]4 14
x selbst habe dabei verschwindende Koordinaten.

2(n-1) seien schlieBlich Koordinaten einer

Um den Zusammenhang zwischen Hohenfunktionen und ihren

132



TEUFEL 15

kritischen Punkten zu studieren,machen wir die
DEFINITION 4.1. Ist £: M » s" Immersion,dann ist eine
Abbildung v : SN » G(2,n+1) durch

x b [n(y(x)),t(x)] definiert;
der GroBkreis [n(w(x)),t(x)]ns“ werde in positivem Sinn
durchlaufen.

Bezeichnet SN' := {x € SN |<f(m(y(x))),t(x)> >O}c SN,
dann beschreibt vISN+ den Zusammenhang zwischen den Ho6-
henfunktionen und ihren kritischen Punkten:

SATZ 4.1. Ist £f: M -» s Immersion,dann gelten:
(1) Zu jedem kritischen Punkt P von h of,s € G(2,n+1)
gibt es genau eln x € SN* mit n(w(x))—p und y(x)=s.
(ii) Fir jedes x ¢ snt ist n(y(x)) =: p kritischer
Punkt von h_°f,s := v(x).

Beweis:

zu(i): p sei kritischer Punkt von hs°f mit kritischer
Hoéhe h := hs(f(p)) und berihrender Niveaufliche Ns(h).Es
existiert ein eindeutiges h; € s so,daB [hy,h] n s die
HéhenmeBlatte von s darstellt.

Wir betrachten das Gradientenfeld grad hS langs Ns(h).
grad hs(h) ist negatives Vielfaches von h1 und dies gilt
auch in f(p) fiir grad hs(f(p)).Da Ns(h) f(M) in f(p) be-
rihrt,existiert fir p ¢ M ec¢ Np eindeutig mit n(e) = hy
Fiur p ¢dM gilt <grad h (f(p)) c M> O,weil p nicht
(-~)-kritisch ist (Vgl 1 c.), also ist <h CpM> < O;damit
ist h1 duBere Normale und es existiert auch hier e ¢ Np
eindeutig mit n(e) = h,.

Nach Konstruktion von t existiert weiter x ¢ SN; ein-
deutig mit t(x) = h

Damit gilt (i),denn es ist n(y(x)) = p und v(x)=[h1,h]=s.
(ii) folgt direkt durch Umkehrung obiger Schliisse.
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16 TEUFEL

> grad hy(h)

O

Bezeichnet AS(f), := {s ¢ 8(2,n+1)|hs°f ¢ @(M\f—l(As))}
(vgl.(1.1)),dann ist nach Satz 4.1 fiir jedes s ¢ G(2,n+1)\
\AS(f)1 die Anzahl Urbilder v_l(s) n snt gerade die Anzahl
kritischer Punkte von hs°f.

Das Verhalten dieser Anzahl in Abhidngigkeit von s er-
gibt sich mjit folgender Anwendung des Satzes Uber impli-
zite Funktionen.

Es bezeichne AS(f)2 1= v(sN).

HILFSSATZ 4.1. Ist f: M » s© Immersion,dann gilt fiur
jedes s ¢ 8(2,n+1)\AS(f)2:
Ist p € M nicht-degenerierter kritischer Punkt von h_ef
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vom Index k,dann gibt es Umgebungen U von p in M fir peM
bzw.in M fir p € oM,V von s im G(2,n+1) so,daB fir alle
s' € V h,,°f in U genau einen kritischen Punkt besitzt
und dieser ist nicht-degeneriert vom Index k.

Beweis: Im kartesischen Produkt U x V zweier Kartenumge-
bungen U von p in M bzw.in oM und V von s in 3(2,n+1) be-
trachten wir den Gradienten von hs°f in seiner differen-
zierbaren Abhdngigkeit (vgl.Definition 3.2) von den m bzw.
m-1 Koordinaten von M bzw. M und von den 2(n-1) Koordi-
naten von 8(2,n+1).Dabei seien U und V bereits so einge-
schrankt,daB U fir alle s' € V im Definitionsbereich von
h ,of liegt.In (p,s) selbst verschwindet der Gradient.
Die Matrix der partiellen Ableitungen des Gradienten nach
den Koordinaten von M bzw. dM ist gerade die Hessematrix
von hs,°f und in p daher regulidr,da p nicht-degeneriert ist.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert,
evtl.nach Einschridnkung der Umgebungen eine differenzier-
bare Funktion p: V » U wobei fir alle s' ¢ V der Gradient
von hs,°f in U genau im Punkt p(s') verschwindet.

Wegen der stetigen Abhidngigkeit der Eigenwerte der
Hessematrix *) erreichen wir durch erneutes Einschrinken
der Umgebungen,daB die Punkte p(s') nicht-degeneriert und
vom Index k sind sowie im Falle p ¢ ?M nicht (-)-kritisch
werden,da p nicht (-)-kritisch und s ¢ AS(f), ist. O

Wir setzen AS(f), := {s ¢ %(2,n+1) |es gibt mindestens ei-
ne erweiterte Niveauflidche ﬁs(h),die £(M)
oder f(2M) in einem Punkt aus f(M)nAS be-

riihrt }.

(Bemerkung zu Definition 3.2 (ii): Fur M\I—l(AS) =@ ist
s € As(f)s,da jede erweiterte Niveauflidche von s As und
somit £(M) enthdlt.)

Weiter bezeichne AS(f) := AS(f)1 U AS(f)2 U AS(f)B,
dann folgt mit Hilfssatz 4.1:

¥y vegil.l12],5.120
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HILFSSATZ 4.2. Ist £: M » s" Immersion,M kompakt,dann gilt:
Die Funktionen B (vgl.(1.2)): G(2,n+1)\AS(f) » Z U {* =}
haben endliche Werte und sind lokal konstant.

Beweis: Fiir ein beliebiges s € G(2,n+1)\AS(f) zeigen wir
zunidchst,da hs°flﬂ\f_1(As) nur endlich viele kritische

Punkte besitzt.

Durch indirekten Beweis erhalten wir die Existenz ei-
ner offenen Umgebung U von f—l(AS) U oM in M,so daB in U
keine kritischen Punkte von hs°f|ﬁ\f'1(As) liegen:Denn
andernfalls gibe es eine gegen f—l(A ) U M konvergieren-
de Folge {Ul}leN,wobei Jedes U; einen kritischen Punkt
Py € M der betrachteten Funkt1on enthdlt.Die Hohe von Pi
sei h; und NS(hl) berithre £(M) in f(pl) senkrecht zu n(el),
e; € Npi.Wegen der Kompaktheit von N und der HohenmeBlat-
te seien diese Folgen o.B.d.A. konvergent,also e; > e,
n(ei) =p; » n(e) =: p € r-l(As) U oM und hi - h.Wegen
der stetigen Abhingigkeit der erweiterten Niveauflidchen
von der Hohe,beriihrt ﬁs(h) £(M) in f(p) senkrecht zu
n(e) .Dies wdre ein Widerspruch zu s ¢ AS(f),denn fiir
p € f'l(AS) widre s € AS(f)3 und fiir p € dM wdre wegen
e ¢ ﬁp s € AS(f),.

Es existiert also eine solche offene Umgebung U,und
alle kritischen Punkte von h °IIM\I_1(A ) liegen in der
kompakten Menge M\U;sie sind im iibrigen wegen s é AS(f)1
nicht-degeneriert,also isoliert,und insgesamt ist daher
ihre Anzahl endlich.

Dieselbe Argumentation auf dem Rand dM liefert die
endliche Anzahl kritischer Punkte von h_cf auf bM\f'l(As)
und damit die Endlichkeit der Werte der Funktionen B.

Zum Bewels der lokalen Konstanz betrachten wir zu den
endlich vielen kritischen Punkten von hs°f|ﬁ\f—1(AS)
{(o.B.d.A. disjunkte) Umgebungen,die nach Hilfssatz 4.1 zu
einer (o.B.d.A. gemeinsamen) Umgebung V von s in 5(2,n+1)
gehoren.Das komplement W dieser Umgebungen in M enthalt
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nach Konstruktion keinen kritischen Punkt von hs°flﬁ\f_1(A )
und auch keinen von hg flM\f’l(A y {fir alle s' € V nach
evtl.Einschridnkung von V Sonst ha¥te man eine Folge S-S
mit zugehérigen kritischen Punkten Py € W mit Hohe hi und
£(M) in f(pi) senkrecht n(ei),ei ﬁ Npi,berﬁhrende Nsi(hi)‘
Wegen der Kompaktheit von N und S seien diese Folgen
0.B.d.A. konvergent,also ey » e, n(e ) = p; = n(e) =: p,
h, » h und N (h) beriihrt dann f(M) in t(p) senkrecht zu

. de
n(e).Die krltlschen Punkte von h flM\f—l(A ) liegen Je—

in obigen Umgebungen,also wire p € f (AS) U oM und dies
ist im Widerspruch zu s ¢ AS(f) (vgl.l-ter Teil des Be-
weises).

Fir alle s' € V liegen somit alle kritischen Punkte
von h .flﬁ\f_l(A ) in den Umgebungen nach Hilfssatz 4.1

und daher sind die Funktionen sk lokal konstant
Die gleiche Argumentation gilt fiir Bk und daher sind
alle Funktionen B lokal konstant. O

Die Abbildung vy (vgl.Definition 4.1) wird uns -dhn-
lich wie die GauBlsche Normalenabbildung im Falle von Im-
mersionen in R - erméglichen,durch Substitution in den
Integralen tk(f) bzw. tak(f) die Gleichheit mit TK(f) bzw.
TAK(f) zu beweisen.Wir berechnen daher die Volumenver-
zerrung von y:

SATZ 4.2. Ist f: M » S” Immersion,dann ist v in SN nur cl-
sonst C”-differenzierbar und fir die Volumenverzerrung in
x ¢ SN\SK gilt:

vin = <t (§(x))), t(x)>+1G(y(x)) o
bzw. fiilr die Betrige:

vl = |<E(R(y(x))), t(x)>]+ |G(y(x)) | po
(vgl.(3.3),(2.7),(4.4)).
Beweis: Fiir ein festes X, € SN sei
(4.7)  {n(y(x,)),t(x),e3,...,€

n+1! eine positiv orien-

137



20 TEUFEL
tierte ON-Basis des Rn+1.
Wir wdhlen eine Karte einer Umgebung von v(xo) in G(2,n+1)
gemdR (3.1) mit der Basis (4.7) sowie eine Biindelkarte x
einer Umgebung von x  in SN gemiB (4.6).

In diesen Karten bestimmen wir die explizite Darstel-
lung von v.
In einer Umgebung von O = x(x_) wird v(x_l(g)) durch das
Vektorpaar {n(w(x—l(g))),t(x— (g))} bestimmt.
Um die Koordinaten von v(x_l(g)) zu bekommen,berechnen wir
das dazu dquivalente Vektorpaar,dessen erste beiden Kompo-
nenten wechselseitig 1 und O sind.Dies geschieht durch
lineares kombinieren und wir erhalten:

-1
. <n(y(x “(€))),e.> -
ull(g) - ¥ g i

<nCp(x"1(8))),ny(x, > -

-1
<n(y(x77(8))), t(x,)>
- w_l : > . <t(x"1(8)),e;>
<t(x7T(8)), t(x,)>

-1
<n(y(x “(g))),t({x_ )> -

- — o« <t(x"1(g)),n(y(x,))>
<t(x"7(8)), t(x,)>

(4.8) t(x~1(e))
. < X ,e.> -
u21(§) _ g i

<t(x"1(g)), t(x)> -

<t(x"1(g)),n(y(x,))> 1
- =1 . <n(¢(x (g))),ei>
<n(y(x"1(8))),nCu(x,))>

-1
<t(x 7(g)),n(y(x))> _

- — . c <1, txy)>
<n(y(x"1(8))),ny(x,))>

fur jeweils i = 3,...,n+l
Aus dieser lokalen Darstellung ergibt sich zunidchst
die Behauptung iiber die Differenzierbarkeit von v.
Fiir die Berechnung der Volumenverzerrung sei nun spe-
ziell x € SN\sN:
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Wir berechnen mit (4.6) po(zl,...,zz(n_l)) = 1 und mit(3.3)
*
v n(Zl,---,Zz(n_l)) = ﬂ(V*(Zl)y-":V*(Zz(n_l)» =

1i 21
=?J(u , utt ) R b13"""&"§—_1_)=
b(gl’“"gz(n—l)) U du (n-1)
a( uli s u2i )
= i =3,¢.-’ 1-
o(el,... 520y i

Es genligt also,die Funktionaldeterminante von (4.8)
im Punkte § = O zu bestimmen.Dies tun wir in zwei Schritten.
Zunichst sei g = (O,...,O,gn,...,gz(n_l)),wir vari-
ieren also nur die letzten (n-1) Koordinaten.Wegen der
Blindeleigenschaft der Karte (vgl.(4.6)) ist
n(w(x'l(g))) = n(y(x,)) und daher vereinfacht sich (4.8)zu
ull(g) =0
<t(x"1(£)),e;> i=3,...,n+1
<t(x(8)), t(x )>

Dann sind die partiellen Ableitungen nach den letzten
(n-1) Koordinaten in O:

1i
JE%f‘(O) = 0
0§ i=3,...,n+1

bUZi (0) = < b(t°x_1)(o) 6. > 1=n,...,2(n-1)

= e ———— ’ .

2T ot *
Aus den ersten Gleichungen folgt,daRB im oberen rechten
(n-1)x(n-1)-Kasten der Funktionalmatrix in O die Nullma-
trix steht.
Die letzten Gleichungen kénnen auch in der Form

2i
du X oY =
EET__(O) = <t*(Zl),ei> = <t*(Zl),ei> (i=3,...,n+1;1=n,..
y3+2(n=1) ) geschrieben werden und mit (4.7) ist dann die
Determinante des unteren rechten (n-1)x(n-1)-Kastens der
Funktionalmatrix in O gleich

InCy(x)), t0x), 65(2) oo o, 632y _yy) | und damit
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gleich +1 nach (4.5) und (4.3).

Im zweiten Schritt geniigt es demnach,die Determinante
des oberen linken (n-1)x(n-l)-Kastens der Funktionalmatrix
in O zu berechnen.

Dazu sei g = (gl,...,gn—l,o,...,o),wir variieren also nur
die ersten (n-1) Koordinaten,

Fir die interessierenden partiellen Ableitungen von (4.8)
erhalten wir mit (4.7)

1i -1
du ) =< d(neyox 2(0) e.> i=3,...,n+1
H = p—
b§1 b§1 i 1=1,...,n-1
und nach (4.5) weiter
1i R
du - i=3,...,n+1
T(0) = <n,(¥),e;> 1=1,....n-1

[o14

Mit (4.7) ist daher die Determinante dieses Kastens und

damit die Volumenverzerrung gleich
In(w(xo)),t(xo),n*(Yl),...,n*(Yn_l)I,

und dies ist weiter gleich

(4.9) <f(u(w(xo))),t(xo)>'in(W(xo)),f(u(w(xo))),n*(Yl),-.
coem(Y, 1,

denn fir dim[n*(Yl),..,n*(Yn_l)] < n-1 verschwinden bei-
de Ausdriicke und fir dim[n*(Yl),..,n*(Yn_l)] = n-1 folgt
dies aus den Gleichungen

HnCe(x D), t0x ), n, (Y1), 0 yn (Y, D} {nCi(x))),
f(n(w(xo))),n*(Yl),--,n*(Yn_l)}| = <f(nm(y(x,))), t(x )>*
°l<n*(Yi),n*(Yj)>| (i, j=1,..,n~1) =
<f(n(¢(xo))),t(xo)>-In(w(xo)),f(u(w(xo))),n*(Yl),..-
--,n*(Yn_l)I2 *) ,die wegen der Identitit <fem,n> = O
auf N und daraus folgend <f(m(e)),n,(T N)> = O fir alle
e € N,gelten,

Nun sei n(y(x,)) € M (fur m(y(x,)) € oM gilt die ana-
loge Argumentation).
Es gibt in einer gewissen Umgebung von n(w(xo)) ein Ein-

*) { }+f | ist die Matrizenmultiplikation bzgl. < , >
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heitsnormalenfeld y durch w(xo) mit

y*(n*(Yl)) = Yl,...,y*(n*(Ym)) =Y.

Dies setzen wir in (4.9) ein und erhalten

(4.10) <f(n(¢(xo))),t(xo)>'|n(¢(xo)),f(n(W(xo))),(n°y)*
(n*(Yl)),..,(n°y)*(n*(Ym)),n*(Ym+1),..,n*(Yn_l)| .

Nun ist nach (2.5) {n(§(x)),f(n(y(x,))),f(m,(¥)),...

s T (my (Y )) 0y (Y 4),.0,n, (Y, _;)} eine ON-Basis des
Rn+1 die nach (2.4) positiv orientiert ist.
Die Determinante in (4.10) ist also gerade die Lipschitz-
Killing-Kriimmung G(w(xo)) (vgl.(2.7)).

Daher ist (4.10) und damit die Volumenverzerrung von
v gleich

(4.11)  <2(m(y(x,))), t(x)>1G(4(x )

und dies ist die erste Formel des Satzes.

Die zweite folgt aus der ersten. 0
SATZ 4.3. Es sei f: M - st Immersion,x € SNT,y(x) =: s ¢

§ AS(£), U AS(f)5 und e := y(x),p := n(y(x)),dann ist

(i) hess(hs°f)(p) = 2*S(e) , » > O ,d.h.der Zweite Funda-
mentaltensor ist positiv proportional zum Hessetensor

(ii) fir G(e) # O : sign G(e) = (_1)Index(hs°f)(p)
(vgl.Satz 4.1 (ii) ).

Beweis: Sei p € M (fur p € oM gilt die analoge Argumen-

tation).Wegen der Beschrinkung von s ist p ¢ f—l(As)

und e ¢ N.

Fir die Gradlenten von h of bzw. h gilt in beliebigem
Punkt q € M\f~ (A ) bzw. f(q) fir alle X ¢ TqM
<X,grad(hs°f)(q)> = <£,(X),f,(grad(h 1) (q))> =

= <f_(X),grad hs(f(q))>,also

f*(grad(hs°f)(q)) = grad hs(f(q))* = grad hs(f(q)) +

+ v(£f(q)) ,wobei * die orthogonale Projektion auf £,.(T™)
in TS™ bedeutet und v der negative Normalanteil von
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grad h_ bzgl. £, .(T™M) ist.

Damit berechnen wir in p fir X € T _M:
hess(hs°f)(p) = %Xgrad(hs°f)(p) =

700 T, () TulErad(ng ) (£(p)) ) =
= 17 (( Ve, (xy8rad h(£(p) )*)+f*((§f*(x)v(f(p)> ).

Nach Satz 4.1 (ii) ist p kritisch, f (X) berithrt also die
kritische Niveauflidche und damit verschwindet der erste
Summand bei der orthogonalen Projektion,da grad hS und
damit §grad hs immer senkrecht zu den Niveaufldchen sind.
Weiter ist f*(grad(hsof)(p)) = O,also v(f(p)) =

= - grad hs(f(p)) = pen(e) ,) > O (vgl.Beweis zu Satz 4.1);
der zweite Summand ist daher )sS(e)(X).Damit gilt (i),

(ii) ist direkte Folge von (i). O

HILFSSATZ 4.3. Ist f: M » sS" Immersion,M kompakt,dann
hat die Menge AS(f) das MaB O in G(2,n+1).

Beweis: Wegen AS(f), = v(sN) und

AS(f)3 = v({x € SN |<£(m(y(x))),t(x)> = 0}) haben beide
Mengen MaB O,denn y ist differenzierbar,dim SN=dimE(2,n+1)
und dim SK < dim SN,dim{x € SN |[<f(n(y(x))),t(x)> = O} <
< dim SN.

Weiter ist AS(f),\{AS(f), U AS(f)3} in der Menge der kri-
tischen Werte von v enthalten,denn der jeweils existieren-
de kritische Punkt jener Hohenfunktionen impliziert mit
Satz 4.3 (i) und Satz 4.2 die Degeneriertheit von y in
dem nach Satz 4.1 dazugehdrigen Punkt x ¢ sxt,

Nach dem Satz von SARD *) haben die kritischen Werte
von y MaB O in 6(2,n+1). O

Jetzt sind wir in der Lage,durch Substitution mittels

V’SN+ Folgendes zu beweisen:

*y vgl.[8],5.69;[2],S.58
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SATZ 4.4. Ist £: M - s" Immersion,M kompakt,dann existie-
ren TK(f) und TAK(f) und es gilt:

tk(f) = TK(f) ng tak(f) = TAK(f).
Beweis: Mit K := {x € SN\SF | G(y(x)) = 0} ist
(4.12) sN*=(sN"\v~1(as(£)))u((v1(as(£))\K)nsN* ) UK.

Die mittlere Menge hat wegen Hilfssatz 4.3 das MaB O,denn
entweder liegen ihre Punkte in SN oder v ist auf
(SN (SFUK) )Av~1(AS(£)) nach satz 4.2 regulir.
Fir die folgende Rechnung wird die erste Menge mit SN be-
zeichnet.

Nach Satz 4.2 gilt dann,falls das Integral der lin-
ken Seite existiert:

(4.13) [ <€(n(y(x))),t(0>G(4(x)) o = [ v'n .
SN sN
Wir betrachten zunidchst die linke Seite:
Da der Integrand auf K verschwindet und die mittlere Men-
ge von (4.12) MaB O hat ist dieses Integral gleich

] <f(m(§(x))),t(x)>G(y(x)) po .
SN+

Wir integrieren mit dem Satz von Fubini zuerst liber die
Fasern und dann iiber N und erhalten

[ G(e) ( / <f(n(y(x))),t(x)> 0 ) n .

N v~ L(e)nsn+
Das innere Integral ist unabhingig von {(x) = e das Volu-
men ISn—zl/(n—l) der (n-1)dimensionalen Einheitsvollkugel.
Die linke Seite von (4.13) ist also mit Definition 2.1

insgesamt
|sn—1I . Isn—zl

(4.14) tk(f)

n-1
und existiert hiermit nach Satz 2.1.

Jetzt betrachten wir das rechte Integral in (4.13):
Fir r = (ro,rl,...,rm) € Ny X...x N setzen wir

143



26 TEUFEL

W, := {s € G(2,n+1)\AS(f) IBo(hs°f) = TgseesBy(hgef)=r }.

Die Menge R := N_ X...x Ng ((m+1) Faktoren) ist abzidhl-
bar,sie sei abzihlbar angeordnet.

Nach Hilfssatz 4.2 ist {wr}reR eine offene Uberdeck-

ung von 8(2 n+1)\AS(f) m1t paarweise disjunkten Mengen.
Weiter sei U := (vls (W ).

{Ur} ist elne offene Uberdeckung von SN mit paarweise

TreR
disjunkten Mengen.

Fir re¢R bezeichne U; bzw. U; jene offenen Teile von Ur’
auf denen y orientierungserhaltend bzw.orientierungsum-
kehrend ist (vgl.Satz 4.2).

Mit (4.14) existiert auch das Integral der rechten
Seite von (4.13) und ist nach dem Satz von B.Levi *)
gleich
(4.1%) T [vo+ [V

€R U; UL
Mit Satz 4.3 haben die kritischen Punkte von h (x)of,die
ZU X € U gehdren geraden Index und jene,die zu
Ur gehdren ungeraden Index.
Mit Satz 4.1 ist demnach VIU; Uberlagerung von W,

mit derjenigen Anzahl Blédtter wie kritische Punkte von
h f von geradem Index vorhanden sind und vl - ist
v(x) Uy

Uberlagerung von W, mit derjenigen Anzahl Blidtter wie
kritische Punkte von hv(x)°f von ungeradem Index vorhan-
den sind **).

Daher erhalten wir aus (4.15) durch Substitution

(4.16) T [ B(hoot) m (,vgl.Definition von g
TeR W, in (1.2)).

Die gleiche Argumentation unter Verwendung der Be-

—g
x%) vel.[11],s.204
) .Es ist mdglich daB Ur oder Ur fiir gewisse rcR die lee-
re Menge ist;dann sprechen wir formal auch von einer
Uberlagerung VIU oder VIU .Die Blatterzahl ist
dann O.
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tragsmaBe des Satzes 4.2 liefert an Stelle von (4.14)

n-1 . n-2
IS 1-1S"™"| tak(f) wund an Stelle von (4.16)
n-1
(4.17) = [ B(hoof)m .
reR w

r
Nach Definition der Wr sind die Integranden in (4.17)

positiv konstant;damit erhalten wir mit dem Satz von B.Levi
aus (4.17) unter Beachtung von Hilfssatz 4.3

[ g(hgoef) mo = |G(2,n+1)|+TAK() (vgl.Def.3.3).
G(2,n+1)

Nach Satz 2.1 existiert tak(f) und ist endlich,nach
dem Bisherigen ist also auch TAK(f) endlich,die Reihe
(4.17) also endlich konvergent.(4.17) ist wegen |B| < 8
konvergente Majorante von (4.16),daher ist (4.16) konver-
gent und mit dem Satz von B.Levi gleich

[/ B(hoef) n = [|G(2,n+1)|TK(f) (vgl.Def.3.3).
G(2,n+1)

Insgesamt gilt also mit (4.13)

(n-1) +|G(2,n+1) |
Isn—ll . lsn—zl

tk(£f)

TK(L) und

(n-1) +|G(2,n+1) |
Isn—ll . Isn-zl

It

tak(f) TAK(L).

Der gemeinsame Faktor ist gerade 1,wenn wir |5(2,n+1)|
als Integral der Bewegungsdichte eines 2-dimensionalen
orientierten Unterraumes des Rn+1 berechnen . *) O
BEMERKUNGEN: 1) Nachdem auf R™+1
ben war,wdhlten wir Orientierungen auf N\N durch (2.5),
auf SN\SKN durch (4.4) in Verbindung mit (4.3) und auf
6(2,n+1) durch (3.3) ;dies und die Orientierung der Bilder

eine Orientierung gege-

von y in Definition 4.1 sowie die Beschrinkung auf SNt

*) s.[7],5.227;[13],Formel (12.35),S.203
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sind willkiirlich bzgl.des Vorzeichens.

n+1 mit dem Fak-

tor r>0 nach einer Immersion f: M - S" wirken,dann erhal-

2) Lassen wir die Streckung r+id des R

ten wir eine Immersion reidef: M -» S? in die Sphédre vom
Radius r.Die "differentialtopologischen"Integrale dndern
sich bei der Streckung r+id offensichtlich nicht,es gilt
TK(f) = TK(r:idef) bzw. TAK(f) = TAK(rsidef).

In den "differentialgeometrischen" Integralen veridndern
sich das Volumenelement des Normaleneinheitsbiindels mit

m-1 iber oM, jedoch die Lip-
(m-1)

dem Faktor r" iber M bzw.r
schitz-Killing-Krimmung mit r ™ tiber M bzw. r_
dM;demnach gilt tk(f) = tk(r+idef) bzw. tak(f) =

= tak(rsidef).

Die bisherigen Resultate gelten also auch im Falle von

uber

Immersionen in Sphiren mit beliebigem Radius.

3) Immersionen in vollstidndige,einfach zusammenhidn-
gende riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter positi-
ver Krimmung werden mit den bisherigen Resultaten erfaft,
da diese Mannigfaltigkeiten zu Sphidren mit geeignetem
Radius isometrisch diffeomorph sind (vgl.[6],5.216).

4) Das bisherige Ergebnis beinhaltet eine Beantwor-
tung des Problems 15 bei KUIPER [9].
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