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EINE DIFFERENTIALTOPOLOGISCHE BERECHNUNG DER 

TOTALEN KRUMMUNG UND TOTALEN ABSOLUTKRUMMUNG 

IN DER SPH~RISCHEN DIFFERENTIALGEOMETRIE 

Eberhard TEUFEL 

The aim of this article is to compute the total (absolute) 
curvature,i.e.the mean value of the (absolHte) Lipschitz- 
Killlng-curvature,of an immersion f: M , S of a compact 
manifold into the unit sphere in a differentialtopologi- 
cal manner.Through a generalization of KUIPERs treatment 
of immersions in Euclidean spaces it can be computed as 
the mea~ value of the number of critical points - weighted 
by (-i) K (k=Index) resp.not weighted - of certain functi- 
ons.These functions are the pullback via f of "level-func- 
tions",which are defined almost everywhere on sn.such a 
"level-function" is constructed by taking any oriented 
great circle as a "leveling-scale" and the orthogonal gre- 
at (n-l)-spheres as "level-surfaces". 
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2 TEUFEL 

im jeweils betrachteten Vektorraum. 

(Eventuell berandete)Mannigfaltigkeiten der Dimensi- 

on k sind hausdorffsch,von abz~hlbarer Basis und ansonsten 

lokal hom~omorph zu offenen Teilmengen eines abgeschlosse- 

nen Halbraumes des R k mit differenzierbaren Kartenwechseln. 

Differenzierbar auf einer abgeschlossenen Teilmenge 

des R k heist dabei:Einschr~nkung einer differenzierbaren 

Abbildung,die auf einer offenen Umgebung dieser abgeschlos- 

senen Teilmenge definiert ist. 

Wenn nichts anderes erw~hnt,heiSe "differenzierbar" 

i m m e r  C - d i f f e r e n z i e r b a r .  

A b b i l d u n g s v e r k n U p f u n g e n  s i n d  s t e t s  y o n  r e c h t s  n a c h  

l i n k s  a u s z u f U h r e n .  

�9 - - I . . .  b e d e u t e t  d i e  E i n s c h r ~ n k u n g , e t w a  e i n e r  A b b i l -  

d u n g , e i n e s  V e k t o r f e l d e s , I n t e g r a l e s  o . a .  

M a S - u n d  I n t e g r a t i o n s b e g r i f f e  v e r s t e h e n  w i t  im L e b e s -  

g u e s c h e n  S i n n e .  

B.Grundlegendes a u s  der D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e  

E s  s e i  X k e i n e  M a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  D i m e n s i o n  k , m i t  o d e r  

o h n e  R a n d  ~X.Dann  i s t  5X e i n e  ( k - l ) d i m e n s i o n a l e  u n b e r a n -  

d e t e  M a n n i g f a l t i g k e i t  u n d  X\SX = :  X e i n e  o f f e n e  k - d i m e n -  

s i o n a l e  M a n n i g f a l t i g k e i t .  

D a s  T a n g e n t i a l b U n d e l  TX v o n  X h a t  f u r  j e d e s  x 6 X e i n e  

z u  R k i s o m o r p h e  F a s e r  T x X , d e n  T a n g e n t i a l r a u m  i n  x .  

CX c TX i s t  d a s  T e i l b U n d e l  d e r  " n i c h t  n a c h  a u S e n  w e i -  

s e n d e n " T a n g e n t i a l v e k t o r e n . D i e  F a s e r n  s i n d  T a n g e n t i a l k e g e l  

u n d  f u r  x 6 X i s t  CxX = T x X , j e d o c h  f u r  x 6 5X i s t  CxX n u t  

ein abgeschlossenener Halbraum yon TxX. 

Ist Y eine weitere Mannigfaltigkeit und ~: X . Y eine 

differenzierbare Abbildung,~.: TX . TY die induzierte li- 

neare Abbildung, dann heist ~ Immersion,wenn ~ Uberall 

maximalen Rang besitzt.~ : o.(TX) . TX bezeiehne die 

Inverse zu ~.. 
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TEUFEL 3 

FUr das Folgende legen wir speziell lest: 

1) R n+l (n~2) sei orientiert und vermGge seinem Skalarpro- 

dukt < , > riemannsche Mannigfaltigkeit,da wir Tx Rn+l mlt 

R n+l identifizieren.v bezeichne die kovariante Ableitung 

des (trivialen) Levi-Civita-Zusammenhanges. 

2) S n := Ix E Rn+ll <x,x> = 11 = Einheitssph~re des R n+l 

ist vermGge der Inklusion S n c R n+l riemannsche,orientier- 

bare Mannigfaltlgkeit mit induzierter kovarianter Ablei- 

tung ~.Wir betrachten Tangentialvektoren an S nals Vekto- 

ren des R n+l und bezeichnen daher das induzierte Skalar- 

produkt in TS n auch mit < , >. 

3) M sei m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit m>O. 

4) f: M . S n sei eine Immersion.VermGge s ist M riemannsch 

mit induzierter kovarianter Ableltung $ in M beziehungs- 

weise ~ auf bM. 

C.Grundlegendes aus der Differentialtopologie 

Es  s e i  ~ :  X ~ Y d i f f e r e n z i e r b a r e  A b b i l d u n g  z w i s c h e n  

zwei Mannigfaltigkeiten mit bY = 2. 

x E X heigt kritischer Punkt von ~,wenn dort die in- 

duzierte lineare Abbildung ~ICX: CxX , T (x)Y nicht sur- 

jektiv ist 2). 

Ist nun speziell Y = R (oder wenigstens lokal diffeo- 

morph zu R),dann ist x E X kritischer Punkt yon ~,wenn ent- 

weder ~e(CxX) = O,~,(CxX) = R+ := IrERIr~O 1 oder ~,(CxX)= 

= R_ := IrERlr~O 1 ist. In den beiden letzten F~llen,die nur 

am Rande auftreten kGnnen,heigt x ein (+)-kritischer bzw. 

(-)-kritischer Punkt **). 

FGr kritische Punkte x E bX ist ~,(TxbX) = O und da- 

her x kritischer Punkt yon ~IbX. 

Im folgenden betrachten wir nur kritische Punkte,in 

denen ~,Icxdie Nullabbildung ist oder die (+)-krit.sind. 

~r v,lV'l" f t,s-22. 
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4 TEUFEL 

Die ~-Bilder kritischer Punkte hel~en kritlsche Werte 

yon ~.Ist X rlemannsch mit induzierter kovarlanter Ablel- 

tung ~ in X bzw. ~ auf bX und betrachten wir das Gradien- 

tenfeld grad~ yon ~l~ bzw.~lbX a l s  T a n g e n t i a i v e k t o r f e l d ,  
o 

dann ist durch die lineare Abbildung vgrad~: TxX ~ TxX f~r 
x E X bzw. ~grad~:.T~bX . )  TxbX f.r x EbX der Hessetensor 

hesse(x) gegeben 

Andererseits ist durch die Matrix der 2-ten partiellen 

Ableitungen von ~I~ bzw. ~IbX bez~glich einer lokalen Kar- 

te in X bzw. bX die Hessematrix gegeben **),die spezlell 

in kritischen Punkten tensorielles Transformatlonsverhal- 

ten zeigt,da ja dort die ersten partiellen Ableitungen 

der Darstellung yon ~ verschwinden. 

In kritischen Punkten stimmt die Koeffizientenmatrix 

des Hessetensors und die Hessematrix Gberein,da dort der 

Gradient von ~ verschwindet und daher Terme mit Zusammen- 

hangskoeffizienten im Hessetensor nicht auftreten. 

Der kritische Punkt x E X heiBt nicht-degeneriert, 

wenn hesse(x) nicht-degeneriert ist. 

Die Dimension des maximalen Unterraumes,auf dem die 

zu hess O(x) gehGrige quadratische Form negativ definit 

ist heigt dann der Index des kritischen Punktes x yon ~, 

Index~(x). 

Nach dem Lemma yon Morse liegen nicht-degenerierte 

kritische Punkte isoliert *~). 

Jetzt noch einige Bezeichnu~n: 

(I.i) ~(X) := IO: X , R[ ~ differenzierbar und ~ besitzt 

nur nicht-degenerierte kritische Punkte 1 

= Menge der MORSE-Funktionen auf X. 

(Anstelle yon K kann auch S I gesetzt werden,da beide R~u- 

me l o k a l  d i f feomorph sind.) 

vgl.f~ ***) vg l .  8 , S . 1 4 3 ; [ I ] , S . 1 4 2  
vg l .  8 , K a p . 6 , 1 . 1  
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TEUFEL 5 

W e l t e r  s e i  ~ E ~ ( X ) , k  E NU{O},dann s e t z e n  w i r  

~k (~ )  bzw.  ~ (~)  :ffi A n z a h l  d e r  k r i t i s c h e n  P u n k t e  

von  ~ m i t  I n d e x  k , d i e  i n  ~ bzw. bX l i e g e n  
o 

(1.2) ~k(~ ) := Bk(~) + ~(~) 
~(~) := ~ (-1)kSk(~) ~(~) := ~ ~k(~) 

k--O k=O 

2 . D i e  d i f f e r e n t i a l g e o m e t r i s c h e  T o t a l e  ( A b s o l u t - )  

KrGmmung t k ( f )  b z w . t a k ~ f ~  

D ie  D e t e r m i n a n t e  d e r  von  e i n e r  N o r m a l e n  e a b h ~ n g e n d e n  

Z w e i t e n  F u n d a m e n t a l f o r m  d e r  I m m e r s i o n  f :  M , S n l i e f e r t  

i n  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e r  G a u ~ s c h e n  KrGmmung f u r  H y p e r f l ~ -  

c h e n  d i e  L i p s c h i t z - K i l l i n g - K r G m m u n g  G(e)  ( v g l . [ 5 ] ) .  

Das KuSere  N o r m a l e n e i n h e i t s b G n d e l  N d e r  I m m e r s i o n  t r ~ g t  

e i n e  a u s g e z e i c h n e t e  V o l u m e n f o r m  W ( v g l . [ 3 ] ) , d i e  s i c h  a u s  

dem V o l u m e n e l e m e n t  von  M und dem g e w 6 h n l i c h e n  V o l u m e n e l e -  

ment  d e r  F a s e r  im N o r m a l e n e i n h e i t s b G n d e l  z u s a m m e n s e t z t .  

Im e i n z e l n e n  s e i  f :  M , S n I m m e r s i o n . D a s  ~uBere  N o r -  

m a l e n e i n h e i t s b G n d e l  N d e r  I m m e r s i o n  h a t  f u r  p 6 M d i e  F a -  

ser Np :ffi {e 6 Tf(p)Snl<e,f.(CpM) > ~ 0 und <e,e> = I I" 

FUr p E Mist die Faser eine S n-m-I ,fUr p E bM eine abge- 

schlossene (nlm)dimensionale Halbsph~re.*) 

Die Nahtstelle zwisehen beiden Teilen ist ein Teil- 

b~ndel N c N ~ber ~M mit der Faser 

(2.1) Np = {e E Npl <e,f.(epM)> = O t" 

N i s t  ( n - 1 ) d i m e n s i o n a l e , i n  N C - , s o n s t  C - M a n n i g f a l -  

t i g k e i t . N  i s t  ( n - 2 ) d i m e n s i o n a l e  C ~ - M a n n i g f a l t i E k e i t .  

( 2 . 2 )  n :  N , R n + l  b e z e i c h n e  d i e  ( i n  N c l - , s o n s t  C ~ - )  

A b b i l d u n g , w e l c h e  d i e  N o r m a l e , a l s  V e k t o r  de s  R n + l  g e s e h e n ,  

z u w e i s t . D i e s e  A b b i l d u n g  i s t  f a s e r n w e i s e  e i n e  E i n b e t t u n g .  

Wir  b e m e r k e n  h i e r , d a B  N b e i  s p ~ t e r e n  I n t e g r a t i o n e n  a u s g e -  

nommen w i r d , d a  w i r  h i e r a u f  d i e  L i p s c h i t z - K i l l i n g - K r G m m u n g  

n i c h t  d e f i n i e r e n .  

*) FUr m=n i s t  d i e  F a s e r  Gber  M l e e r ; N  i s t  dann  d a s  
~ u ~ e r e  N o r m a l e n e i n h e i t s b G n d e l  yon  bM b z g l . M .  
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6 TEUFEL 

Um Gber  N~N i n t e g r i e r e n  zu  k 6 n n e n , b e n 6 t i g e n  w i r  e i n e  V o l u -  

m e n f o r m .  

Z u n ~ c h s t  i s t  f ~ r  j e d e s  e 6 N~N, X,Y 6 TeN d u r c h  

gN(X,Y) := < ( f o n ) . ( X ) , ( f o n ) . ( Y ) >  + < n ~ ( X ) , n ~ ( Y ) >  

(~ i s t  d a b e i  d i e  n a c h f o l g e n d e  o r t h o g o n a l e  

P r o j e k t i o n  a u f  T n ( e ) ( n ( N  ( e ) ) )  ) 

e i n  S k a l a r p r o d u k t  a u f  N\N g e g e b e n .  

Die  p o s i t i v e  D e f i n i t h e i t  g i l t  wegen :gN(X,X)=O ~ X6 Ker  n~ 
s 

und X6 K e r ( f o n ) .  ~ XE K e r n .  und XE Ker  n . , d a  f I m m e r s i o n ;  

d . h .  X i s t  t a n g e n t i a l  z u r  F a s e r  N ( e )  und w e i l  n d i e  F a s e r  

e i n b e t t e t  f o l g t  X ffi O. 

Da ( f o n ) . ( T e N )  s [n (N ( e ) )  ] k 6 n n e n  w i r  au ch  s c h r e i b e n  

( 2 . 3 )  gN(X,Y) = < ( f o n ) . ( X )  + n ~ ( X ) , ( f o n ) . ( Y )  + n~(Y)>  

Dami t  i s t  N\N r i e m a n n s c h e  M a n n i g f a l t i g k e i t  und w i r  

e r h a l t e n  d i e  g e w f i n s c h t e  V o l u m e n f o r m  ~ a u f  N\N f f i r  Y I ' ' ' "  

" ' Y n - 1  E TeN d u r c h  

( 2 . 4 )  ~ ( Y 1 , . . . , Y n _ I )  = I n ( e ) , f ( n ( e ) ) , ( f o n ) . ( Y 1 ) + n ~ ( Y 1 ) , . .  

�9 . , ( f ~  , 

denn  d i e  e r s t e n  b e i d e n  V e k t o r e n  s i n d  o r t h o n o r m i e r t  und 

s t e h e n  s e n k r e c h t  a u f  den  r e s t l i c h e n , d a  a u f  N d i e  I d e n t i -  

t a t e n  < n , f . n >  ffi O bzw. < n , n >  = 1 b e s t e h e n .  

Da R n + l  o r i e n t i e r t  i s t , i s t ~ d u r c h  ~ auch  N\N o r i e n t i e r t .  

Ffir  s p a t e r e  R e c h n u n g e n  i s t  e s  v o r t e i l h a f t , e i n e  s p e -  

z i e l l e  K a r t e  e i n e r  Umgebung um e zu  w a h l e n . E n t s p r e c h e n d  

d e r  A u f s p a l t u n g  i n  ( 2 . 3 )  b e s t i m m e n  w i r  Y 1 , . . . , Y n _ I  d e r  

R e i h e  na c h  i n  Ke r  n .  und K e r ( f o n ) . . U b e r  ~ bzw. bM i s t  

( n - 1 ) - ( n - m - 1 )  bzw.  ( n - 1 ) - ( n - m ) , d a  n d i e  F a s e r n  dimKer n. = 

yon N elnbettet,weiter ist dimKer(f~ = n-l-m bzw.n-m, 

= O da gN da  f I m m e r s i o n ; a u g e r d e m  i s t  K e r n .  N K e r ( f o n ) .  

d e f i n i t ; n a c h  dem D i m e n s i o n s s a t z  k 6 n n e n  w i r  demnach Y I ' ' "  

" ' Y n - 1  a l s  B a s i s  yon  TeN w a h l e n . N u n  i s t  K e r n .  o r t h o g o n a l  

zu  K e r ( f ~  ( f . u ) . ( T e N )  x [ n ( N n ( e ) ) ] ; d u r c h  O r t h o n o r -  

mieren in beiden Teilen erhalten wir also schlie~lich die 

f o l g e n d e n  E i g e n s c h a f t e n :  
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TEUFEL 7 

w ( Y 1 , . . . , Y n _ I )  = 1 , 
{ n , ( Y 1 ) , . . . , n , ( Y m )  } i s t  O N - B a s i s  yon T n ( e ) M , n ( e ) E ~  

bzw.  l x , ( Y 1 ) , . . . , n , ( Y m _ l )  } ist ON-Basis von T (e) bM , 

n ( e )  E bM , 

( 2 . 5 )  { n , ( Y m + l ) , . . . , n , ( Y n _ l )  } 1 s t  O N - B a s i s  yon 

Tn(e)(n(Nn(e))),n(e) E 

bzw. In,(Ym),...,n,(Yn_l) ~ ist ON-Basis yon 

Tn(e)(n(Nn(e))),n(e) E bM. 

(2.6) {i ...,~n-I seien Koordinate~einer solchen Karte 

einer Umgebung yon e in N\N,da~ in e gerade die b 

den YI,...,Yn_I entsprechen, bgl '''" 

Um die Lipschitz-Killing-KrUmmung definieren zu k6n- 

nen,betrachten wir fur ein festes e E N\N ein Normalenfeld 

s: M . N mit ~os = id M und s(n(e)) = e.Die kovariante Ab- 

leitung yon s l~ngs f in S n mit nachfolgender orthogonaler 

Projektion auf T (e)M bzw. T (e)bM liefert den nur yon e 

abh~ngenden Zweiten Fundamentaltensor der Immersion als 

ifneare Selbstabbildung 

S(e): T (e)M . Tn(e)M fur x(e) E M bzw. 

S(e): Tx(e)bM ~ T~(e)bM fur ~(e) E bM d e r  T a n g e n t i a l r A u -  

me*) .  

D i e  D e t e r m i n a n t e  

(2.7) G(e) := IS(e) I 

heist Lipschitz-Killing-KrUmmung **). 

(G(e) 1st C -Funktlon in N~N.) 

Da dim N < dlm N kSnnen wir zusammenfassend definieren: 

DEFINITION 2.1: Is t f: M , S n Immersion,dann hei~en,sofern 

di__~e Integrale exlstleren, 

(i) tk(s := [II N~N G(e) ~ Totale K ~  
' s n - l '  " von f bzw. 

 [6],s.lo3 
) v g l .  [ 5 J , S .  11 
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8 TEUFEL 

(li) tak(f) := 111 N~ IG(e) l W Totale AbsolutkrGm- 
,sn-1, - -  m u n ~ v o _ _ ~ n  f .  

( J s n - 1  1 i s t  d a b e i  da s  g e w ~ h n l i c h e  Volumen d e r  E i n h e i t s s p h ~ -  
r e  S n - 1  c R n . )  

Wenn M kompak t  i s t , d a n n  i s t  a u c h  N k o m p a k t .  Im F a l l e  

bM ~ ~ kann  f n a c h  V e r e i n b a r u n g  Gber  d i f f e r e n z i e r b a r e  Ab-  

b i l d u n g e n  a u f  b e r a n d e t e n  M a n n l g f a l t i g k e i t e n  i n  1.A Uber  

bM f o r t g e s e t z t  w e r d e n ; d a h e r  i s t  G(e )  bzw.  IG(e)  I aus  - 1 ( ~ )  

i n t e g r i e r b a r . D a  ~ - I ( b M ) \ N  T e i l  de s  k o m p a k t e n  N o r m a l e n e i n -  

h e i t s b ~ n d e l s  d e r  I m m e r s i o n  f l b M i s t , e r g i b t  s i c h  auch  h i e r  

d i e  I n t e g r i e r b a r k e i t .  I n s g e s a m t  g i l t  

SATZ 2 . 1 .  I s t  f :  M , S n I m m e r s i o n , M k o m p a k t , d a n n  e x i s t i e r e n  

di~e I n t e g r a l e  t k ( f )  un~d t a k ( f )  und h a b e n  e n d l i c h e  W e r t e .  

3 . D i e  d i f f e r e n t i a l t o p o l o g i s c h e  T o t a l e  ( A b s p l u t T )  

KrOmmung T K ( f )  bzw. TAK(f)  

TK( f )  bzw.TAK(f )  d e f i n i e r e n  w i r  a l s  M i t t e l w e r t  d e r  

A n z a h l  k r i t i s c h e r  P u n k t e  ~ b e r  d e r  Menge d e r  d u r e h  f :  M~S n 

d e f i n i e r t e n  H 6 h e n f u n k t i o n e n  - g e w i c h t e t  m i t  ( - 1 )  k ( k = I n -  

dex)  bzw. n i c h t  g e w i c h t e t  - .  

E i n e  H 6 h e n f u n k t i o n  a u f  S n i s t  d u r c h  e i n e n  o r i e n t i e r -  

t e n  G r o B k r e i s  a l s  " H 0 h e n m e S l a t t e "  und d i e  d a z u  s e n k r e c h -  

t e n ,  t o t a l g e o d a t i s c h e n  H y p e r s p h a r e n  a l s  " N i v e a u f l a c h e n " g e -  

g e b e n .  

D ie  N i v e a u f l a c h e n  e i n e r  H 6 h e n f u n k t i o n  ~ b e r d e c k e n  d i e  

S n n i c h t  e i n f a c h , w i r  mUssen den  S c h n i t t  a l l e r  N i v e a u f l a -  

c h e n  u n t e r e i n a n d e r  i n  Form e i n e r  t o t a l g e o d a t i s c h e n  S n - 2  

a l s  " A u s n a h m e g e b i e t "  b e i  d e r  F e s t l e g u n g  d e s  D e f i n i t i o n s b e -  

r e i c h s  d e r  H ~ h e n f u n k t i o n  h e r a u s n e h m e n .  

Z u n a c h s t  j e d o c h  p a r a m e t r i s i e r e n  w i r  d i e  Menge d e r  

H S h e n f u n k t i o n e n  und v e r s e h e n  s i e  m i t  e i n e r  b e w e g u n g s i n v a -  

r i a n t e n  V o l u m e n f o r m . D i e s e  i s t  d i e  Menge d e r  o r i e n t i e r t e n  

G r o S k r e i s e  d e r  S n R n + l  c ;sie entsprechen den orientierten 
2-dimenslonalen Unterr~umen des Rn+l,Letztere Menge G(2,n+l) 
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fassen wir als 2-fache Uberlagerung der GraBmannmannigfal- 

tigkeit G(2,n+l) der unorientierten 2-dimensionalen Unter- 

rRume des R n+l auf. 

Mit Hilfe der auf G(2,n+l) existierenden bewegungsin- 

varianten Metrik (s.[10]) ist dies eine 2(n-1)dimensionale 

kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit. 

Wir beschreiben die Metrik in einer uns sp~ter aus- 

reichenden Form.Ein beliebiges s 6 G(2,n+l) sei durch das 

orientierte 2-Bein {Sl,S2} des R n+l gegeben.Wegen n > 2 

finden wir eine positiv orientierte ON-Basis ISl,S2,e3,.. 
. . , e n + l }  d e s  R n+l. 

Dann l i e f e r t  die Zuordnung 

ln+1_ +u2n+l e ] [ S l + u l 3 e 3  + ' ' + u  ~ n + l ' S 2 + u 2 3 e 3 + ' "  n + l  
(3.1) 6 ~(2,n+1) 

(u13 , . . ,u ln+1 ,u23 , . . ,u  2n+1) E R2(n-1) 

eine Karte einer Umgebung yon s in G(2,n+l); s se lbs t  hat 

verschwindende Koordinaten. 

Die Koeffizienten der bewegungsinvarianten Metrik in 

s bzgl.dieser Karte sind dann 

( 3 . 2 )  ga~(O) = 6a~ , a , ~  6 { 1 3 , . . , l n + 1 , 2 3 , . . , 2 n + l }  *) 

Die  o r t h o g o n a l e  A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e  O(n+l )  d e s  R n + l  

o p e r i e r t  d i f f e r e n z i e r b a r  und t r a n s i t i v  a u f  G ( 2 , n + l ) . D i e  

i s o t r o p e  U n t e r g r u p p e  b z g l . s  l i e f e r t  a l l e  D a r s t e l l u n g e n  yon 

s d u r c h  o r i e n t i e r t e  2 - B e i n e  des  ~ n + l , w o b e i  i h r e  m i t  K a r t e n -  

w e c h s e l n  nach  ( 3 . 1 )  v e r b u n d e n e n  E l e m e n t e  den  T a n g e n t i a l -  

raum von G ( 2 , n + l )  i n  s o r i e n t i e r u n g s e r h a l t e n d  a b b i l d e n .  

Daher  w i r d  G ( 2 , n + l )  o r i e n t i e r t , i n d e m  w i r  d i e  n a t f i r l i c h e  

B a s i s  { b b u l 3 , . . . , b u 2 n + l l b  �9 b z g l . K a r t e n  ( 3 . 1 )  a l s  p o s i t i v  

o r i e n t i e r t  f e s t l e g e n .  

In  e i n e r  s o l c h e n  K a r t e  i s t  nun d u r c h  d i e  r i e m a n n s c h e  

M e t r i k  ( 3 . 2 )  e i n e  b e w e g u n g s i n v a r i a n t e  Volumenform 

*) s.[lO],Formel (33)  
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(3.3)  n( ~ b bu13 , . . . ,  b u 2 n + l  ) ffi 1 i n  s g e g e b e n .  

J e t z t  b e s c h r e i b e n  w i r  e i n e  H 0 h e n f u n k t i o n  a u f  S n und  M: 

E i n  b e l i e b i g e s  s E G ( 2 , n + l )  s e i  d u r c h  d a s  o r i e n t i e r t e  

2 - B e i n  ~ S l , S 2 }  d e s  R n + l  g e g e b e n ; I s l , s 2 , e 3 , . . . , e n + l }  s e i  

positiv orientierte ON-Basis des R n+i. 

Die "H6henmeSlatte" [Sl,S2] N S n werde positiv durchlaufen. 

DEFINITION 3.1. (i) FO___Er jedes h E [Sl,S 2] n S n heist 

Ns(h) := {x E snl x E [h,e3,...,en+ I] N snl erweiterte 

Niveaufl~che Yg~ s zur HShe h; 

( i i )  A s :=  [ e 3 , . . , e n +  1]  n S n = n N s ( h )  
hE[Sl,S2]nS n 

heist Ausnahmegebiet z__uu s. 

Ns(h) ist eine totalgeod~tisehe Hypersph~re durch h,die 

senkrecht zum GroSkreis [Sl,S2]Nsn liegt und yon A s in 2 

Zusammenhangskomponenten zerlegt wird;daher definieren 

wir welter: 

(iii) Ns(h) := { x E Ns(h) I x liegt in der gleichen Zu- 

sammenhangskomponente yon 

Ns(h)\A s wie h } 

heist Niveaufl~che vo_~n s zur H~he h. 

Die Niveaufl~chen Gberdecken zusammen mit dem Aus- 

nahmegebiet die S n einfach. 

DEFINITION 3.2. (i) Die durch x ~ h mit x 6 Ns(h) e~9_~- 

bene Abbildung hs: Sn\As ~ [sl,s2]NS n 

heist HOhenfunktion z_~u s; 

Es ist h (x) = xAS,<xAS,x AS>-I/2 ,wobei As die orthogo- 
s 

nale Projektion auf [Sl,S2] im R n+l ist.Hieraus ersehen 

wir die differenzierbare Abh~ngigkeit der H~henfunktion 

sowohl yon x als auch yon s. 

S n (ii) Ist weiter f: M , Immersiqn, dann heist die durch 

p ~ hs(f(p)) �9 deflnierte Abbildun K 

hsOf: M\f-I(As ) ~ [Sl,S2]NS n durch h s induzierte 
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H6henfunktion auf M. 

f - 1  I s t  wegen  M c (A s ) d e r  D e f i n i t i o n s b e r e i c h  d i e  l e e r e  

M e n g e , d a n n  s p r e c h e n  w i r  f o r m a l  a u c h  yon  e i n e r  F u n k t i o n  

h s ~  s i c h  z e i g e n  w i r d , d a ~  d i e s e r  F a l l  n u r  i n  e i n e r  Men-  

ge vom MaB 0 i n  G ( 2 , n + 1 )  a u f t r i t t .  

D i e  W e r t e  von  h s O f  l i e g e n  a u f  dem o r i e n t i e r t e n  G r o S -  

k r e i s  [ s l , s 2 ] n S  n , l o k a l  l i e g t  a l s o  e i n e  A b b i l d u n g  i n  R v o r ,  

und w i r  k 6 n n e n  den  B e g r i f f  d e s  k r i t i s c h e n  P u n k t e s  v e r w e n -  

d e n . D i e s  f G h r t  z u r  

S n DEFINITION 3 . 3 .  Ist f: M ~ Immersion,dann hei~en 

die Mittelwerte 

1 / ~(hs ~ f) 
( i )  T K ( f )  := l ~ ( 2 , n + l )  I G ( 2 ,  n + l )  

d i f f e r e n t i a l t o p o l o g i s c h e  T o t a l e  Kr~mmung von  f bzw.  

1 / 8 ( h s O f  ) 
( i i )  TAK(f )  := I G ( 2 , n + l )  I ~ ( 2 ,  n + l )  

d i f f e r e n t i a l t o p o l e g i s c h e  Tetal_____.~e A b s o l u t k r f i m m u n g  yon  f .  

(l~(2,n+l) I ist dabei d a s  Volumen von G(2,n+l) bzgl. ~.) 

Die Definition ist vorerst nur sinnvoll,wenn die In- 

tegranden fast Gberall auf G(2,n+l) definiert und inte- 

grierbar sind. Im n~chsten Abschnitt sehen wir,daS fur 

kompaktes M beides zutrifft. 

4. Existenz v o n  TK(f) bzw.TAK(f) sowie 

Gleichheit mit tk(f) bzw.tak(f) 

Um einen Uberbllck ~ber alle H6henfunktionen samt 

ihren kritischen Punkten zu bekommen,betrachten wir zu je- 

dem Element des AuBeren Normaleneinheitsb~ndels der Immer- 
S n sion f: M ~ diejenige totalgeod~tische sn-l,die im Ba- 

sispunkt senkrecht zur Normalen verl~uft,als Faser eines 

Sph~renb~ndels ~ber dem ~uBeren NormaleneinheitsbUndel. 

Nur die H6henfunktionen,deren "MeSlatten" senkrecht 
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12 TEUFEL 

auf dieser S n-I stehen,besitzen eine erweiterte Niveau- 

fl~che (n~mlich sn-l),die im Basispunkt senkrecht zur Nor- 

malen verl~uft.Variieren wir die ~u~eren Normalen des Ba- 

sispunktes,dann erfassen wir so alle HGhenfunktionen,die 

im Basispunkt mGglicherweise kritisch sind.Wir mGssen dann 

jedoch noch beachten,da~ der Basispunkt degeneriert kri- 

tisch sein oder nicht im Definitionsbereich der HGhenfun- 

ktion liegen kann. 

S n Im einzelnen sei f: M , Immersion.FGr alle e E N 

ist durch den Schnitt des orthogonalen Komplementes yon 

n(e) im ~n+l mit S neine totalgeod~tische S n-I gegeben, 

die wir mittels lokalen Darstellungen zu einem Sph~ren- 

bGndel SN Gber N verkleben. 

Wir gehen dazu yon einer offenen KartenGberdeckung 

IU~I~E A yon N aus,wobei fGr jedes ~EA eine in U~ differen- 

zierbare,positiv orientierte Orthonormalbasis In(e),e2(e) ,. 

..,en+l(e)},eEU ~ gegeben ist.(Eine derartige Uberdeckung 

existiert wegen der Differenzierbarkeit der Abbildung n 

und der Differenzierbarkeit des E.Schmidt'schen Orthonor- 

malisierungsverfahrens.)(Bei der Differenzierbarkeit ist 

zu beachten,da~ in N c N nur CI-Differenzierbarkeit vor- 

liegt.Dies ist jedoch fGr das Folgende nicht wesentlich.) 

R n Weiter sei eine Einheitssph~re S n-I c durch ihre 
2 n ~ l  P u n k t e  m i t  d e n  K o o r d i n a t e n  ( s  , . . . , s  ) b z g l . e i n e r  O r t h o -  

n o r m a l b a s i s  d e s  R n g e g e b e n .  

FGr jedes aEA betrachten wir die Kartenabbildungen 
n-i 

5a: Ua x S O , SN ,die durch 

2 n + l . .  2 ~ n + l  ~ (e) 
( e , ( s a , . . ~  a ; J  ~ s a e 2 ( e )  + . . .  + s a en+ 1 

g e g e b e n  s i n d .  

F~r jedes Indexpaar (a,~) E A X A mit U~ N U~ # 

ist n~mlich 
5~1o n - 1  n - 1  5 a : (U~ N U~) x S o ~ (U a n U~) x S o 

d i f f e r e n z i e r b a r e r  K a r t e n w e c h s e l  m i t  d e r  D a r s t e l l u n g  
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n+l i a i j 
s~ = j=2~ c~(e)j s a , i=2,...,n+l ,wobei gilt: 

n+l 
e~(e) = j=2~ c~(e)ji e~j (e) , i:2,...,n+l. 

8;1o5a ist Isometrie des 2-ten Faktors. 

Ffir jedes Indextripel (a,~,~) E AxAxA mit U_NU^NU # 
gilt in UanU^nU : (5-Io5~)o(5[io5~) = 5-Io5_. p 

? 

Dadurch ist das Sph~renbfindel SN fiber N mit Projek- 

tion ~: SN, N definiert,denn das lokal triviale Bfindel 

S n-l' ffigt sich zu dem globalen Bfindel SN zu- {U~ ~ o ,laEA 
sammen. ) 

Bezeichnet ffir jedes a 6 A 

n-i S n ta : U~ x S O ~ die durch 
( 4 . 1 )  

2 n + l , ,  2 ~ n + l  a ( e )  ( e , ( s a , . . . , s  a )J ~ s a e 2 ( e )  + . . . +  s a en+ 1 

d e f i n i e r t e ,  d i f f e r e n z i e r b a r e  A b b i l d u n g , w e l c h e  f f i r  j e d e s  

e E U e i n e  I s o m e t r i e  d e s  2 - t e n  F a k t o r s  i s t , d a n n  f f i g t  s i c h  

l ta}~EA zu e i n e r  g l o b a l e n  d i f f e r e n z i e r b a r e n  A b b i l d u n g  

t :  SN ~ S n z u s a m m e n , w e l c h e  f a s e r n w e i s e  e i n e  E i n b e t t u n g  i s t .  

Nach Konstruktion ist ffir beliebiges e 6 N 

n(e) ~ t(SNe),daher ist t(SN e) diejenige totalgeod~tische 

S n-1 c Sn,die f(M) in f(~(e)) senkrecht zu n(e) berfihrt. 

SN ist 2(n-1)dimensionale Mannigfaltigkeit (fiber 

nur C1-,sonst C~-differenzierbar). 

(4.2) SN := ~-1(~) ist (2n-3)dimensionale abgeschlosse- 

ne Untermannigfaltigkeit yon SN (vgl.(2.1)). 

Ffir sp~tere Integration ben6tigen wir eine Volumen- 

form auf SN\SN;diese erhalten wir langs den Fasern aus der 

gew6hnlichen Volumenform der durch t eingebetteten S n-I c 
Rn+l  c und mittels der ausgezeichneten Volumenform ~ auf 

der Basis N~N (vg1.(2.5)). 

Ffir x 6 SNkSN , A1,...,An_ 1 6 Tt(x)(t(SN~(x))) ist 

*) vg1 . [4 ] ,S .94  
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d u t c h  

( 4 . 3 )  c ( A 1 , . . . , A n _  1) := In(~(x)),t(x),A1,...,An_ll 
gegeben ,womi t  dann t (SN~(x) )  o r i e n t i e r t  i s t .  

Damit e r h a l t e n  w i r  d i e  gewUnschte Volumenform ~a a u f  

SN\SN f u r  x E SN\SN und Z 1 , . . . , Z 2 ( n _ I )  E TxSN durch 

( 4 . 4 )  ~a(Z 1 , Z 2 ( n _ l )  ) :ffi 1 ( ( n - l ) ! )  2 ~ s i g n ( 1  . . 2 ( n - l )  )~ 
, ' "  i l .  i 2 ( n _ l )  

,~(~,(Zil)~...,~,(Zin_l)),~(t~(Zin),..,t,(~ Zi2(n_l ))) 

(A ist dabei die naehfolgende orthogonale Projektion auf 

Tt(x)(t(SN,(x))) im Rn+l.). 

FUr spAtere Rechnungen wAhlen wir wieder eine spezi- 

elle Karte einer Umgebung von x in SN\SN : Entsprechend 

(4.4) wAhlen wir ZI,...,Z2(n_I) der Reihe nach in Ker t, 

und Ker **.Dies liefert eine Basis,denn dim Ker ** = n-l= 
A s = dim Ker t, und Ker t, n Ker ** = O,da for X E Ker ** 

gilt: X ist tangential zur Faser,also t~(X) = t,(X) und 

da t Fasern einbettet ist t~(X) = O genau for X = O.Da 

die Kerne O-dimensionalen Sehnitt haben k0nnen wir in den 

einzelnen Teilen die Basis dann so bestimmen,dag gilt: 

AZ t~(Z I) = O,...,t,( n_l ) = 0 und 

~ , ( Z I ) = : Y I , . . . , ~ , ( Z n _ I ) = : Y n _ I  wie i n  ( 2 . 5 )  sowie 
(4.5) 

~,(Z n) = O , . . . , * * ( Z 2 ( n _ l ) )  = 0 und 
A Z  A 

a(t.(n),...,t,(Z2(n_l))) = i .  

Aus ( 4 . 4 )  e r g i b t  s i c h  j e t z t  ~ O ( Z l , . . , Z 2 ( n _ l ) )  = I ,  
dahe r  i s t  ~a n i c h t  d i e  N u l l f o r m  und SN\SN i s t  dami t  o r i e n -  

t i e r t .  

( 4 .6 )  ~ l , . . . , ~ 2 ( n - 1 )  s e i e n  s c h l i e g l i c h  K o o r d i n a t e n  e i n e r  

s o l c h e n  BOnde lka r t e  e i n e r  Umgebung von x i n  SN~SN,dag in  

x die b~ Ib ,-..,b~ 2(n-l)b den Zl,...,Z2(n_l) e n t s p r e c h e n .  

x s e l b s t  babe dabe i  v e r s c h w i n d e n d e  K o o r d i n a t e n .  

Um den Zusammenhang zwi schen  H 0 h e n f u n k t i o n e n  und i h r e n  
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kritischen Punkten zu studieren,machen wir die 
S n DEFINITION 4.1. Ist f: M ~ Immersion,dann ist eine 

Abbildung ~ : SN ~ G(2,n+l) dureh 

x ~ [n($(x)),t(x)] definier~t; 

der GroSkreis [n($(x)),t(x)]NS n werd 9 i._qn positivem Sinn 

durchlaufen. 

Bezeichnet SN + := Ix 6 SN I<f(~($(x))),t(x)> >Olc SN, 

dann beschreibt ~ISN + den Zusammenhang zwischen den H6 u 

henfunktionen und ihren kritischen Punkten: 

S n SATZ 4.1. Ist f: M . Immersion,dan n gelten: 

(i) Z~u jedem kritischen Punkt p vo_nn hsof,s 6 ~(2,n+1) 

gibt es genau ei n x 6 SN + mit ~(~(x))=p und ~(x)=s. 

(ii) FU__Kr~gd99 x 6 SN + ist ~(~(x)) =: p kritischer 

Punkt yon hsof,s := ~(x). 

Beweis: 

zu(1): p sei kritischer Punkt yon hsOf mit kritischer 

H6he h := hs(f(p)) und berUhrender Niveaufl~che Ns(h).Es 

existiert ein eindeutiges h I 6 S n so,daS [hl,h ] N S n die 

H6henme~latte yon s darstellt. 

Wir betrachten das Gradientenfeld grad h s l~ngs Ns(h). 

grad hs(h ) ist negatives Vielfaches yon h Iund dies gilt 

auch in f(p) fur grad hs(f(p)).Da Ns(h) f(M) in f(p) be- 

rUhrt,existiert fur p 6 M e 6 Np eindeutig mit n(e) = h I. 

FUr p 6bM gilt <grad hs(f(p)),CpM> > O,weil p nicht 

(-)-kritisch ist (vgl.l.C.),also ist <hl,CpM> ~ O;damit 

ist h I ~uBere Normale und es existiert auch bier e 6 N 
P 

eindeutig mit n(e) = h I. 

Nach Konstruktion yon t existiert welter x 6 SN~ ein- 

deutig mit t(x) = h. 

Damit gilt (i),denn es ist ~($(x)) = p und 9(x)=[hl,h]=s. 

(ii) folgt direkt dutch Umkehrung obiger SchlUsse. 

133 



16 TEUFEL 

As 

~ f j. 
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/ 
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,' .nleJ 

"//2o , / 
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! 
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S n 
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% 

% 

grad hs(f( ', 

grad hs(h) 
s 

B e z e i c h n e t  AS( f )  1 := {s 6 G ( 2 , n + l ) [ h s ~  ~ ~ ( M \ f - l ( A s ) ) }  
( v g l . ( 1 . 1 ) ) , d a n n  i s t  nach  S a t z  4 . 1  f f i r  j e d e s  s 6 G ( 2 , n + l ) \  

\ A S ( f )  1 d i e  Anzah l  U r b i l d e r  9 - 1 ( s )  n SN + g e r a d e  d i e  Anzahl 

krltlscher Punkte yon h of. 
s 

Das Verhalten dieser Anzahl in Abh~ngigkeit yon s er- 

gibt sich mit folgender Anwendung des Satzes Uber impli- 

zite Funktionen. 

Es bezeichne AS(f) 2 := 9(SN). 

HIL~SSATZ 4.1. Ist f: M ~ S n Immersion,dann Kilt fur 

~gdgs s 6 G(~,n+I)\AS(f)2: 

Ist p 6 M nicht-de~enerierter kritischer Punkt yon hsOf 
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vom Index k,dann gibt e.~s ~ U von p in M fur p6M 

bzw.in bM fur p 6 bM,V von s in G(2,n+l) so,da~ fur alle 

s' E V hs,of i=_nn U genau einen kritischen Punkt besitzt 

und dieser ist nicht-deKeneriert vom Index k. 

Beweis: Im kartesischen Produkt U x V zweier Kartenumge- 

bungen U yon p in M bzw.in bM und V von s in G(2,n+l) be- 

trachten wir den Gradienten yon hsOf in seiner differen- 

zierbaren AbhRngigkeit (vgl.Definition 3.2) yon den m bzw. 

m-1 Koordinaten yon M bzw. bM und yon den 2(n-1) Koordi- 

naten yon G(2,n+l).Dabei seien U und V bereits so einge- 

schr~nkt,da~ U fur alle s' 6 Y im Definitionsbereich von 

hs,of liegt. In (p,s) selbst verschwindet der Gradient. 

Die Matrix der partiellen Ableitungen des Gradienten nach 

den Koordinaten von M bzw. bM ist gerade die Hessematrix 

yon hs,Of und in p daher regul~r,da p nicht-degeneriert ist. 

Nach dem Satz Uber implizite Funktionen existiert, 

evtl.nach Einschr~nkung der Umgebungen eine differenzier- 

bare Funktion p: V * U wobei fur alle s' E V der Gradient 

von hs,Of in U genau im Punkt p(s') verschwindet. 

Wegen der stetigen Abhangigkeit der Eigenwerte der 

Hessematrix *) erreichen wir dutch erneutes Einschr~nken 

der Umgebungen,da~ die Punkte p(s') nicht-degeneriert und 

vom Index k sind sowie im Falle p E bM nicht (-)-kritisch 

werden,da p nicht (-)-kritisch und s ~ AS(f) 2 ist. O 

Wit setzen AS(f)3 := Is E ~(2,n+1) les gibt mindestens ei- 

ne erweiterte Niveauflache Ns(h),die f(M) 

oder f(bM) in einem Punkt aus f(M)NA s be- 

rUhrt ~. 

(Bemerkung zu Definition 3.2 (ii): FUr M\f-l(As) = ~ ist 

s E AS(f)3,da jede erweiterte Niveaufl~che yon s A s und 

somit f(M) enth~lt.) 

Welter bezeichne AS(f) := AS(f) I U AS(f) 2 U AS(f) 3, 

dann folgt mit Hilfssatz 4.1: 

s .  12o  
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.... S n HILFSSATZ 4.2. Ist f: M ~ Immersion,M kompakt,dann gilt: 

Die Funktione~n ~ (vgl.(1.2)): G(2,n+I)\AS(f) ~ Z ~ {~ ~} 

haben endliche Werte und sind lokal konstant. 

Bewe i s :  FUr e i n  b e l i e b i g e s  s E ~ ( 2 , n + l ) \ A S ( f )  z e i g e n  w i r  

z u n ~ c h s t , d a ~  h s O f l ~ \ f - l ( A s )  n u r  e n d l i c h  v i e l e  k r i t i s c h e  

P u n k t e  b e s i t z t .  

Durch  i n d i r e k t e n  Beweis  e r h a l t e n  w i t  d i e  E x i s t e n z  e i -  

n e r  o f f e n e n  Umgebung U yon f - l ( A  s )  U 5M i n  M,so da~ i n  U 

k e i n e  k r i t i s c h e n  P u n k t e  von h s o f i ~ f - l ( A s ) _ . ~  l i e g e n : D e n n  

a n d e r n f a l l s  g~be e s  e i n e  gegen  f - l ( A  S) U ~M k o n v e r g i e r e n -  

de F o l g e  f U i l i E N , w o b e i  j e d e s  U i e i n e n  k r i t i s c h e n  P u n k t  

P i  E M d e r  b e t r a c h t e t e n  F u n k t i o n  e n t h ~ l t . D i e  H~he von P i  

s e i  h i und ~ s ( h i )  b e r ~ h r e  f(M) i n  f ( p i  ) s e n k r e c h t  zu  n(ei), 
e i E Npi.Wegen der Kompaktheit yon N und der H8henme~lat- 

te seien diese Folgen o.B.d.A, konvergent,also e• , e, 

f - l ( A s )  ~ ( e i )  = P i  * g ( e )  P E U ~M und h i ~ h.Wegen 

der stetigen Abh~ngigkeit der erweiterten Niveaufl~chen 

yon der H~he,berGhrt ~s(h) f(M) in f(p) senkrecht zu 

n(e).Dies w~re ein Widerspruch zu s E AS(f),denn fGr 

P E f-l(A s) w~re s E AS(f) 3 und fGr p E ~M ware wegen 

e E Np s E AS(f) 2. 

Es existiert also eine solche offene Umgebung U,und 

alle kritischen Punkte yon hsofi~f-l(As).., liegen in der 

kompakten Menge M\U;sie sind im ~brigen wegen s ~ AS(f) 1 

nicht-degeneriert,also isoliert,und insgesamt ist daher 

ihre Anzahl endlich. 

Dieselbe Argumentation auf dem Rand ~M liefert die 

endliche Anzahl kritischer Punkte yon hsof auf ~M\f-I(A S) 

und damit die Endlichkeit der Werte der Funktionen ~. 

Zum Beweis der lokalen Konstanz betrachten wir zu den 

endlich vielen kritischen Punkten von hsofi~f-l(As)_. 

(o,B.d.A. disjunkte) Umgebungen,die nach Hilfssatz 4.1 zu 

einer (o.B.d.A. gemeinsamen) Umgebung V yon s in G(2,n+l) 

geh~ren.Das Komplement W dieser Umgebungen in M enth~lt 
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n a c h  K o n s t r u k t i o n  k e i n e n  k r i t i s c h e n  P u n k t  v o n  h s O f l ~ k f - l ( A s )  

und  a u c h  k e i n e n  y o n  h s , . f l ~ \ f - l ( A ~ ,  ) . . ,  f u r  a l l e  s '  6 V n a c h  

e v t l . E i n s c h r ~ n k u n g  v o n  V : S o n s t  h ~ t e  man e i n e  F o l g e  s i , s  

m i t  z u g e h G r i g e n  k r i t i s c h e n  P u n k t e n  P i  6 W m i t  HGhe h i und  

f (M)  i n  f ( p ~ )  s e n k r e c h t  n ( e ~ ) , e ~  6 N p i , b e r ~ h r e n d e  N s i ( h i ) .  
~ ~ n Wegen d e r  K o m p a k t h e i t  y o n  N und  S s e i e n  d i e s e  F o l g e n  

o . B . d . A ,  k n n v e r g e n t , a l s o  e i , e , n ( e i )  = P i  ~ n ( e )  = :  p ,  

h i , h und  N s ( h )  b e r G h r t  d a n n  f (M)  i n  f ( p )  s e n k r e c h t  z u  

n(e).Die kritischen Punkte v o n  h s O f l ~ f - l ( A s )  liegen('~e~ -~ 

obigen Umgebungen,also w~re p 6 f-l(A s) U bM und dies in 

ist im Widerspruch zu s ~ AS(f) (vgl.l-ter Tell des Be- 

w e i s e s )  . 

FUr alle s' 6 V liegen somit alle kritischen Punkte 

yon hs;fI~\f-l(As8 ) in den Umgebungen nach Hilfssatz 4.1 
o 

und daher sind die Funktionen 8k lokal konstant. 

Die gleiehe Argumentation gilt fur ~ und daher sind 

alle Funktionen ~ lokal konstant. 

D i e  A b b i l d u n g  ~ ( v g l . D e f i n i t i o n  4 . 1 )  w i r d  u n s  - ~ h n -  

l i c h  w i e  d i e  G a u ~ s c h e  N o r m a l e n a b b i l d u n g  im F a l l e  y o n  I m -  

m e r s i o n e n  i n  R n - e r m ~ g l i c h e n , d u r c h  S u b s t i t u t i o n  i n  d e n  

I n t e g r a l e n  t k ( f )  b z w .  t a k ( f )  d i e  G l e i c h h e i t  m i t  T K ( f )  b z w .  

T A K ( f )  z u  b e w e i s e n . W i r  b e r e c h n e n  d a h e r  d i e  V o l u m e n v e r -  

z e r r u n g  v o n  ~ :  

SATZ 4 . 2 .  I s t  f :  M ~ S n I m m e r s i o n , d a n n  i s t  ~ i__nn S~ nu_~r C I -  
OO 

s o n s t  C - d i f f e r e n z i e r b a r  und  f u r  d i e  V o l u m e n v e r z e r r u n 5  i n  

x ~ SN\S~ ~ :  

b z w . f ~ r  d i e  B e t r a y :  

I~*~l  = I < f ( n C ~ ( x ) ) ) , t ( x ) > l  ' l G c * c x ) ) l  ~a 
( v g l .  ( 3 . 3 ) ,  ( 2 . 7 ) ,  ( 4 . 4 ) ) .  

B e w e i s :  FUr  e i n  f e s t e s  x 6 SN s e i  o 
( 4 . 7 )  f n ( ~ ( X o ) ) , t ( X o ) , e 3 , . . . , e n + l t  e i n e  p o s i t i v  o r i e n -  
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tierte ON-Basis des R n+l. 

Wir wAhlen eine Karte einer Umgebung yon ~(x o) in G(2,n+l) 
gemAi (3.1) mit der Basis (4.?) sowie eine BGndelkarte x 
einer Umgebung von x o in SN gemA~ (4.6). 

In  diesen Karten bestimmen wir die explizite Darstel- 

lung yon ~. 

In einer Umgebung yon O = x(x ) wird v(x-l(~)) durch das 

V e k t o r p a a r  { n ( ~ ( x - l ( g ) ) ) , t ( x - ~ ( g ) )  I b e s t i m m t .  

Um d i e  K o o r d i n a t e n  yon  ~ ( x - l ( ~ ) )  zu  b e k o m m e n , b e r e c h n e n  w i r  

d a s  dazu  ~ q u i v a l e n t e  V e k t o r p a a r , d e s s e n  e r s t e  b e i d e n  Kompo- 

n e n t e n  w e c h s e l s e i t i g  1 und O s i n d . D i e s  g e s c h i e h t  d u r c h  

l i n e a r e s  k o m b i n i e r e n  und w i r  e r h a l t e n :  

<n(~(x-l(g))),ei > - uli(g) = 

<n(~(x-l(g))),n(~(Xo))> - 

<n(*(x-l(g)))'t(Xo )> <t(x-l({)),ei> 
8 

< t ( x - l ( g ) ) , t ( X o ) >  

( 4 . 8 )  

< n ( , ( x - l ( ~ ) ) ) , t ( X o ) >  

< t ( x - l ( ~ ) ) , t ( X o ) >  
�9 < t ( x - l ( { ) ) , n ( , ( X o ) ) >  

< t ( x - l ( { ) ) , e i  > - u 2 i ( ~ )  = 

< t ( x - l ( ~ ) ) , t ( X o ) >  - 

<t(x-l({)),n(~(Xo))> 

<n(~(x-l(~))),n(~(Xo))> 
. <n(~(x-l({))),ei > 

< t ( x - l ( { ) ) , n ( ~ ( X o ) ) >  
. <n(~(x- l ({ ) ) ) , t (Xo)> 

<n(~(x-l(g))),n(~(Xo))> 

fGr  jeweils i = 3,...,n+l 

Aus dieser lokalen Darstellung erglbt sich zunAchst 

die Behauptung Uber die Differenzierbarkeit yon v. 

FGr die'Berechnung der Volumenverzerrung sei nun spe- 

ziell x o E ShrkSN: 
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Wir berechnen mit (4.6) wO(Zl,...,Z2(n_l)) = 1 und mit(3.3) 

v*q(Zl,...,Z2(n_l)) = D(v,(Zl),...,v,(Z2(n_l) ~ = 

b( U li , u 2i ) 

b ( ~ l , . . . , ~  2 ( n - l ) )  

b( u li , U 2i ) 

b(~1,. . . , {2(n-1)) 

b ~ ) = 
' ~( ---rJ-, -.., (n-l)" bu bu 2 

,i = 3,...,n+l. 

Es genGgt also,die Funktionaldeterminante yon (4.8) 

im Punkte ~ = 0 zu bestimmen.Dies tun wir in zwei Schritten. 

Zun~chst sei ~ = (O,...,O,~ n ~2(n-1) ,..., ),wit vari- 

ieren also nur die letzten (n-l) Koordinaten.Wegen der 

BGndeleigenschaft der Karte (vgl.(4.6)) ist 

n($(x-l(~))) = n(~(Xo)) und daher vereinfacht sich (4.8)zu 

uli(g) = o 

<t(x-l(g)),el > i=3,...,n+l 

u2i(g) = <t (x- l (g) ) , t (Xo)  > 

Dann sind die partiellen Ableitungen nach den letzten 

(n-l) Koordinaten in O: 

bu li 
.-Ti--(o) = 0 

i=3 , . . . ,n+ l  
bu 2 i  < b(t~ ) > l=n,... ,2(n-1) 
b-~---(O) = bg I 'ei 

Aus den ersten Gleichungen folgt,daB im oberen rechten 

(n-l)x(n-1)-Kasten der Funktlonalmatrix in O die Nullma- 

trix steht. 

Die letzten Gleichungen kGnnen auch in der Form 
bu 2 i  

(0) = <t,(Zl),ei > = <t~(Zl),ei > _  (i=3,...,n+l;l=n,.. 

,,.2(n-l) ) gesehrieben werden und mit (4.7) ist dann die 

Determinante des unteren rechten (n-l)x(n-l)-Kastens der 

Funktionalmatrix in O gleich 

[n(,(Xo)),t(Xo),t~(Zn),...,t~(Z2(n_l)) i und damit 
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g l e i c h  +1 n a c h  ( 4 . 5 )  u n d  ( 4 . 3 ) .  

Im z w e i t e n  S c h r i t t  g e n U g t  e s  d e m n a c h , d i e  D e t e r m i n a n t e  

d e s  o b e r e n  l i n k e n  ( n - 1 ) x ( n - 1 ) - K a s t e n s  d e r  F u n k t i o n a l m a t r i x  

i n  O z u  b e r e c h n e n .  

D a z u  s e i  ~ ffi ( ~ l , . . . , ~ n - l , 0 , . . . , O ) , w i r  v a r i i e r e n  a l s o  n u r  

d i e  e r s t e n  ( n - l )  K o o r d i n a t e n .  

FUr  d i e  i n t e r e s s i e r e n d e n  p a r t i e l l e n  A b l e i t u n g e n  v o n  ( 4 . 8 )  

e r h a l t e n  w i r  m i t  ( 4 . 7 )  

bu li b(no~ox -I) i=3,...,n+l 
(O) = < (O) el> i=i, ,n-1 b~l b~l ' ... 

und nach (4.5) wei%er 

buli(o ) = <n,(Yl),ei > i=3,...,n+l 
b~l l=l,...,n-I 

Mit (4.7) ist daher die Determinante dieses Kastens und 

damit die Volumenverzerrung gleich 

In(%(Xo)),t(Xo),n,(Yl),...,n,(Yn_l)l, 
und dies ist weiter gleich 

(4.9) <f(~(~(Xo))),t(xo)>,In(~(Xo)),f(~(~(Xo))),n,(Yl),.. 

�9 . , n . ( Y n _ l )  l , 

denn fur dim[n,(Y1),..,n,(Yn_l) ] < n-1 verschwinden bei- 

de AusdrUcke und fur dim[n,(Yl),..,n,(Yn_l)] = n-I folgt 

dies aus den Gleichungen 

l{n(~(Xo)),t(Xo),n,(Yl),..,n,(Yn_l)l'{n(~(Xo)), 

f(~(~(Xo))),n,(Yl),..,n,(Yn_l)}l = <f(~(~(Xo))),t(Xo)>, 

�9 l<n,(Yi),n,(Yj)> I (i,jfl,..,n-l) = 

<f(~(~(Xo))),t(Xo)>'In(~(Xo)),f(~(~(Xo))),n~(Xl),... 
..,n,(Yn_l) l 2 *) ,die wegen der Identit~t <fo~,n> = O 

auf N und daraus folgend <f(n(e)),n,(TeN)> = O fur alle 

e 6 N,gelten. 

Nun sei ~(~(Xo)) 6 M (fUr ~(~(Xo)) 6 5M gilt die ana- 

loge Argumentation). 

Es gibt in einer gewissen Umgebung yon ~(~(Xo)) ein Ein- 

w) { Iist die Matrizenmultiplikation bzgl. < , > 

140 



TEUFEL 23 

heitsnormalenfeld y durch ~(x o) mit 

7*(x*(Yl )) = Yl'''''7*(x*(Ym )) = Ym" 
Dies setzen wit in (4.9) ein und erhalten 

(4.10) <f(~(~(Xo))),t(Xo)>.In(~(Xo)),f(~(~(Xo))),(no7). 

(x.(Y1)),--,(n~ I) I �9 

Nun ist nach (2.5) {n(~(Xo)),f(x(~(Xo))),f.(~.(Yl)),... 

..,f.(~.(Ym)),n.(Ym+l),..~n.(Yn_l) } eine ON-Basis des 

Rn+l,die nach (2.4) positiv orientiert ist. 

Die Determinante in (4.10) ist also gerade die Lipschitz- 

K i l l i n g - K r U m m u n g  G ( ~ ( X o ) )  ( v g l . ( 2 . 7 ) ) .  

D a h e r  i s t  ( 4 . 1 0 )  und d a m i t  d i e  V o l u m e n v e r z e r r u n g  von  

v gleich 

(4.11) <f(~(~(Xo))),t(Xo)>,G(~(Xo)) 

und dies ist die erste Formel des Satzes. 

Die zweite folgt aus der ersten. 

S n SATZ 4.3. Es sei f: M . Immersion,x E SN+,v(x) =: s 

AS(f) 2 U AS(f) 3 und e := ~(x),p := ~(~(x)),.dann ist 

(i) hess(hs0f)(p) = l.S(e) , I > O ,d.h.der Zweite Funda- 

mentaltensor is__~tpgs• y prop0rti0nal zum Hessetensor 

(ii) fU__~r G(e) * O : sign G(e) = (-l)Index(hs ~ 

(vgl.Satz 4.1 (ii)). 

Beweis: Sei p 6 M (fUr p 6 bM gilt die analoge Argumen- 

tation).Wegen der Beschr~nkung von s ist p ~ f-l(A s) 

und e ~ ~ .  

FUr die Gradienten yon hsof bzw. h s gilt in beliebigem 

Punkt q 6 M\f-i(A s) bzw. f(q) fur alle X 6 TqM: 

<X,grad(hsOf)(q)> = <f.(X),f.(grad(hsOf)(q))> = 

= <f.(X),grad hs(f(q))>,also 

f.(grad(hsOf)(q)) = grad hs(f(q))X = grad hs(f(q)) + 

+ v(f(q)) ,wobei i die orthogonale Projektion auf f.(TM) 

in TS n bedeutet und v der negative Normalanteil yon 
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g r a d  h s b z g l .  f,(TM) t s t .  

Damit berechnen wir in p fur X 6 TpM: 

hess(hsof)(p) = Vxgrad(hsof)(p) = 

f * ( ( ~ f . ( x ) f . ( g r a d ( h s o f ) ) ( f ( p ) )  )~)  = 

= f * ( (  ~ f . ( x )g rad  hs ( f (P ) )  ) ~ ) + f * ( ( ~ f . ( x ) V ( f ( P ) )  )x ) .  
Nach Satz 4.1 (ii) ist p kritisch,f,(X) ber~hrt also die 

kritische Niveaufl~che und damit verschwindet der erste 

Summand bei der orthogonalen Projektion,da grad h und 
s 

damit ~grad h simmer senkrecht zu den Niveaufl~chen sind. 

Welter ist f,(grad(hsof)(p)) = O,also v(f(p)) = 

= - grad hs(f(p)) = l,n(e) ,~ > O (vgl.Beweis zu Satz 4.1); 

der zweite Summand ist daher ~.S(e)(X).Damit gilt (i), 

(ii) ist direkte Folge yon (i). 

S n HILFSSATZ 4 . 3 .  ! s t  f :  M , I m m e r s i o n , M  k o m p a k t , d a n n  

h a t  d i e  Menge A S ( f )  da s  Ma~ O i n  G ( 2 , n + l ) .  

B e w e i s :  Wegen A S ( f )  2 = ~(SN) und 

AS(f) 3 = ~(Ix 6 SN i<f(n(~(x))),t(x)> = O I) haben beide 

Mengen Mag O, denn ~ ist differenzierbar,dim SN=dimG(2,n+l) 

und dim SN < dim SN,dim{x 6 SN i<f(~(~(x))),t(x)> = O} < 

< dim SN. 

Welter ist AS(f)I\{AS(f) 2 U AS(f)3} in der Menge der kri- 

tischen Werte yon 9 enthalten,denn der jeweils existieren- 

de kritische Punkt jener H6henfunktionen impliziert mit 

Satz 4.3 (1) und Satz 4.2 die Degeneriertheit yon 9 in 

dem nach Satz 4.1 dazugeh6rigen Punkt x E SN +. 

Nach dem Satz yon SARD *) haben die kritischen Werte 

von ~ MaS O in G(2,n+l). FI 

Jetzt sind wir in der Lage,durch Substitution mittels 

~ISN+ Folgendes zu beweisen: 
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8 n SATZ 4 . 4 .  I s t  f :  M ~ ! n z ~ e r s i o n , M  k o m p a k t , d a n n  e x i s t i e -  

re n TK(f) und TAK(f) und es i~: 

tk(f) = TK(f) und tak(f) = TAK(f). 

Beweis: Mit K := ~x 6 SN~SN I G(~(x)) = O} ist 

(4.12) SN+=(SN+\~-I(As(f)))U((9-1(AS(f))\K)NSN+)UK. 

Die mittlere Menge hat wegen Hilfssatz 4.3 4as MaS O, denn 

entweder liegen ihre Punkte in SN oder v ist auf 

(SN+\(SNUK))ng-I(As(f)) nach Satz 4.2 regul~r. 

FQr die folgende Rechnung wird die erste Menge mit SN be- 

zeichnet. 

Nach Satz 4.2 gilt dann,falls 4as Integral der lin- 

ken Seite existiert: 

w 
(4.13) / <fC~(~Cx))),tCx)>,G(~(x)) ~ = / ~ n 

Wit betrachten zun~ehst die linke Seite: 

Da der Integrand auf K versehwindet und die mittlere Men- 

ge yon (4.12) MaS 0 hat ist dieses Integral gleich 

/ <fC~(~(x))),t(x)>.G(~(x)) ~o 
SN+ 

Wir integrieren mit dem Satz von Fubini zuerst Qber die 

Fasern und dann Qber N und erhalten 

/ G(e) ( / <f(~(~(x))),t(x)> o ) ~ �9 

N ~-I(o)NSN + 

Das innere Integral ist unabh~ngig yon ~(x) = e das Volu- 

men Isn-21/(n-i ) der (n-l)dimensionalen Einheitsvollkugel. 

Die linke Seite yon (4.13) ist also mit Definition 2.1 

insgesamt 

(4.14) Isn-iI*Isn-2l tk(f) 

n-I 

und existiert hiermit nach Satz 2.1. 

Jetzt betrachten wit das rechte Integral in (4.13): 

FUr r = (ro,rl,...,rm) 6 N O M..~• ~o setzen wit 

143 



26 TEUFEL 

W r := {s E G(2,n+I)\AS(f) [~o(hsOf) = ro,..,~m(hsof)=rm }. 

Die Menge R := N o x...x N O ((m+l) Faktoren) ist abz~hl- 

bar, sie sei abzRhlbar angeordnet. 

Nach Hilfssatz 4.2 ist {WrlrER eine offene Uberdeck- 

ung yon G(2~n+I)\AS(f) mit paarweise disjunkten Mengen. 

Welter sei U r :-- (~IS~)-I(w r). 

{UrlrER ist eine offene Uberdeckung yon SN mlt paarweise 

disjunkten Mengen. 

+ bzw. U r jene offenen Teile yon Ur, FUr rER bezeichne U r 

auf denen ~ orientierungserhaltend bzw.orientierungsum- 

kehrend ist (vgl.Satz 4.2). 

Mit (4.14) existiert auch das Integral der rechten 

S e i t e  v o n  ( 4 . 1 3 )  und i s t  n a c h  dem S a t z  v o n  B . L e v i  *) 

g l e i c h  

(4.15) ~ ( +} ,~ n + / ,~*n ). 
rER U r U r 

Mit Satz 4.3 haben die kritischen Punkte von h (x)of,die 

+ gehbren geraden Index und jene,die zu zu  x E U r 

U r g e h G r e n  u n g e r a d e n  I n d e x .  

M i t  S a t z  4 . 1  i s t  demnach  ~IU+ U b e r l a g e r u n g  von  W r 

m i t  d e r j e n i g e n  A n z a h l  B l O t t e r  w i e  k r i t i s c h e  P u n k t e  y o n  

h ( x ) O f  v o n  g e r a d e m  I n d e x  v o r h a n d e n  s i n d  und ~IU r i s t  

U b e r l a g e r u n g  von  W r m i t  d e r j e n i g e n  A n z a h l  B l O t t e r  w i e  

k r i t i s c h e  P u n k t e  yon  h ( x ) O f  y o n  u n g e r a d e m  I n d e x  v o r h a n -  

den  s i n d  * * ) .  

D a h e r  e r h a l t e n  w i r  a u s  ( 4 . 1 5 )  d u r c h  S u b s t i t u t i o n  

( 4 . 1 6 )  ~ / ~(  s f )  ~ ( , v g l . D e f i n i t i o n  yon  ,~ 
rER W r i n  ( 1 . 2 ) ) .  

Die gleiche Argumentation unter Verwendung der Be- 

**) v g l . [ l l ] , S . 2 0 4  
) . E s  i s t  m b g l i c h , d a ~  U~ o d e r  U~ f u r  g e w i s s e  rER d i e  l e e -  

r e  Menge i s t ; d a n n  s p r e c h e n  w i r  f o r m a l  a u c h  yon  e i n e r  
Uberlagernng ~IU ~ oder VlU ~ .Die Blatterzahl ist 
dann O. 
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t r a g s m a S e  des  S a t z e s  4 . 2  l i e f e r t  an S t e l l e  von ( 4 . 1 4 )  

[ s n - l l ' ' [ s n - 2 [  t a k ( f )  und an  S t e l l e  yon  ( 4 . 1 6 )  
n - 1  

( 4 . 1 7 )  ~ f ~(hsO f )  ~ . 
rER W r 

Nach Definition der W r sind die Integranden in (4.17) 

positiv konstant;damit erhalten wir mit dem Satz yon B.Levi 

aus (4.17) unter Beaehtung yon Hilfssatz 4.3 

f ~(hsO f) ~ = IG(2, n+l) l ,TAK(f) (vgl.Def.3.3). 

G ( 2 , n + l )  

Nach S a t z  2 . 1  e x i s t i e r t  t a k ( f )  und i s t  e n d l i c h , n a c h  

dem B i s h e r i g e n  i s t  a l s o  auch  TAK(f)  e n d l i c h , d i e  R e i h e  

( 4 . 1 7 )  a l s o  e n d l i c h  k o n v e r g e n t . ( 4 . 1 7 )  i s t  wegen [~[ ~< 

k o n v e r g e n t e  M a j o r a n t e  yon  ( 4 . 1 6 ) , d a h e r  i s t  ( 4 . 1 6 )  k o n v e r -  

g e n t  und m i t  dem S a t z  yon  B . L e v i  g l e i c h  

/ ~ ( h s O f )  ~ = I G ( 2 , n + I )  I . T K ( f )  ( v g l . D e f . 3 . 3 ) .  

G ( 2 , n + l )  

I n s g e s a m t  g i l t  a l s o  m i t  ( 4 . 1 3 )  

t k ( f )  ffi ( n - l ) .  [G(2t n + l )  [ TK( f )  und 
lsn-l[. I s n - 2  [ 

tak(f) = (n-l). [ G ( 2 , n + l )  I TAK(f). 

[ sn-I [, lsn-2 [ 

Der gemeinsame Faktor ist gerade l,wenn wir [G(2,n+l)[ 

als Integral der Bewegungsdichte eines 2-dimensionalen 

orientierten Unterraumes des •n+l berechnen . *) [-1 

BEMERKUNGEN: i) Nachdem auf R n+l eine Orientierung gege- 

ben war,w~hlten wir Orientierungen auf N~N durch (2.5), 

auf SN\SN dutch (4.4) in Verbindung mit (4.3) und auf 

G(2,n+l) durch (3.3);dies und die Orientierung der Bilder 

yon ~ in Definition 4.1 sowie die Beschr~nkung auf SN + 

*) s.[7],S.227;[13],Formel (12.35),S.203 
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sind willkOrlich ~zgl.des Vorzeichens. 

2) Lassen wir die Streckung r,id des R n+l mit dem Fak- 

tor r>O nach einer Immersion f: M , S n wirken,dann erhal- 

n in die Sphare vom ten wir eine Immersion r.idof: M , S r 

Radius r.Die "differentialtopologischen"Integrale ~ndern 

sich bei der Streckung r.id offensichtlich nicht,es gilt 

TK(f) = TK(r,idof) bzw. TAK(f) = TAK(r,idof). 

In den "differentialgeometrischen" Integralen verandern 

sich das Volumenelement des NormaleneinheitsbGndels mit 

dem Faktor r m Gber M bzw.r m-I Gber 5M,jedoch die Lip- 

schitz-Killing-KrGmmung mit r -m Gber M bzw. r -(m-l) Gber 

5M;demnach gilt tk(f) = tk(r. idof) bzw. tak(f) = 

= tak(r,idof). 

Die bisherigen Resultate gelten also auch im Falle yon 

Immersionen in Spharen mit beliebigem Radius. 

3) Immersionen in vollstandige,einfach zusammenhan- 

gende riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter positi- 

vet KrGmmung werden mit den bisherigen Resultaten erfaSt, 

da diese Mannigfaltigkeiten zu Sph~ren mit geeignetem 

Radius isometrisch diffeomorph sind (vgi.[6],S.216). 

4) Das bisherige Ergebnis beinhaltet eine Beantwor- 

tung des Problems 15 bei KUIPER [9]. 

LITERATUR 

[11BRAESS,D.: Morse-Theorie fGr berandete Mannigfaltig- 
keiten.Math.Ann.208,133 - 148 (J974) 

[2] BR~CKER,Th.,J~NICH,K.:EinfGhrung in die Differential- 
topologie,l.Aufl.Berlin-Heidelberg-New York:Springer 1973 

[3] CHERN,S.S.,LASHOF,R.K.:On the total curvature of im- 
mersed manifolds I.Amer.J.Math.79,306 - 318 (1957) 

[4] DIEUDONN~,J.:GrundzUge der modernen Analysis,Band 3. 
l.Aufl.Braunschweig:Vieweg 1976 

[5] FERUS,D.:Totale AbsolutkrGmmung in Differentialgeome- 
trie und -topologie.Lecture Notes in Math.66,Berlin-Hei- 
delberg-New York:Springer 1968 

[6] GROMOLL,D.,KLINGENBERG,W.,MEYER,W.:Riemannsche Geome- 
trie im Gro~em,Lecture Notes in Math.55,2.Aufl.Berlin- 
Heidelberg-New York:Springer 1975 

146 



TEUFEL 29 

[ 7 ]  H A D W I G E R , H . : V o r l e s u n g e n  G b e r  I n h a l t , O b e r f l a c h e  und 
I s o p e r i m e t r i e , l . A u f l . B e r l i n - G 6 t t i n g e n - H e i d e l b e r g : S p r i n g e r  
1957 

[8] H I R S C H , M . W . : D i f f e r e n t i a l  T o p o l o g y , G r a d . T e x t s  i n  Ma th .  
3 3 , 2 . A u f 1 . B e r l i n - H e i d e l b e r g - N e w  Y o r k : S p r i n g e r  1957 

[ 9 ]  K U I P E R , N . H . : D e r  S a t z  von  G a u B - B o n n e t  f G r  A b b i l d u n g e n  
i n  En und d a m i t  v e r w a n d t e  P r o b l e m e . D M V - B e r i c h t  6 9 , 7 7  - 88 
( 1 9 6 6 / 6 7 )  

[ 1 0 ]  L E I C H T W E I S S , K . : Z u r  R i e m a n n s c h e n  G e o m e t r i e  i n  G r a s s -  
m a n n s c h e n  M a n n i g f a l t i g k e i t e n . M a t h . Z e i t s c h r . 7 6 , 3 3 4  - 366 
( 1 9 6 1 )  

[ 1 1 ]  v .MANGOLDT,KNOPP:EinfGhrung i n  d i e  H 6 h e r e  M a t h e m a t i k ,  
Band 4 . 1 . A u f l .  S t u t t g a r t : H i r z e l  1973 

[12] M I L N O R , J . : M o r s e - T h e o r y . A n n a l s  o f  Math .  S t u d . 5 1 . 5 . A u f l .  
P r i n c e t o n : P r i n c e t o n  U n i v e r s i t y  P r e s s  1973 

[ 1 3 ]  S A N T A L 6 , L . A . : I n t e g r a l  G e o m e t r y  and  G e o m e t r i c  P r o b a b i -  
l i t y . E n c y c l o p e d i a  of Mathematics and ist Applica%ions, 
l.Aufl. Voi. I,1976 

Eberhard Teufel 

Mathematisches Institut BI1 der Universit~t Stuttgart 

Pfaffenwaldring 57 

D - 7000 Stuttgart 80 

Bundesrepublik Deutschland 

(Eingegangen am 8. November 1979) 

147 


