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UEBER DISTRIBUTIVE PAARE VON RINGEN UND ARITHMETISCHE, 

NILPOTENTE RINGE 

Frank Roehl 

This work gives a characterization of distributive pairs of 

nilrings and of arithmetic, nilpotent rings by means of a method 

analogous to that one developed by Stephenson for the discussion 

of distributively representable rings. The results are nearly 

the same as Suzuki's on distributive pairs of subgroups of a 

group and on distributive groups. Further on a criterion is gi- 

ven for ideals of a given ring to be a distributive pair of sub- 

rings. 

I. Einleitung 

Stephenson gab in [10] (Prop. 1.1, p. 293) eine Charakterisie- 

rung der Moduln mit distributivem Untermodulverband und vermit- 

telte damit der Theorie der distributiv darstellbaren Ringe im 

Sinne Behrens' ([I], p. 92) wichtige Impulse. Der Beweis die- 

ses Satzes l~USt sich auf eine Weise fUhren, die den dahlnterste- 

henden Grundgedanken besser sichtbar werden l[~t und es gestat- 

tet, eine entsprechende Aussage f~r Unterringverb~nde abzuleiten 

(s. Satz 2.5 und Corollar 2.6). 

VermSge einer sehr schwachen Version dieses Ansatzes war es 

dann nicht mehr schwer, die Klassifikation der aritbmetischen 

(d.h. der Verband der zweiseitigen Ideale ist distributiv), nil- 

potenten Ringe auf diejenige der nilpotenten Ringe mit distribu- 

tivem Unterr!ngverband zur~ckzuf~hren und darUberhinaus die 

Rechnungen Fre~dmans in [3], die zur vollst~ndigen Klasslfikation 
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der nilpotenten Ringe mit distributivem Unterringverband f~hrten, 

durchsiehtlger zu gestalten (s. bierzu [9], 3.3). Abgesehen yon we- 

nigen (leieht klassifizierbaren) Ausnahmen zeigte sieh, dab die 

Distributivit~tsbedingung f~r den Verband der zweiseiti~en Ideale 

eines nilpotenten Ringes R ~quivalent zur Distributivit~tsbedingung 

an den Untergruppenverband yon R + ist (Thm. 4.1)I Damit ist Pro- 

blem 40 bei Szasz ([12], p. 129) zu einem Tell gelSst. 

Da man h~ufig vor die Frage gestellt ist, wann etwa die Unterrin- 

ge eines Ringes nach zwei vorgegebenen Unterringen zerlegbar bzw. 

direkt zerlegbar sind und die Forderung nach Distrlbutivit~t des 

Unterrlngverbandes bzw. Idealverbandes in dieser Situation zu stark 

ist, hatte Ore bereits 1938 den Begriff des "distrlbutiven Paares" 

eingef~hrt. Angesichts der seh6nen Ergebnisse Suzukis ~ber distri- 

butive Paare yon Gruppen (s. [11] , p. 3-5) lagen eine ~bertragung 

dieses Konzeptes auf Ringe und der Versuch der Charakterisierung 

solcher Paare vermSgen des genannten Ansatzes nahe. Einen Beitrag 

zur LSsung dieses Problems liefert Corollar 2.6, und darQberhinaus 

zeigte sieh bei Nilringen sogar~ da~ zwei Unterringe genau dann ein 

distributives Paar bilden~ wenn sie ein distributives Paar yon 

Gruppen in der additiven Gruppe des gegebenen Ringes bilden'(Thm. 

3.3)! Daraus ergab sich dann eine vollst~ndige Analogie zu den Er- 

nissen Suzukis Uber Gruppen! 

Bezeiehnungen 

Alle betraehteten Ringe sind assoziativ, abet nicht notwendig 

kommutativ oder mit Einselement. "~...>" steht f~r das Ringerzeug- 

his der zwlsehen den Klammern aufgef~hrten Elemente, und ~hnlich 

bezeiehnet "u" ein Ringerzeugnls (und wird in dieser Arbeit nlemals 

lediglich im Sinne mengentheoretiseher Vereinigung verwendet!) "Mo- 

nogenlt~t" eines Rir4es heIBt, dab er als Ring yon einem Element 

erzeugt wird. "(a)" ist das yon einem Element a eines Hinges er- 

zeugte.zweiseitige Ideal. "e" bezelehnet die dlrekte Summe in der 

Kategorie der Summanden und R + die additive Gruppe des Ringes R. 
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F~r ein nilpotentes Element a eines Ringes R ist "exp a" die 

kleinste natUrliche Zahl n mit an=o, entsprechend "exp R", falls 

bereits R nilpotent ist. BezUglich der Begriffsbildungen aus der 

Gruppentheorie sel auf [4] verwiesen. Im Ubrigen bezeiehnen ~, 

und ~ die Menge der natGrlichen, der ganzen und der rationalen 

Zahlen, und X ist stets eine Unbestimmte. 

DEF.: RI,R 2 seien Unterringe des Ringes R. RI,R 2 bilden genau 

dann ein distributives Paar~ wenn far Jeden Unterring S yen 

R gilt: 

(D) Sn(RIuR2)=(SnRI)u(SnR2). 

2. Ober distributive Paare yon Ringen 

Zun~chst einige einfache Feststellungen, die an entsprechender 

Stelle ohne besonderen Hinweis benutzt werden: 

I. Um die Distributivit~t eines Paares (RI,R 2) yon Unterringen 

eines Ringes R naehzuweisen, gen~gt es, Bedingung (D) f~r alle 

monogenen Unterringe yon R zu verifizieren. 

2. Weiterhin betrifft (D) lediglich die Unterringe yon RIUR 2 

und ist far diejenigen Unterringe, die in R I oder R 2 enthal- 

ten sind, trivialerweise erfUllt. Bilden also die Ringe RI, R 2 

ein distributives Paar im Ring R, so aueh in jedem Ring, der R 

enth~it. 

3. Ist S ein Unterring yon R und das Paar (RI,R 2) distributiv, so 

ist auch (SnRI,SnR 2) ein distributives Paar yon Unterringen in 

S. 

4. Ist -:R-~R' ein surJektiver Ringhomomorphismus, dessen Kern in 

RIVR 2 enthalten ist, und bilden RI,R 2 ein distributives 

Paar yon Unterringen in R, so ist (RI,R 2) distributlv in R'. 

Denn: Sei ~eR1vR 2 und s ein Urbild yon ~. Da der Kern des Ho- 

momorphismus in RIVR 2 enthalten ist, gilt: seR1uR 2. Well 

(RI,R 2) distributiv ist also: 

se(<s)~R1)~(<s)nR2) , und folglich 
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2.5 SATZ (Lemma 2.2.2 in [9], p. 28): 

Sei R:RI~R 2 direkte Summe zweier monogener Ringe RI,R2, etwa 

R~=~X~[X]/I~ mit Idealen I~ au s X~[X](i:I,2). Seien die r i die 

Bilder yon X i~n R i (i=1,2). Dann sind folgende Aussagen ~quivalent: 

(I) <r1+r2~:<r1>eCr2> 

(II) II+I2:X~[X] 

(III) Ist ~I (bzw. r%) yon 0 verschiedenes kanonisch homomorphes 

Bild yon r I (bzw. r2) , so existiert kein Ringlsomorphlsmus 

i:~i>--)<~2> mit ~(rl)=r 2. 

BEWEIS : 

(1)g=~(ll): (I) bedeutet rlg<r1+r~ , und d.h.:~..~: 
�9 ~ " n' .. L l 

rl=> [l.(r1+r2)l=~).ir~§ . 2 a -  __ -- __ -- Wegen der Direktheit 

von R:RIeR 2 also: ~.aZ: r1:~-~}..r AO:~)~.r , oder mit anderen 
l i:1 I i:I z 

Worten: ~f(X)aX~X]: f(X)eI2^X-f(X)@I I, also XeI1+I 2. 

(II)~III): Die kanonisch homomorphen Bilder der r i sind bis auf 

kanonische I s o m o r p h i e  yon d e r  Form X+J~ m i t  J . ~ I .  ( i = 1 , 2 ) ,  w e l l  d i e  

r~ die Bilder von X unter den kanonischen Homomorphismen 

X~[~--~X~]/I i sind, und die Isomorphismen 

(X~[X]/Ii)/(J./I ~)~x~[x]/J~ f~r Ideale J~l. 

ebenfalls kanonlsch sind. 

Es ist 11+I 2 in jedem Ideal enthalten, das sowohl 11 als auch 

12 umfa~t, und ist ~:X~[X]/J~-@X~[X]/J 2 eln Isomorphismus mit 

~(X+JI)=X+J2, so bedeutet (III) wegen der Kommutatlvit~t von 

x~[~ 

X]//j~~X. [ -alle Abbildu ngen kanonlsch - 

X~[ 1 ~ X]/J2 

dag es in X~[~ kein echtes Ideal gibt, das 11 und 12 enth~it. 

Qed. 



ROEHL 5 

Der wesentliche Inhalt yon 2.5 ist die ~quivalenz der Bedingun- 

gen (I) und (III).'Aber abgesehen yon der beweistechnischen Be- 

quemlichkeit, die der Einsehub yon Bedingung (II) bietet, mag sie 

bei der Beschreibung yon Ringen mit Bedingung (I) durch Erzeugen- 

de und Relationen ganz n~tzlieh sein. 

2.6. Corollar: 

R sei Ring, RI,R 2 Ideale in R und -:R--~R/RI~R 2 der kanonisehe 

Homomorphismus. (RI,R 2) ist genau dann ein distributives Paar yon 

Unterringen~ wenn es keine Elemente rleR i (i=1,2) mit ~i$O und 

kanonisch homomorphe Bilder ~(~i)@O gibt so, dab <~(~i)> 

isomor h zu mit ist. 

BEWEIS: 

"~" Zun~chst einmal ist ~i~2=~'I@~2, und (RI '~2 ) ist ein 

distributives Paar in R. Seien nun die rieR i (i=1,2) beliebig mit 

r~R1nR 2. Dann ist abet <~1+~2~=((r1+H2~nR1)~(<r1+r2)6R2 ). 

Folglieh existieren Polynome f(X),g(X)eX~[X] mit 

F1+~2=f(~1+~2)+g(~1+~2 ) und f(~1+~2)eR1 , g(~1+~2)e~2 . 

Aus der Direktheit von RI~R 2 ergibt sich nun: 

f(~1+~2)=f(F1)+f({2 ) und g(F1+~2)=g(~1)+g(~2); aus 

f(~i+~2)~i also f(~2)=O und analog g(~1)=O. Dann ist: 

d.h. f(X) ist ein Polynom mit f(~i)=~i und f(~2)=O. Die Be- 

hauptung folgt nun aus der ~quivalenz yon (II) und (III) in 2.5. 

'~" Sei ~s~ Unterring yon RIUR 2 mit s~R i (i=1,2), so folgt 

s=s1+s 2 f~r geeignete si&R i und si~R1nR 2. Es genUgt, 

si~s~ zu zeigen. Aus der Voraussetzung und der ~quivalenz yon (I) 

und (III) in 2.5 folgt: ~s~:<s1~O<~2~ , also siG<s~. Aus der 

kanonischen Isomorphie <s+RInR2~/RI~R2~s~/<s~nRInR2 er- 
gibt sich dann si+(~a~R1~R2)c<s~. 

Qed. 
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BEMERKUNGEN: 

I. Im obigen Beweis "=~" folgt aus "(Ike=~II)" in 2.5 noch 

Diese Sehlu~folgerung werden wir im Beweis yon 3.3 noch einmal 

ben6tigen. 

2. 2.6 liefert insbesondere ein Kriterium f~r die Zerlegbarkeit 

yon Unterringen SoRteR 2 naeh den direkten Summanden. 

3. Betraehtet man anstelle yon Idealen lediglieh Unterringe RI,R 2 

von R, so liefert 2.6 immer noch ein notwendiges Kriterium f~r 

die Distributivit~t yon (RI,R2) , wenn man start -:R-,R/RI, R 2 

nun den Homomorphismus~.:R--~R/(R1)m(R 2) betraehtet, wobei we- 

gen 2.2 o.E. R=RI,R 2 vorausgesetzt werden darf und (R i) das yon 

R i erzeugte (zweiseitige) R-Ideal ist (i=1,2). DaB Jedoch 2.6 

in dieser Situation nieht hinreiehend ist, liegt daran, dab 

keine Aussagen ~ber die Ringe "zwisohen" RI,R 2 und (RI),(R 2) 

gemaeht werden kSnnen. 

3. Distributive Paare yon Nilringen 

Bilden RI,R 2 ein distributives Paar yon Unterringen eines Nil- 

ringes R=RIvR2, so li6t sich zwar immer noch nicht viel Gber die 

Struktur yon (RI)~(R 2) aussagen, dafGr aber umso mehr ~ber das 

Ringerzeugnis RIUR2! 

3.1LEM~MA: 

RI,R 2 seien Unterringe des Nilringes R. RI,R 2 bilden ~enau dann 

ein distributives Paar yon Unterrin~en, wenn fGr ~ede n Unterrin~ S 

von RIUR 2 gilt: S+=(SnRI)++(S~R2 )+. 

Nach 3. I gilt in einem Nilring fGr ein distributives Paar von 
+ + § 

Unterringen R1,R 2 also insbesondere: (RlVR 2) -RI+R 2. 

3.1 besagt noch nicht, dab ~ + RI,R 2 ein distributives Paar yon 

Untergruppen in der abelschen Gruppe R + bildenl (s. Jedoch 3.3). 

6 
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BEWEIS: 

"==~' G~be es einen Ring S, so da~ S +~ (SnRI)++(SnR2)+ ist, 

so exlstlert ein s~S mit (s> + ~ (<s>nR1)++(<s>~R2)+. Unter den 

Elementen aus RIUR 2 mlt dieser Eigenschaft besltze etwa s minima- 

len Exponenten. Wegen der Distributivit~t yon n RI'R2 als Paar yon 

Unterringen l~t sieh s in der Form S:fo(S)+~'~f~(s)g~(s)+go(S) 

sehreiben, mit f~(s~s>,R1,g~(s)G<s>aR2, i=O,...,n und die 
~ 2+ 2 + 2 

fi(X),gi(X)gXZ[X]. Nach Wahl yon s ist ~s > =(<s~R I) +(<s>~R 2 

und entsprechendes gilt auoh f~r die hSheren Potenzen yon s. 

Daraus folgt unmittelbar (<s~2)+=(<s>2~R1)++(<s>2aR2)+~ 

(~s>~R I )++(<StaiR2)+; also ~fi(s)g~= ~ (s)e(~s>,R I )++(<~R2 )+. 

Mit der oblgen Darstellung yon s also insgesamt 

<S~+=(<S>nRI)++(<S>~R2)+: Widerspruch| 

Ist trivial wegen (S,RI)++(SnR2)+C~SnRI)u(SnR2 ~ ~ ~  +. 

)+, 

Qed. 

3.2 LEMMA: 

R sei kommutativer Nilrin6 und f~r a,baR bezelchne (b) a de____nnvo____n_n b 

erzeugten <a,b>-Modul. Aus maG(b) a fU___[rei___~nm~N folgt dann schon 

mka6wh) fQr passendes ~ (im Fallem=1 also ae<b>). 

BEWEI S: 

Da R kommutatlv ist, folgt aus mae(b) bereits mae<b>++(~a><b>) +. a 
Dutch Induktion naeh #E~ zelgen wit, da~ dann sogar 

m~a~<b>+§ ~ )§ #~ gilt, und die Behauptung folgt dann aus 

der Nilpotenz von b. Es war m#aG<b>§ @)+ rlchtig f~r ~=I. 

Sei m)ae~b>++(~a><b>~) +. Zu zelgen bleibt wegen 

+lae(m<b>)++(m<a~<b> ~ )+ lediglioh noeh (m<a~<b)?) + c m 

<b~++(<a><h~ ~+I )+. Aus mag<b~++(<a><b>) + folgt: 

,a~b~(<a>/~-1<h>,+1 )++(~a>~<b>~ +I )+ c (<a><b> ~*I )* f~r alle 

~>I ,~.~; und for2*:1 ,~z-~ sogar: mabae(<b> ~+I )++(<sin<b> ~+I )+. 
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Wegen (m<a~b>~)+=~a~b m insgesamt: 

(m~a> Wo> ~ )+~<b>++ (<a~<b> @+1 )+. 

Qed. 

3.3 THEOREM: 

R sei Nilring mit Unterringen RI,R 2. RI,R 2 bilden genau dann 

§ + R + ein distributives Paar yon Unterrlngen, wenn RI,R 2 i__nn eln 

distributives Paar yon Untergruppen bilden. 

BEWEIS: 
+ + 

"==~' Sei c~RI,R2, aber ceRI+R 2. Naeh Lemma 3.1 gilt 
§ + 

<c>+:(<e>nR1 ) +(<c>nR 2) ; also existieren cie~c>~R i (i:I,2) 

mit c=c1+c2, und daher:  <c1+c2>=~1,c2>.  Setze nun 

J::(Cl)c2n(e2)cl , dabei sei (Ci)c2 der von c I erzeugte 

~Cl,C2~-Modul , entsprechend (C2)ci. Ist nun -:<ci,c2~--)<ci,c2~/J 

der kanonische Homomorphismus, so folgt: <ci+c2>:~>0~2~. 

W~re nun etwa ~i:0 , also cleJa(C2)Cl , so folgte c~<c2~cR 2 

nach 3.2 (es war Cl,C2g(c> , und <c.> ist als monogener Ring kommuta- 

tiv, weiterhin war c nilpotent!) Wegen c2gR 2 ist mit c I also auch 

c in R2: Widerspruch! Folglich sind ~1,~2#0. 

Wir zelgen jetzt, da~ (~i>@~2) Tosionsring ist. W~re etwa ~I 

kein Torsionselement und T der Torsionsteil yon <'6"i }, so ist 

<EI>/(<~I>2uT) Nullriag Uber ~; dean ~12<~I~2~T ist klar, 

und ist fur ein m~ schon m~Ig<~1~T und exp ~1=k+I, so folgt: 

m~lkeT und iterativ mI~IGT , also ~I~T. <~2~/<~2>2 ist nun 

eatweder torsionsfrei - und dana Nullring Uber ~ - oder eln Torsi- 

onsring und dan~'~(~/m~) ~ fur ein passendes mm~. 
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Im ersten Fall ist <~/_ (<~1~2uT), und im zweiten Fall ist 
2 

<~i ~/(<~'i ~ ~Tom<~1>) kanonisch isomorph zu <~2~/<~2 >2: 

Beides steht im Widerspruch zur ~quivalenz von (I) und (III) 

aus 2.5! 

Es gilt aber sogar GGT( char ~1,char ~2 ):I! Denn w~re etwa p 

ein Primteiler yon GGT( char ~1,char ~2 ), so setze mi:=char%-i/p 

und ~i:=mi~, also char ~i= p f~r i=1,2. Mit 2.3 ergibt sich, 

da~ gilt: <a1+a2~=(~a1+a2~1,)v(<~1+~2~2~) , und wle 

in der ersten Bemerkung zu 2.6 folgt: <~+~p~=<~1%0~. 
2 ~ - " 2 - 

Aber <~i>/<~i> ist kanonisch isomorph zu <~2~/<~2 > #0 

(brides slnd Nullringe, und die Charakteristik der Erzeugenden 

ai+(ai> ist p, da ~<~2 in nilpotenten Ringen nut f~r 

~=0 mSgllch ist), im Widerspruch zu "(I)4==~(III) " aus 2.5! 

Setze nun m.:=char ~, i=1,2. Aus m~c~eJ folgt nach 3.2 be- 

reits ~ :  m I c1~c~R2; m 2 c2~<c~R I. Bezeichnet man 

die kleinste natUrllche Zahl n2, so dab n2ceR 2 ist, als relative 

Ordnung yon c bez~glich R~, und ist n 4 die relative Ordnung yon c 
I 

bez~glich RI, so ist wegen m I (c1+c2)eR 2 jedenfalls n 2 ein 

@1 92 
Teller yon m I und n I ein Teller yon m 2 . Aus GGT( ml,m 2 )=I 

folgt die Teilerfremdheit yon n Iund n 2. Die Behauptung folgt dann 

aus Thm. I bei Suzuki (~I] , p. 3)! 

'~==" Trivial! 

Qed. 

Als Corollar zu Thm. I in [11] , p. 3 und Thm. 3.3 erhalten wit 

3.4 COROLLAR: 

Ein Paar (RI,R 2) yon Unterrlngen eines Nilringes is t genau dann 

ei_~n dlstributives Paar, wenn f~r jedes Element c aus R1uR2, das 

weder in R I noch in R 2 enthalten ist, dessen relative Ordnungen 

bez~glich R Iund R 2 endllch und teilerfremd slnd. 
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3.5 SATZ: 

R sei Nilring, (RI,R 2) ein distributives Paar yon Unterrin~en aus R 

mit RI,R2=O. Dann ist RI,R2=RI@R 2 ein Torsionsring, und die Ord- 

nungen der Elemente in R 1 und R 2 sind teilerfremd. 

BEWEIS: 

Wegen 3.3 und Thm. 3.3 bei Suzuki in [11] , p. 4 braucht lediglich 

RI.R2=R2RI=O naehgewiesen zu werden. 

Seien also a und b aus verschiedenen Unterringen R i (i:I,2). 

Nach Suzukis Thm. 3 (~g, P. 4) ist char a,char ~ und 

d:=GGT( char a,ehar b ):I. Aus d(ab)=O folgt dann ab=O. 

Qed. 

3.6 THEOREM: 

Der Verband L(R) yon Unterringen des Nilrin~es R ist direktes Pro- 

dukt yon Verb~nden L% (leA): L(R)=~TaL & ~enau dann, wenn der Nil- 

ring R direktes Frodukt der Nilringe HA ist, so dag L(RI)~L& fQr 

alle AeA ist und die Ordnunge nder Elemente aus R k endlich und 

teilerfremd sind zu den Ordnungen der Elemente aus R/,(I#~. 

BEWEIS: 

Der Beweis yon Suzukls Thm. 4 in ~I] , p. 5 l~L~t sieh w~rtlich 

~bernehmen, wenn man nut den Terminus "Untergruppe" durch "Unter- 

ring" ersetzt und statt Suzukis Thm. 3 unseren Satz 3.5 verwendet. 

Qed. 

Da~ weder 3.3 noeh 3.5 oder 3.6 in beliebigen RinEen gelten, 

zelgt das folgende 

3.7 BEISPIEL: 

Sei R+:=<e>+O<u> + mit e2=e, pe=pu=u2=O (p prim) und eu=ue=u. 

In R bilden dann <e>,(u> ein distributives Paar yon UnterrinEen, 

aber nlcht yon Untergruppen , da etwa die yon e+u erzeugte Unter- 

gruppe nloht nach den direkten Summanden (e>+,~u~ + zerlegbar ist! 

10 
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4. Arithmetische I nilpotente Rinse 

Alle Ergebnisse dieses Abschnittes - bis auf 4.1 b) - sind der 

Dissertation [9] des Autors entnommen. Sie sind Verallgemeinerun- 

gen derJenigen Frl. Bramerets ~ber nilpotente Kettenrir~e in [2] 

und gewinnen ihre Aussagekraft durch die Kiassifikation der Rifle 

mit distributivem Unterringverband (i.f. als DUV-Ringe abgek~rzt), 

die Freedman in [3] leistete. Des weiteren wird durch 4.1 und 

Fre[dmans Arbeit eine Frage z.T. gelSst, die Szasz in ~2] aufwarf. 

Um die Distributivit~t eines Verbandes L nachzuweisen, gen~gt es, 

SI~(S2uS3)g(SI~S2)v(SI~S3)~SieL 

zu zeigen (Lemma 10 in [6J, p. 35). 

4.1 THEOREM: 

a) Ein nilpotenter Ring besitzt ~enau dann einen distrlbutiven 

Idealverband, wenn sein Unterringverband distributiv ist. 

b) Auger in den Torslonsringen, in denen wenigstens ein Torsions- 

tell Tp,p prim, eine ~p-Al~ebra A=<a> mit a3=O und A+=~a+~a 2 

("anisotrope Bilinearformal~ebra der Dimension 2 "nach Borho) 

ist, ist so~ar schon der Unter~ruppenverband der additiven 

Gruppe der arithmetischen, nilpotenten Ringe distributiv. 

Anstelle von 4.1 a) beweisen wit drei Teilaussagen, die die 

Struktur der arithmetisehern, nilpotenten Ringe bereits weitgehend 

darlegen und mit den korrespondierenden Ergebnissen Freidmans ~ber 

in [3] sofort das Gew~nsehte llefern. DUV-Ringe 

Im ~brigen werden wit ohne besonderen Hinweis yon der Aussage Ge- 

brauch machen, da~ homomorphe Bilder yon arithmetischen Ringen und 

yon DUV-Ringen ebenfalls arithmetische bzw. DUV-Ringe sind (das 

folgt durch Liften der Unterringe bzw. Ideale aus der Distributi- 

vit~t und well der Durchschnitt yon Bildern das Bild des Durch- 

schnittes enth~itl) 

11 
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4.2 SATZ: 

F~r nilpotente p-Ringe - ~ eine Primzahl - sind folgende drei Ei- 

gensehaften ~quivalent: 

(I) R besitzt linearen Unterringverband 

(II) R besitzt distributiven Unterringverband 

(III) Der Verband der zweiseitige n Ideale yon B ist distributiv. 

BEWEIS: 

Die Implikationen (I)~(II)==~III) sind trivial. Daher genGgt es 

(III)==~I) nachzuwelsen. 

Sei also R nilpotenter p-Ring mit distributivem Idealverband. 

I) Ist R + p-divisibel, so ist R + naeh Fuehs ([a], The. 23.1D. 104) 

direkte Summe quasizyklischer Gruppen Z(p~). und R ist ~ullrin~. 

In diesem Fall ist aber Jede Untergruppe yon R + bereits Ideal. 

G~be es nun mehr als einen direkten Summanden der Form Z(p ~) in 
+ 

R , so lieSen sieh a,b aus zwei verschiedenen Summanden der For~ 

Z(p ~) finden, die im Soekel yon R + lie~en (und R annullieren). 

Es ist (a)=<a> und entsprechend fur (a+b),(b), da a und bim 

Schnitt des Annullators yon R mit dem Sockel liegen. 

Au~erdem ist dann ~ca)=~<b)--@<a+b>=p, und folglieh: 

(a+b)n(a)=(a+b)n(b)=O. Dann kann im Widerspruch zur 

Distributivit~t des Idealverbandes yon R nicht ~elten: 

2) R sei nieht p-divisibel. Setze dann A :=R, und 
o 

A.:=pA..+RA..V i~. W~re A_:A . f~r ein ~ - also 
1 m-z i-! 1 i-) 2 

A..=pA..+RA.. - so folgte: RA..=DRA .+R A.. und 
I--! i--! l--I ~ l'-I i-! I--~' 

2 
daher Ai_1=PAi_1+R Ai_ I. Induktiv also Ai_1=PAi_1+R Ai_ I 

fQr alle 9e.R. F~r ~exp R also insbesondere Ai_1=PAi_1 . Da R 

nieht p-dlvisibel sein sollte, ist Jedes i mit Ai=Ai_ I gr~er 

als I, also pR+R2~R. 
Wie unter I) folgt nun die Linearit~t des Unterringverbandes 

yon ~:=R/pR+R 2. F~r ein reR ist dann <-{>=R. W~re <r> ~R, so 

g~be es ein maximales Ideal J~R mit <r~=J (das folgt etwa aus 

12 
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dem Reflnement-Theorem yon Kruse und Price: [7], p. 6). Nun ist 

aber R2+pRCJ (ebenfalls [7], p. 6), und folgllch: 

<~c~=<--r>: Widerspruch! R ist also monogen und insbesondere 

endlich und kommutatlv. 

Weil aus Ai_I=A i die p-Divisibilit~t yon Ai_ I folgte, 

bilden die A~ in dem endlichen Ring R eine echt absteigende 

Kette monogener Unterringe (alle A i sind Ideale, und die Ide~ 

ale in Ai/Ai+ 1 sind schon Ideale in R/Ai+I; die Monogeni- 

t~t der A i folgt nun wie die yon R). Sei nun S beliebiger Un- 

terring yon R, so existiert ein maximales je~vO mit Aj~S. Dann 

folgt aber S+Aj+I/Aj+I=Aj/Aj+I, well pAj,AjCAj+ Iund 

Aj monogen ist. Aus der Struktur der A i (Monogenit~t!) und 

der Nilpotenz des p-Ringes R ergibt sich: S=A.. 
J 

Qed. 

Die Beweisidee ist also, den nilpotenten Ring so zu faktorlsie- 

ten, dab in dem homomorphen Bild die Ideale mit den Unterringen 

~bereinstimmen und man daher eine schwache Version yon 2.5 anwen- 

den kann (~hnlich verh~it es sich in dem folgenden Beweis zu 4.3). 

4.3 SATZ: 

Es gibt keine gemischten nilpotenten Ringe mit distributivem Ideal- 

verband 

BEWEIS: 

Angenommen, R w~re nilpotent, arithmetlsch, und R + w~re gemischt. 

Nach Kruse, Price (1.2.6 in [7], P. 3) l~Bt sich ein Element r aus 

dem Annullator yon R derart w~hlen, dab char r=O ist. W~hle ig~ 

maximal mit der Eigenschaft "R i enth~it yon O verschiedene Torsi- 

onselemente", und sei O~sgR i mit ps=O, p geeignete Primzahl. 

Dann ist sR (und ebenso Rs) Torsionsring in Ri+1; und nach Wahl 

yon iist s daher im Annullator yon R. Aus der Distributivit~t des 

Idealverbandes yon R folgt: 

13 
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Da r und s im Annullator yon R llegen, ist (r):~ und (r+s):~r+s>, 

und daher ist mit (r) auch (r+s) torsionsfrei; also (r+s)~(s)=O. 

Daher Ist (r+s)c(r+s)n(r), d.h. (r+s)~(r), und damit se(r). Well 

aber (r) torsionsfrei war, mug dann s=O sein: Widerspruch! 

Qed. 

4.4 SATZ: 

R sei torsionsfreler, nilpotenter Ring. R besitzt genau dann einen 

distributiven Idealverband, wenn R2=O und R + abelsche Gruppe 

vom Rang Iist (R + ist dann isomorph zu einer Untergruppe yon ~+). 

BEWEIS: 

Der Ring R sei wie im Satz vorausgesetzt. Angenommen, R2#O. O.E. 

darf R3=O vorausgesetzt werden, denn ist R torsionsfrei und w~re 

R/R 3 es nicht, so ist R/R 3 nach 4.3 bereits Torsionsring. Ist 

dann exp R=k+1, so folgt aus V r~.R3rmJN: nreR 3 bereits 

nrRk-lR3Rk-1=O, und wegen der Torsionsfrelheit yon R also 

rRk-1=OVreR. Dann w~re aber schon Rk=o im Widerspruch zu 

exp R=k+1. 

Sei p prim. Existieren nun r,seR mit rs~O, so ist R/(prs) nicht 

torsionsfrei; denn aus rse(prs) folgt wegen R3=O schon rs:mprs f~r 

eine ganze Zahl m. Das liefert aber (1-mp)rs=O, und wegen der Tor- 

sionsfreiheit yon R m~te daher p/1 sein, was unm~glich ist. Folg- 

lich ist rs$(prs) ein yon 0 verschiedenes Torsionselement modulo 

(prs). Nach 4.3 ist R/(prs) dann bereits Torsionsring. Nun war 

R3=O, und daher liegt prs im Annullator yon R. "R/(prs) ist Torsi- 

onsring" beinhaltet dann abet, da~ der Rang yon R + gleich Iist. 

Nach Fuchs (Thm. 121.1 in [5], P. 292) ist R dann Nullring: also 

rs=O! Daher war die Annahme R2#O falsch, und insbesondere ist dann 

jede Untergruppe yon R + bereits Ideal. Die Behauptung folgt nun 

aus Thm. 2 in ~I~, p. 4 (und etwa [8], p. 177; man beachte, da~ 

die in [4] und FS] gegebenen untersch• Deflnltlonen 

Rang einer Gruppe im torsionsfreien Fall ~bereinstimment) 

14 
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Da~ die angegebenen Ringe tats~ehlich arithmetisch sind, ist 

trivial! 

Qed. 

Mit den vorangehenden drei S~tzen ist die Struktur der arithmeti- 

schen, nilpotenten Ringe weitestgehend besehrieben. Die ~brigen 

Strukturdetails lassen sich bei Fre[dman in ~] naehlesen, und ins- 

besondere folgt 4.1 a) aus Fre~dmans Thm. I, p. 461, Thm. 3, P. 

463 und Thm. 2, p. 462 in [3]. 

Zum Bowels yon 4.1 b): Der Verband der Untergruppen der additiven 

Gruppe der ~ -Algebra A:<a> mit a~:O- und A+=~a+~a 2 (das ist 
P 

genau die anisotrope Bilinearformalgebra der Dimension 2 ~ber Fp) 

ist nicht distributiv, well etwa ~(a+a 2) nicht nach Za,Za 2 zer- 

f~llt; jedoch ist der Unterringverband yon A linear. 

Ist andererseits Rein nilpotenter DUV-Ring, so da~ der Unter- 

gruppenverband yon R + nicht distrlbutiv ist, so ist R nach 4.4 

und 4.3 Torsionsring, und die p-Torsionsteile yon R besitzen line- 

aren Unterringverband nach 4.2. Die einzigen Ringe, die der obigen 

Bedingung gen~gen sind wegen Thm. I in [3], P. 461 dann gerade die 

in 4.1 b) angegebenen. 
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