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UEBER DISTRIBUTIVE PAARE VON RINGEN UND ARITHMETISCHE,
NILPOTENTE RINGE

Frank Roehl

This work gives a characterization of distributive pairs of
nilrings and of arithmetic, nilpotent rings by means of a method
analogous to that one developed by Stephenson for the discussion
of distributively representable rings. The results are nearly
the same as Suzuki’s on distributive pairs of subgroups of a
group and on distributive groups. Further on a criterion is gi-
ven for ideals of a given ring to be a distributive pair of sub-

rings.

1. Einleitung

Stephenson gab in [10] (Prop. 1.1, p. 293) eine Charakterisie-
rung der Moduln mit distributivem Untermodulverband und vermit-
telte damit der Theorie der distributiv darstellbaren Ringe im
Sinne Behrens’ ([1], p. 92) wichtige Impulse. Der Beweis die-
ses Satzes 188t sich auf eine Weise flihren, die den dahinterste-
henden Grundgedanken besser sichtbar werden 138t und es gestat-
tet, eine entsprechende Aussage fiir Unterringverbinde abzuleiten
(s. Satz 2.5 und Corollar 2.6).

Verm8ge einer sehr schwachen Version dieses Ansatzes war es
dann nicht mehr schwer, die Klassifikation der arithmetischen
(d.h. der Verband der zweiseitigen Ideale ist distributiv), nil-
potenten Ringe auf diejenige der nilpotenten Ringe mit distribu-
tivem Unterringverband zuriickzufilhren und dariiberhinaus die

Rechnungen FreYdmans in [3], die zur vollstindigen Klassifikation
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der nilpotenten Ringe mit distributivem Unterringverband fiihrten,
durchsichtiger zu gestalten (s. hierzu [9], 3.3). Abgesehen von we~-
nigen (leicht klassifizierbaren) Ausnahmen zeigte sich, daB die
Distributivitdtsbedingung fiir den Verband der zweiseitigen Ideale

eines nilpotenten Ringes R dquivalent zur Distributivit@tsbedingung

an den Untergruppenverband von RY ist (Thm. 4.1)! Damit ist Pro-
blem 40 bel Szasz ([12], p. 129) zu einem Teil geldst.

Da man h3ufig vor die Frage gestellt ist, wann etwa die Unterrin-
ge eines Ringes nach zwei vorgegebenen Unterringen zerlegbar bzw.
direkt zerlegbar sind und die Forderung nach Distributivitit des
Unterringverbandes bzw. Idealverbandes in dieser Situation zu stark
ist, hatte Ore bereits 1938 den Begriff des "distributiven Paares"
eingefiihrt. Angesichts der schdnen Ergebnisse Suzukis ifiber distri-
butive Paare von Gruppen (s. [11], p. 3-5) lagen eine Ubertragung
dieses Konzeptes auf Ringe und der Versuch der Charakterisierung
solcher Paare vermSgen des genannten Ansatzes nahe. Einen Beitrag
zur LGsung dieses Problems liefert Corollar 2.6, und dariiberhinaus

zeigte sich bei Nilringen sogar, dal zwei Unterringe genau dann ein

distributives Paar bilden, wenn sie ein distributives Paar von

Gruppen in der additiven Gruppe des gegebenen Ringes bilden (Thm.

3.3)! Daraus ergab sich dann eine vollstindige Analogie zu den Er-

nissen Suzukis Uber Gruppen!

Bezeichnungen
Alle betrachteten Ringe sind assoziativ, aber nicht notwendig

kommutativ oder mit Einselement. "<...>" steht fiir das Ringerzeug-
nis der zwischen den Klammern aufgefiihrten Elemente, und Zhnlich
bezeichnet "y" ein Ringerzeugnis (und wird in dieser Arbeit niemals
lediglich im Sinne mengentheoretischer Vereinigung verwendet!) "Mo-
nogenitit"” eines Ringes heiBt, daB er als Ring von einem Element
erzeugt wird. "(a)" ist das von einem Element a eines Ringes er-
zeugte.zweiseitige Ideal. "@" bezeichnet die direkte Summe in der

Kategorie der Summanden und rR* die additive Gruppe des Ringes R.
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Fiir ein nilpotentes Element a eines Ringes R ist "exp a" die

kleinste natiirliche Zahl n mit an=0, entsprechend "exp R", falls

bereits R nilpotent ist. Beziiglich der Begriffsbildungen aus der

Gruppentheorie sei auf [4] verwiesen. Im iibrigen bezeichnen N, Z

und @ die Menge der natiirlichen, der ganzen und der rationalen

Zahlen, und X ist stets eine Unbestimmte.

DEF.: R1,R2 seien Unterringe des Ringes R. R1,R2 bilden genau

2.

dann ein distributives Paar, wenn fiir jeden Unterring S von
R gilt:
(D) SA(R1UR2)=(SnR1)u(SnR2).

Uber distributive Paare von Ringen

Zun3chst einige einfache Feststellungen, die an entsprechender

Stelle ohne besonderen Hinweis benutzt werden:

1.

. Weiterhin betrifft (D) lediglich die Unterringe von R

Um die Distributivitit eines Paares (R1,R2) von Unterringen

eines Ringes R nachzuweisen, geniigt es, Bedingung (D) fiir alle

monogenen Unterringe von R zu verifizieren.

1222

1 oder R2 enthal-

ten sind, trivialerweise erfiillt. Bilden also die Ringe R

und ist fiir diejenigen Unterringe, die in R
1? RZ
ein distributives Paar im Ring R, so auch in jedem Ring, der R
enthdlt.

. Ist S ein Unterring von R und das Paar (R1,R2) distributiv, so

ist auch (SnR1,SnR2) ein distributives Paar von Unterringen in
S.

Ist -:R—R’ ein surjektiver Ringhomomorphismus, dessen Kern in
R1uR2 enthalten ist, und bilden R1,R2

Paar von Unterringen in R, so ist (ﬁ},ﬁé) distributiv in R’.

ein distributives

Denn: Sei Eéi}uﬁé und s ein Urbild von S. Da der Kern des Ho-

momorphismus in R1uR enthalten ist, gilt: seR.uR,. Weil

2 e

(R1,R2) distributiv ist also:
SQ((S)HR1)U(<S>0R2), und folglich
€§;C(<s>nﬁ1)v(<s>nR2)c(é§3nﬁ1)u(ésinﬁé).
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2.5 SATZ (Lemma 2.2.2 in [9], p. 28):

Sei R=R1$R2 direkte Summe zweier monogener Ringe R R2, etwa

1
R,#X7[X}/I, mit Idealen I_ aus X2[X1(i=1,2). Seien die r_  die

Bilder von X in R, (i=1,2). Dann sind folgende Aussagen Hquivalent:

(1) Ly +r > 3<r > @Lr,)
(1) 11+12=xzDﬂ

(III) 1Ist F1 (bzw. r"'z) von O verschiedenes kanonisch homomorphes

Bild von r, (bzw. r2), so existiert kein Ringisomorphismus

i :<?1>-—> <’ﬁ'2> mit i('x?1 ):?‘2.

BEWEIS:
(I)<=$(II) (D bedeutet r1e<r1+r2 » und d.h.:J AEZ:
r ‘) 2 (t‘ +r, ) -Z.\. X r . Wegen der Direktheit
._{ i=1 i=
n
von R=R,6R, also: Hkiez: ry z Lr‘ AO= Zk r?_, oder mit anderen

Worten: 3Jf(X)eX2[X]: f‘(X)eIzA X—f‘(X)eI1, also XeI1+12.
(IIX=(III): Die kanonisch homomorphen Bilder der r. sind bis auf
kanonische Isomorphie von der Form X-’-Ji mit Ji:Ii i;1,2), weil die
r, die Bilder von X unter den kanonischen Homomorphismen
X;[X]—--)XZD(] /I, sind, und die Isomorphismen
(XZ’[X]/fi)/(Ji/Ii)':"XZ[X]/Ji flir Ideale Ji:Ii

ebenfalls kanonisch sind.

Es ist I1+I2 in jedem Ideal enthalten, das sowohl I1 als auch
I2 umfabt, und ist }::XZ’[X] /‘31—--))(2’[)(]/J2 ein Isomorphismus mit
;b(X+J1)=X+J2, so bedeutet (III) wegen der Kommutativitit von

XZ{X]

/ ‘ - alle Abbildungen kanonisch -
X21X1 /3 —-——-)XZ'[X} /J
daB es in XZ[X] kein echtes Ideal gibt, das I, und I, enthilt.

1 2
Qed.
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Der wesentliche Inhalt von 2.5 ist die Aquivalenz der Bedingun~
gen (I) und (I1I). Aber abgesehen von der beweistechnischen Be-
quemlichkeit, die der Einschub von Bedingung (II) bietet, mag sie
bei der Beschreibung von Ringen mit Bedingung (I) durch Erzeugen-

de und Relationen ganz niitzlich sein.

2.6. Corollar:

R sei RingL7R1,R2 Ideale in R und -:R—+R/R1nR2

Homomorphismus. (R1,R2) ist genau dann ein distributives Paar von

der kanonische

Unterringen, wenn es keine Elemente r.eR, (iz1,2) mit T,40 und

3
i

kanonisch homomorphe Bilder }z(F‘)#O gibt so, daB <yq(?})>
isomorph zu (r,)> mit g (FF3p,(F,) ist.

BEWEIS:

"=3# Zun#chst einmal ist §1uﬁé=§}eﬁé, und (§1,§é) ist ein

distributives Paar in R. Seien nun die r.eR, (iz1,2) beliebig mit

r4R.OR,. Dann ist aber <F +T,>=(<T +T»nR,)u(<T +T3nR,).

Folglich existieren Polynome f(X),g(X)eXZ[X] mit

r1+r2=f(r1+r2)+g(r1+r2)_?ni f(r1+r2)eR1, g(r1+r2)eR2.

Aus der Direktheit von R1QR2 ergibt sich nun:

f(:1+r2)i£(r1)+f(r21.und g(r1+r2)=g(r1)+g(r2); aus

f‘(r‘1+7'2)eR1 also f(r2)=0 und analog g(?ﬂ):O. Dann ist:
r1-f(r1)=g(r2)-r2eR1nR2=0,

d.h, f(X) ist ein Polynom mit f‘('rT1)=F1 und f(?é):O. Die Be-

hauptung folgt nun aus der Kquivalenz von (II) und (III) in 2.5.

=" Sei <s> Unterring von R1uR2 mit s¢R, (i=1,2), so folgt
$=5,+s, fiir geeignete sieRi und si¢R1nR2. Es genligt,

s.€¢3> zu zeigen. Aus der Voraussetzung und der Equivalenz von (I)
und (III) in 2.5 folgt: <S>=<S>@KF,>, also 5,&<5>. Aus der

kanonischen Isomorphie <s+R1nR2>/R1nR ?%s>/<s>nR1nR er-

2 2

gibt sich dann S:+(<S}nR1OR2)C<S).
Qed.
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BEMERKUNGEN :

1. Im obigen Beweis "=3" folgt aus "(IX=(II)" in 2.5 noch
F AT (2T 4T paR DV (T +T paR,) ) =F p 0T >
Diese SchluBfolgerung werden wir im Beweis von 3.3 noch einmal
bendtigen.

2. 2.6 liefert insbesondere ein Kriterium fiir die Zerlegbarkeit

von Unterringen SCR10R nach den direkten Summanden.

2

3. Betrachtet man anstelle von Idealen lediglich Unterringe R1,R2

von R, so liefert 2.6 immer noch ein notwendiges Kriterium fiir

die Distributivitédt von (R1,R2), wenn man statt -:R—-)R/R,nR2

nun den Homomorphismus-V:R—%R/(R1)n(R2) betrachtet, wobei we-
gen 2.2 o.E, R=R,uR, vorausgesetzt werden darf und (Ri) das von

R, erzeugte (zweiseitige) R-Ideal ist (i=1,2). Da8 jedoch 2.6

in dieser Situation nicht hinreichend ist, liegt daran, da8

keine Aussagen iiber die Ringe "zwischen" R,nR, und (R1)n(R2)

2
gemacht werden konnen.

3. Distributive Paare von Nilringen

Bilden R1,R2 ein distributives Paar von Unterringen eines Nil-

ringes R=R1uR , S0 1ldBt sich zwar immer noch nicht viel iiber die

2
Struktur von (R1)n(R2) aussagen, dafiir aber umso mehr iiber das
Ringerzeugnis R1uR2!
3.1 LEMMA:

R1,R2 seien Unterringe des Nilringes R. R,,R, bilden genau dann

ein distributives Paar von Unterringen, wenn fiir jeden Unterring S
+ + +
von R1uR2 gilt: S =(SnR1) +(SAR2) .

Nach 3.1 gilt in einem Nilring fiir ein distributives Paar von

Unterringen R,,R, also insbesondere: (R10R2)+=R:+R;.

2

3.1 besagt noch nicht, dag R+,R; ein distributives Paar von
Untergruppen in der abelschen Gruppe R* bilden! (s. Jjedoch 3.3).
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BEWEIS:
n—n Gibe es einen Ring S, so dag S* 3 (SAR1)++(SnR2)+ ist,
so existiert ein seS mit <s>+,i (<s>nR1)++(<s>nR2)+. Unter den

Elementen aus R yR., mit dieser Eigenschaft besitze etwa s minima-

1772
len Exponenten. Wegen der Distributivitit von R1,R2 als Paar von
Unterringen 1#8t sich s in der Form s=f (s)+if‘ (s)g;(s)+g (s)

i=1
schreiben, mit f‘ (s)e<s>naR ,g,(s)e<s>n32, i=0,. .,n und die
f (X),gi(X)eXZ[X] Nach Wahl von s ist <52> -(<s>nR ) +(<s >AR, )
und entsprechendes gilt auch fiir die hSheren Potenzen von s.

Daraus folgt unmittelbar (<s>2)+:(<s>2nR1)++(<s>2nR2)+c
+ + 3 + +
(<s>nR1) +(<s>nR2) ; also ;fi(s)si(s)e(<s>nl‘(1) +(<$nR2)

Mit der obigen Darstellung von s also insgesamt
<sy*= (<s>r\R1 )"'+(<s;>nR2 y*: Widerspruch!
"e=" ist trivial wegen (SnR)"+(SnR,)*c[(SaR,)u(saR,)] "
Qed.

3.2 LEMMA:

R sei kommutativer Nilring und flir a,beR bezeichne (b)_ den von b

erzeugten <a,b>-Modul. Aus mae(b) fiir ein melN folgt dann schon

mkae<b> flir passendes kelN (im Falle m=1 also ae<td).

BEWEIS:

Da R kommutativ ist, folgt aus mae(b)a bereits mae<b> +(<a><b>)*
Durch Induktion nach V€N zeigen wir, da8 dann sogar
maa€<b>++(<a><b>°)+V el gilt, und die Behauptung folgt dann aus
der Nilpotenz von b. Es war m’ae<b>++(<a> <tx>‘7 » richtig fir 9=1.
Sei m aect>*e(ca><wd’)*. Zu zeigen bleidbt wegen

o *ae(nm>)* +(na> <t )* lediglich noch (m<ar<t>')* €

<b>++(<a><b>’+1)+. Aus mae<bd +(<a><t>)’ folgt:

e
md b e(cad e e icaf =t ¢ (<o H* siie alle
M>1,229; und flir »=1,22v sogar: mab e(< '”) +(<a><b>¢+1)+
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Wegen (m<a.><b>'; )"’:%[\,mzfaﬂ'b'= insgesamt :
2

? ?
(maas <b> ) e<od> ¥+ (<ax<bs T 1)*.

Qed.

3.3 THEOREM:

R sei Nilring mit Unterringen R1,R2. R1 ,R2 bilden genau dann
+

; + ot
ein distributives Paar von Unterringen, wenn R, ,R2 in R ein

distributives Paar von Untergruppen bilden.

BEWEIS:

"=y Sei cdR,,R,, aber ceR‘:»,R;. Nach Lemma 3.1 gilt

<c>+=(<c>nR1)++(<c>nR2)*; also existieren cec<esnR, (i=1,2)

mit c=c,+c,, und daher: <c1
P E %

J.-(c1)c "(02)c1’ dabei sei (c1)c2 der von c, erzeugte

+02>=<c1,02>. Setze nun

<c1,c2>—Modul, entsprechend (02)01. Ist nun —:<c1,02>—-)<c1,02>/J

der kanonische Homomorphismus, so folgt: <c1+02>=<c—1>e<€5>.

-

Wdre nun etwa c1=0, also c1eJC(c2)c1, so folgte c1e<02>c.R

2
nach 3.2 (es war 01 ,026«», und <c» ist als monogener Ring kommuta-
tiv, weiterhin war c nilpotent!) Wegen (:2<§1-'(2 ist mit ¢, also auch

1

¢ in R2: Widerspruch! Folglich sind '61,6'2#0.

ir zeigen jetzt, daB <’é'1>e<€'2> Tosionsring ist. Wire etwa ?:'1

kein Torsionselement und T der Torsionsteil von <'<':'1_>, so ist
<€1>/(<F1)2UT) Nullring {iber Z; denn 512e<51>2o'1‘ ist klar,

und ist flir ein melN schon m61e<é'1> vT und exp ?:'1=k+1, so folgt:
-k ; - — - —

me, el und iterativ m,c.€T, also c1eT.<02>/<02>2 ist nun
entweder torsionsfrei - und dann Nullring {iber Z - oder ein Torsi-

onsring und danh £(2/m2)° fiir ein passendes mel.



ROEHL 9

Im ersten Fall ist <E'1>/ (<E1>2uT), und im zweiten Fall ist
<€1>/(<€1> 2uTum<<‘:'1>) kanonisch isomorph zu <62>/<'62>2
Beides steht im Widerspruch zur Xquivalenz von (I) und (III)
aus 2.5!

Es gilt aber sogar GGT( char c1,char €, )=1! Denn wlre etwa p
ein Primteiler von GGT( char c1 ,char c2), so setze m, :=char T,/p
und a,:=m,¢,, also char F,=p fiir i=1,2. Mit 2.3 ergibt sich,

daB® gilt: <a1+a2>:(<a1+a2>n<c1> )o(<a1+a2>q<02>), und wie

in der ersten Bemerkung zu 2.6 folgt: <&, +a. 5=<T >@E.>.

12 1 2

Aber <?ai1>/<'a'1>'2 ist kanonisch isomorph zu <52>/<5'2>2#0

(beides sind Nullringe, und die Charakteristik der Erzeugenden
E\.+<§__>2 ist p, da E,.€<a_,.>2 in nilpotenten Ringen nur fir
3.:0 mdglich ist), im Widerspruch zu "(IX=III)" aus 2.5!

Setze nun m, s=char ¢,, i=1,2. Aus m.c eJ folgt nach 3.2 be-

b

1 2
M
reits 3 eIN m, c e<02>c.R2, m2 cze\c1>cR1. Bezeichnet man

277 2
die relative Ordnung von c

die klemste natiirliche Zahl n,, so daf n,ceR, ist, als relative

Ordnung von ¢ beziiglich Rz, 3nd ist n,

beziiglich R,, so ist wegen m, (c1+02)eR2 jedenfalls n, ein

1 2

v v

Teiler von m11 und n, ein Teiler von m22. Aus GGT( m,,m, )=1

folgt die Teilerfremdheit von n1 und n,. Die Behauptung folgt dann
aus Thm. 1 bei Suzuki ({11}, p. 3N

"e=" Trivial!
Qed.

Als Corollar zu Thm. 1 in [11] , P. 3 und Thm. 3.3 erhalten wir

3.4 COROLLAR:

Ein Paar (R1,R2) von Unterringen eines Nilringes ist genau dann

ein distributives Paar, wenn flir jedes Element c aus R1uR2, das

weder in R1 noch in R2 enthalten ist, dessen relative Ordnungen

bezliglich 1’(.| und R2 endlich und teilerfremd sind.
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3.5 SATZ:
R sei Niliring, (RT’RZ) ein distributives Paar von Unterringen aus R

mit R1nR2=0. Dann ist R1UR2=R1QR2 ein Torsionsring, und die Ord-
nungen der Elemente in R1 und Rz sind teilerfremd.

BEWEIS:

Wegen 3.3 und Thm. 3.3 bei Suzuki in [11], p. 4 braucht lediglich
RfR2=R2R1=0 nachgewiesen zu werden,

Seien also a und b aus verschiedenen Unterringen R, (1=1,2).

Nach Suzukis Thm. 3 ({11, p. 4) ist char a,char beN und

d:=GGT( char a,char b )=z1. Aus d(ab)=0 folgt dann ab=0.

Qed.

3.6 THEOREM:

Der Verband L{R) von Unterringen des Nilringes R ist direktes Pro-

dukt von Verbdnden L (AeA): L(R):E:LPA,gpnau dann, wenn der Nil-

ring R direktes Produkt der Nilringe RL ist, so dab L(Rk)?Lx fiir

BEWEIS:

Der Beweis von Suzukis Thm. 4 in [11], p. 5 148t sich w3rtlich

libernehmen, wenn man nur den Terminus "Untergruppe" durch "Unter-

ring" ersetzt und statt Suzukis Thm. 3 unseren Satz 3.5 verwendet.
Qed.

Daf weder 3.3 noch 3.5 oder 3.6 in beliebigen Ringen gelten,
zeigt das folgende

3.7 BEISPIEL:

Sei R':z<ex’@an’ mit e2=e, pe:pu=u2=0 (p prim) und eusue=zu.

In R bilden dann <e>,<u> ein distributives Paar von Unterringen,
aber nicht von Untergruppen, da etwa die von e+u erzeugte Unter-

gruppe nicht nach den direkten Summanden <e>+,<u>+ zerlegbar ist!

10



ROEHL 11

4, Arithmetische, nilpotente Ringe
Alle Ergebnisse dieses Abschnittes - bis auf 4.1 b) - sind der

Dissertation [9] des Autors entnommen. Sie sind Verallgemeinerun-
gen derjenigen Frl. Bramerets iiber nilpotente Kettenringe in [2]
und gewinnen ihre Aussagekraft durch die Klassifikation der Ringe
mit distributivem Unterringverband (i.f. als DUV-Ringe abgekiirzt),
die FreYdman in [3] leistete. Des weiteren wird durch 4.1 und
FreYdmans Arbeit eine Frage z.T. geldst, die Szasz in [12] aufwarf,

Um die Distributivitit eines Verbandes L nachzuweisen, geniigt es,
<
S1A(SZUS3)-(S1n82)u(S1AS3)\/SieL
zu zeigen (Lemma 10 in [§J, p. 35).

4.1 THEOREM:
a) Ein nilpotenter Ring besitzt genau dann einen distributiven

Idealverband, wenn sein Unterringverband distributiv ist.

b) AuBer in den Torsionsringen, in denen wenigstens ein Torsions-

teil T_,p prim, eine F -Algebra As<a> mit 2320 und A*=Za+7a°
("anisotrope Bilinearformalgebra der Dimension 2 "nach Borho)

ist, ist sogar schon der Untergruppenverband der additiven

Gruppe der arithmetischen, nilpotenten Ringe distributiv.

Anstelle von 4.1 a) beweisen wir drei Teilaussagen, die die
Struktur der arithmetischern, nilpotenten Ringe bereits weitgehend
darlegen und mit den korrespondierenden Ergebnissen Freidmans liber
DUV-Ringe in [3] sofort das Gewilinschte liefern.

Im Ubrigen werden wir ohne besonderen Hinweis von der Aussage Ge-
brauch machen, daB homomorphe Bilder von arithmetischen Ringen und
von DUV-Ringen ebenfalls arithmetische bzw. DUV-Ringe sind (das
folgt durch Liften der Unterringe bzw. Ideale aus der Distributi-
vitdt und weil der Durchschnitt von Bildern das Bild des Durch-
schnittes enthilt!)

11
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4,2 SATZ:

Fir nilpotente p-Ringe - p eine Primzahl - sind folgende drei Ei-
genschaften dquivalent:

(1) R besitzt linearen Unterringverband

(II) R besitzt distributiven Unterringverband

(III) Der Verband der 2weiseitigen Ideale von R ist distributiv.

BEWEIS:
Die Implikationen (I)=>(II)=III) sind trivial. Daher geniligt es
(I11)=X1) nachzuweisen.

Sei also R nilpotenter p-Ring mit distributivem Idealverband.

1) Ist R* p-divisibel, so ist R’ nach Fuchs ([4], Thm. 23.1 p. 104)
direkte Summe quasizyklischer Gruppen Z(p®). und R ist Nullrinsg.
In diesem Fall ist aber jede Untergruppe von R* bereits Ideal.
Gédbe es nun mehr als einen direkten Summanden der Form Z(p™) in
R+, so liefen sich a,b aus zawei verschiedenen Summanden der Form
Z(p®) finden, die im Sockel von R liesen (und R annullieren).
Es ist (a)=<a> und entsprechend fiir (a+b),(b), da a und b im
Schnitt des Annullators von R mit dem Sockel liegen.

AuBerdem ist dann #cas=#<b> =$<a+b>=p, und folglich:
(a+b)a(a)=(a+b)a(b)=0. Dann kann im Widerspruch zur
Distributivitit des Idealverbandes von R nicht gelten:

(a+b)=(a+b)n [(a)u(b) ]= [(a+b)a(a)] u [(a+ba(b)]=0!

2) R sei nicht p-divisibel. Setze dann AO:=R, und

Ai:=pAi_1+RAi_1V'ieN. Wire A fiir ein ielN - also

=A,
i it >
Ai-1=pAi-1+RAi~1 - 80 folgte: RAi_1=oRAi~1+R Ai—1‘ und

z
daher Ai-1'pAi-1+R Ai-1'

fir alle veN. Fiir v 2exp R also insbesondere Ai_1=pA
nicht p-divisibel sein sollte, ist jedes i mit Ai=A

v
Induktiv also Ai-1=pAi-1+R Ai—l

i-1°
121 grofer

Da R

als 1, also pR+R2$R,

Wie unter 1) folgt nun die Linearitidt des Unterringverbances
von E::R/pR+R2. Fiir ein reR ist dann <r>zR. Wire <r> §F, s0
gibe es ein maximales Jdeal J§R mit <avecd (das folgt etwa aus

12
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dem Refinement-Theorem von Kruse und Price: [7], p. 6). Nun ist
aber R2+pRCJ (ebenfalls [7], p. 6), und folglich:

<T:>CT$ R=<r>: Widerspruch! R ist also monogen und insbesondere
endlich und kommutativ.

:Ai die p-Divisibilit3t von A

Weil aus A;_ folgte,

1 i-1
bilden die A, in dem endlichen Ring R eine echt absteigende

Kette monogener Unterringe (alle A, sind Ideale, und die Ide-
ale in A‘/A‘+1

tét der A, folgt nun wie die von R). Sei nun S beliebiger Un-

sind schon Ideale in R/Ai+1; die Monogeni-

terring von R, so existiert ein maximales jeNvO mit A _>S. Dann

J
. 2
Aj+1'Aj/Aj+1’ weil ij’Achj+1 und

Aj monogen ist. Aus der Struktur der A, (Monogenit&t!) und

folgt aber S+Aj+1/

der Nilpotenz des p-Ringes R ergibt sich: S:Aj.
Qed.

Die Beweisidee ist also, den nilpotenten Ring so zu faktorisie-
ren, daB in dem homomorphen Bild die Ideale mit den Unterringen
libereinstimmen und man daher eine schwache Version von 2.5 anwen-

den kann (#hnlich verhilt es sich in dem folgenden Beweis zu 4.3).

4.3 SATZ:

Es gibt keine gemischten nilpotenten Ringe mit distributivem Ideal-

verband

BEWEIS:
Angenommen, R wd3re nilpotent, arithmetisch, und R" wire gemischt.
Nach Kruse, Price (1.2.6 in [7], p. 3) 1Bt sich ein Element r aus
dem Annullator von R derart wdhlen, daB char r=0 ist. Wihle ieN
maximal mit der Eigenschaft “Ri enth8lt von O verschiedene Torsi-
onselemente", und sei OQ:seRi mit ps=0, p geeignete Primzahl.
Dann ist sR (und ebenso Rs) Torsionsring in Ri+1; und nach Wahl
von i ist s daher im Annullator von R. Aus der Distributivitdt des
Idealverbandes von R folgt:

(r+s)=(r‘+s)n[(r)u(s)]= [(m-s)n(r‘)Ju [(r‘+s)n(8)_] .

13
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Da r und s im Annullator von R liegen, ist (r)=z<r> und (r+s)z<r+sd,
und daher ist mit (r) auch (r+s) torsionsfrei; also (r+s)a(s)=0.
Daher ist (r+s)e(r+s)n(r), d.h. (r+s)c(r), und damit se(r). Weil
aber (r) torsionsfrei war, muf dann s=0 sein: Widerspruch!

Qed.

4.4 SATZ:

R sel torsionsfreier, nilpotenter Ring. R besitzt genau dann einen

distributiven Idealverband, wenn R2=0 und R* abelsche Gruppe

vom Rang 1 ist (R+ ist dann isomorph zu einer Untergruppe von Q+).

BEWEIS:
Der Ring R sei wie im Satz vorausgesetzt. Angenommen, RE#O. 0.E.
darf R3=0 vorausgesetzt werden, denn ist R torsionsfrei und wire
R/R3 es nicht, so ist R/R3

dann exp R=k+1, so folgt aus \Y reR dreiN: nreR

nach 4.3 bereits Torsionsring. Ist
3 bereits

nrRk'1:R3Rk'1=0, und wegen der Torsionsfreiheit von R also
rRk-1=0\/reR. Dann wire aber schon Rk=0 im Widerspruch zu

exp R=k+1.

Sei p prim. Existieren nun r,seR mit rs}0, so ist R/(prs) nicht
torsionsfrei; denn aus rse(prs) folgt wegen R3=0 schon rs=mprs fiir
eine ganze Zahl m. Das liefert aber (1-mp)rs=0, und wegen der Tor-
sionsfreiheit von R miiBte daher p/1 sein, was unmdglich ist. Folg-
lich ist rsé(prs) ein von O verschiedenes Torsionselement modulo
(prs). Nach 4.3 ist R/(prs) dann bereits Torsionsring. Nun war
R3=0, und daher liegt prs im Annullator von R. "R/(prs) ist Torsi-
onsring"” beinhaltet dann aber, daf® der Rang von R gleich 1 ist.
Nach Fuchs (Thm. 121.1 in {5], p. 292) ist R dann Nullring: also
rs=0! Daher war die Annahme RZ#O falsch, und insbesondere ist dann
Jjede Untergruppe von R bereits Ideal. Die Behauptung folgt nun
aus Thm, 2 in [11], p. 4 (und etwa [8], p. 177; man beachte, daf
die in [H] und [8] gegebenen unterschiedlichen Definitionen flir den

Rang einer Gruppe im torsionsfreien Fall {ibereinstimmen!)

14
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Da% dle angegebenen Ringe tatsfchlich arithmetisch sind, ist
trivial!
Qed.

Mit den vorangehenden drei Sitzen ist die Struktur der arithmeti-
schen, nilpotenten Ringe weitestgehend beschrieben. Die {ibrigen
Strukturdetails lassen sich bei Fre¥dman in [3] nachlesen, und ins-
besondere folgt 4.1 a) aus FreYdmans Thm. 1, p. 461, Thm. 3, p.

463 und Thm. 2, p. 462 in [3].

Zum Beweis von 4.1 b): Der Verband der Untergruppen der additiven
Gruppe der Wp-Algebra A=<a> mit a3=0 und A+=Za+2a2 (das ist
genau die anisotrope Bilinearformalgebra der Dimension 2 {iber F_)
ist nicht distributiv, weil etwa T(a+az) nicht nach 2&,2&2 zer-p
fdllt; jedoch ist der Unterringverband von A linear.

Ist andererseits R ein nilpotenter DUV-Ring, so da® der Unter-
gruppenverband von R nicht distributiv ist, so ist R nach 4.4
und 4.3 Torsionsring, und die p-Torsionsteile von R besitzen line-
aren Unterringverband nach 4.2. Die einzigen Ringe, die der obigen
Bedingung geniligen sind wegen Thm. 1 in [3], p. 461 dann gerade die
in 4.1 b) angegebenen.
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