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Abstract 

Remark on Nielsen Transformations. Let G~  H I * A H 2  a free product 
with amalgamation with 

Hl=<s l , . . . ,SmlS~ ~ = . . . - e ) n -  ~ = 1 ) , ~ > / 2 , m > / 2 ,  
a free product of ra cyclic groups. I f  we ask for the generation of G, the 
following questions are significant: 1) For which u~ and m there is a se~ 
{xl . . . . .  Xm} of.generators of Hi  with x l =  (sl...sm) cr cr ~nd what can 
we say about ~ and x2 ..... xm ? 2) For which a~ and m there is a set {xz . . . .  ,xm} 
of generators of H i  with xl = (sl... sin) ~, xs = h (sl... Sm)~ h -  1 ~ > 0, fl > 0, 
hell1,  and what can we say about cr fl, h and z3 .. . . .  xm ? In this note we 
give a complete solution of these questions. 

Einleitung 

Sei G = H I * A H 2  freies P r o d u k t  yon  G r a p p e n  //1 a n d  H2 mi t  
A m a l g a m  A----HlC~H2, wobei  H l = ( s l ,  . . . . .  . , sm[s~t= ----sm ~ =  1), 
~ t> 2, freies P r o d u k t  zykl ischer  Gruppen  is~. Will m a n  ehaen Uber -  

bl ick fiber die E rzeugendensys t eme  yon  G erhallben, so sind, wie 

m a n  sofort  Satz  1.1 yon  [2] e n t n i m m t ,  folgende F ragen  yon  
Bedeu~ung:  

1. Ffir  welche ~4 und  m gib t  es eha E rzeugendensys t em 

{ x l , . . . , x m }  yon  H~ m i t  xl----(sl. . .sin) ~, ~/> 2, und  welehe Aussagen  
k a n n  m a n  fiber ~ und  x~, . . . ,Xm m a c h e n  .~ 

2. Ffir  welche ~ und  m gib t  es ein E rzeugendensys t em { x l , . . ,  xm} 
yon  //1 mi~ x l =  (sl . . .am) ~, x 2 = h ( s l . . . s m ) ~ h  -1, :r > 0 ,  fl > 0 ,  b e G ,  

und  welche Aussagen k a n n  m a n  fiber e, fl, h und  x~ . . . . .  x~n maehen  ? 
Diese F ragen  werden  in dieser Note  vollst/~ndig behandel t .  
Diese Arbe i t  verwende~ die Terminologie  u n d  Bezeichnungsweise  

yon  [2] (und [3]). Wie in [2] gewinnen wit  oft  aus  e inem Sys t em 
{xl , . . . ,xn}  du t ch  freie Uberggnge  (Nie lsen-Transformat ionen)  ein 
neues und  bezeichnen es mi t  denselben Symbolen .  
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Es bedeu~e: 

(a , , . . . ,  aq} die yon a , , . . . ,  aq erzengte Gruppe. 

I G:H t den Index yon H in G. 

w 1. Vorbemerkungen 

Sei G =-H,  *AH8 freies Produkt  der Gruppen H,  und H2 mit 
Amalgam A. In G sei eine 0rdnung und eine Ls L wie in 
[4, w i] definiert; die 0rdnung geniige der Bedingung (1.9.a) yon 
[4, w 1], d .h .  vor einem Produkt  yon Restklassenvertretern 
ri . . .rm-lrm yon A in den H~,i----1,2, liegen nur endlich viele 
Produkte  rx. . .rm-lr,  wobei r e i n  Restklassenvertreter aus dem 
selben Faktor  H~ wie rm is$. 

Aus Satz t . t  yon [2] und KorolIar 2 yon [3] erhalten wir 
folgenden Satz : 

Satz 1.1: Ist {Xl . . . .  ,x,} ein Erzeugendensystem des freien Pro- 
duktes H, *AH2 mit Amalgam, so gibt es einen freien •bergang yon 
{Xl,. . . ,xn} zu einem System {yl, . . . ,yn}, fi~r das einer der folgenden 
Falle vorliegt: 

1. Es ist y, eH,  oder H~ f~r i = 1,.. . ,n. 
q 

2. Es gibt ein Produkt a = y I y ~  mit v/e{1,... ,n}, a # l  uncl 
j = l  

y~jeA ( j =  t , . . . ,q)  und einen 2aktor H~ sowie ein Element xeric,  
x~.A, so daft eine Relation x a x - l e A  9ilt. 

3. Es liegen p ,p  >i 2, der y~ in einer zu H,  oder He konjugierten 
Untergruppe von G, und ein Produkt in ihnen ist zu einem yon 1 
verschiedenen Element aus A konjugiert. 

4. Es ist y, isA, aber es gibt ein k e n  mit y~eA. 

I m  weiteren benS~igen wir noch des 5fteren fotgende Sgtze: 

Satz 1.2 ([1]): Ist {xl, . . . ,x~} ein Erzeugendensystem des freien 
Produktes Hi*H2,  so gibt es einen freien ~?bergang yon {x, , . . . ,  x~,} 
zu einem System {y, . . . .  , yn} mit H,  = (yx,.. . ,  yk}, H2 = (y~+ 1,..., ym), 
ym+x . . . . .  y~ = 1. 

S~eziell ist gang  (H~ �9 H~) ---- Rang (Ht) d- Rang (Ha). 

Sa tz l .3  ([2], Satz 3): Die Gruppe G=(s , , . . . , s~[s  x . . . .  
-- s~ ~ = s , . . .  Sr = 1}, ~i/> 2, r i> 3 hat den Rang 
a) r - - 2  falls r gerade und alle ~ bis auf eines gleich 2 sind und 

letzteres ungerade ist; 
b) r - - 1  sonst. 
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S a t z l . 4  ([2], Satz  1): Se i  G = ( S l , . . . , S m [ S ~  1 -  - - s  m ~ - l ) , -  
(~l > / 2 ) ,  {Xl,...,Xn} C G, (n <m), und X die von {xl,... ,Xn} erzeugte 
Untergruppe yon G. Gilt y - i ( s i . . . s ~ ) = y e X  far  ein ~.~0, y eG ,  so 
tritt einer der folgenden F(~lle ein: 

1. Es gibt einen freien Ubergang yon (xi . . . .  , x , }  zu einem System, 
in dem ein Element zu einer Potenz von sl...sin oder von einera 8t 
konjugiert ist. 

2. n=--m. 

3. Es ist m ungerade, n = m - - l ,  alle gi---2; und e8 gibt einen 
freien ~bergang von {xi , . . . ,  x , }  zu {si8~, sisa,. . . ,  8iSm}. Das Produkt 
aller 84 liegt nicht in der yon diesem System erzeugten Untergruppe 
yon G, 8ondern nut  die geraden Potenzen yon si . . .  sin. 

w 2. Erzeugende  freier Produkte  zykl iseher  Gruppen 

' 2 _ _  2 _ _  q L e m m a  1 ([3], Lemma 6) : Sei G ~- (81,82,83 j8 i - -  s~ --  8~ = 1), q ~> 2. 
Erzeugen die Elemente (si8283) 2, 8283, x die Gruppe G, so gilt: 

1. Es gibt einen freien ~bergang yon {(sis2sa)2,s2sa,x} zu 

2. Es gibt einen freien Ubergang Y o n  {(818283)2,8283,X} Z~.~ 
{81,82,8 }. 

3. Es i s tq - - - -2k~- l ,  k>>.l. 

Beweisi" Wir schreiben G als freies P ro duk t  (81)*(82)*(sa). In  O 
sei eine Ordnung und  eine Liinge L wie in [4, w 1] definiert. Die 
Ordnung m6ge der Bedingung (1.9.a) yon  [4, w 1] gentigen. Setze 

a:  = (si 82 ss) 2, b : = 8i 82 sa 81, e: = 82 83 und  H :  - -  (a,  c}. 

Es ist H = ( b , v > ;  H ist freie Gruppe vom Rang  2, und  es haben b 
u n d c  die Nielsensche Eigenschaft  (bzgl. L), (siehe [2, w 1] oder 
[3, w 1]). Der  Obergang yon  {a, c} zu {b, c} ist frei. Wir k6nnen 
- -  eventuell  nach freien ~berg/ingen, bei denen b nicht ersetzt  zu 
werden brauch t  - -  annehmen,  dag gilt: 

i) x u n d c  haben  die Nielsensche Eigenschaf t ;  

ii) L(xeh)>~L(x),  e =  -F 1, h e l l ,  mid 

iii) . L ( x ' h x  e) > 2 L ( x ) - - L ( h ) ;  ~ , ~ =  4- 1, h ~ H .  

Wir wollen nun nach den mSglichen Wer ten  yon  x fragen. 

(2.1) Beh.: x ist nicht zu einer Potenz yon einem 84 lconjugiert. 
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Beweis von (2.1): Angenommen x ist zu einer Potenz yon einem 
si konjugiert. Wir ftihren die Relation si ~ 1 ein und unterscheiden 
drei I~s : 

a) i----1: Dann ist die Gruppe (s2,s~ [s~ =s~ = 1} zyklisch, und 
das ist ein Widersprueh. 

b) i = 2 :  Dann wird die Gruppe (sl,sa]s~-----sq~ 1) yon slsasl 
und sa erzeug~, und das ist ein Widerspruch. [] 

e) i ---- 3: Dann wird die Gruppe (sl ,s2[s~ = s~ = 1) yon slsesl und 
s2 erzeugt, und das ist ein Widerspruch. 

Der Ubergang von {a, c, x} zu {b, c, x} ist frei. 
Angenommen L(x~b ~) >~L(b)----4; e,~---- i 1. Wir k6nnen an- 

nehmen, dab es keine verkiirzenden freien Ubergiinge mehr gibt. 
Nach Satz 2 besitzt dann das System {b,c,x} die Nielsensche 
Eigenschaft, oder es ist x zu einer Potenz yon einem st konjugiert. 
Ersteres kann wegen G ~-(b, c,x) nieht eintreten, denn sonst w/~ren 
die Elemente der L/~nge 1 nieht als Wort in b, c und x darstellbar. 
Letzteres kann wegen (2.1) nicht eintreten. 

Also ist einmal L ( x ~ b ~ ) < L ( b ) = 4 ;  e,~-----~-V 1. Wir behandeln 
den Fall ~ = -  1. Analog wird der Fall V = ~- 1 erledig%. 

Sei also ~ ------1. Wegen L(x)  < L ( x - l b  ~) kann L(x)  nur 1,2 oder 

3 sein. 
L(x)----1 scheidet aus, da sonst x ~ s l  w/~re, und das ist nach 

(2.1) nicht mSglieh. L (x)----3 seheidet ebenfalls aus, da sonst wegen 
L ( x - l b  e) : 3 und s ~ :  1 gerade x = s l s ~ s l  oder x=s l s~s l  w~re, und 
das ist nach (2.1) nicht mSglich. 

Also ist L (x) ---- 2 und 

x ---- sl s2 oder x = sl s~ ~, ~ ~ 0 (q). 

Fiir x----sis2 ist damit 1. bewiesen. 
Sei nun x----sis[ ~. Dann ist notwendig e------1. Angenommen 

~ a - - l ( q )  und cr Dann besitzt das System (~-1~.81,c,x} 
die Nielsensehe Eigenschaft. Das steht aber im Widersprueh zu 
G-~(8~-18281,C~,X), denn sons~ w~ren die Elemente der Li~nge 1 
nicht als Wort in s~ und x darstellbar. Also ist ~_~l(q) 
oder a------- 1 (q). 

a) Sei ~ - - - - l (q ) ,  d .h .  - - ~ _ l ( q ) .  Wit  kSnnen --~----1 an- 
nehmen. Dann gibt es wegen s~----s~---- 1 einen freien Ubergang yon 
{c,x} zu {s~.sa,s~s~}, denn es ist s l s ~ - x v  -~. Damig ist 1. f'fir 
e - - - -  1 (q) bewiesen. 
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b) Sei g---l(q). Wir kSnnen ~ = 1  annehmen.  Dann  ist 
x - l b - Z = s 2 s l = ( S l S 2 ) - l = x - l c a  -1. Dami t  ist 1. ftir ~ - - l ( q )  be- 
~eS@l% 

Wit  haben  also einen freien Ubergang yon {a, c, x} zu {a, c,s182}. 
Wir wollen je tz t  2. und  3. zeigen. Setze d = s l s 2 .  Es ist 

d - l a c - l d c - - s  ~ d .h .  es gibt  einen freien 1Jbergang von {a,c,d} zu 
{s~, c, d}. Wegen G = (s~, c, d} ist notwendig  q = 2 k + 1, und  es gibt  
einen freien Ubergang yon  {s~,c,d} zu {sz,s2,s~}. q . e . d .  

Mit / ihnl ichen ?r erh/ilt man (vgl. auch die Beweise yon 
L e m m a  8 yon  [3] bzw. Hilfssatz 5 yon  [4]). 

Lemma 2: Sei G=Zsl , s2 ,u l s~=s~ ~+1--- 1), lc >1 1. Erzeugen die 
Elemente (U-Isis2) 2, %-182, gueg -1 mit  ge G, x die Gruppe G, so 
gibt es einen freien Ubergang yon {(u-Zsls2)2,u-ls2,gu2g-l ,x} zu 
{ (u- l  sl s2)2, u - l  s2,sl s2, u2}. 

Satz  1 : Sei G = ( s l  , . .  .,sm[s~ I . . . .  ----s m~'~- mit  2 <<.ez <~ . . .  <. 
<. em und m >12. Sei u: ----- sz...Sm und {xl , . . . ,xm} ein Erzeugenden- 

system von G mit  x l =  (s l . . .Sm)~=u ~, o: > 0 .  Dann ist einer der 
folgenden Fdlle erffdlt: 

(2.2) Es ist e - = l ;  und es gibt einen freien Ubergang yon 
{xl,...,Xra} zu einem System ~s ~ s r'~-~ u} mit  vle{1, . . . ,m},  
1 < ?~ < o%, (?~, o@ = 1 und v~ =/= vj fi~r i ~=j. 

(2.3) Es ist ~1 . . . . .  ~ r a - l = 2 ,  ~ m = 2 k + l  (k~>l), e = 2  und 
m ungerade; und es gibt einen freien ~J'bergang yon {xl , . . . ,Xm} zu 
dem System {s lu , . . . ,  Sm-lU, u2}. 

(2.4) Es ist o:z . . . . .  OCm --  2, cr = 2]~ ~- 1 (/~/> 1) und m ungerade; 
und es gibt einen .freien Ubergang yon {xl , . . . ,xm} zu dem System 
{ S 1 8 2  ~ 8 1 8 3  ~ . . .~ 8 1 8 m  ~ q~~ 

Beweis: I s t  e =  1, so ergibt sich aus Satz 1.2 durch einfache 
Rechnung  gerade (2.2). Sei im folgenden ~ ~> 2: 

Fiigen M r  die Rela t ion  u ~ = 1 hinzu, so erhalten wit  eine ebene 
diskontimfierliche Gruppe 

G = < s l , . . . , s ~ l s ~  ~ = . . . - % -  ~ = u ~ = l > , 2 ~ < ~ , 2 < ~ l ~ < . . . < ~ r ~ ,  

mit  dem Rang  m - - 1 .  Naeh  Satz 1.3, a) tri~g dann einer der fol- 
genden zwei Fglle auf:  

(2.5) Es  ist ~ . . . . .  ~ m - ~ = 2 ,  ~ = 2 / c + 1  (/c~>l), ~ -=2  und 
m ungerade. 

(2.6) Es  ist ~.~ . . . . .  era-=2, ~ - - - - -2 ]~1( /~>1)  und m un- 
gerade. 
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Wit zeigen, dab in (2.5) der Fall (2.3) yon Satz 1 eintritt; 
es is t  nach Satz 1.2 und Satz 1.4 klar, dab in (2.6) der Fall (2.4) 
yon Satz 1 eintrit~. 

Es liege nun (2.5) vor: 
a) Sei m-~3.  Wir schreiben G als freies Produkt  H1,AH2 

mit Amalgam A mit 

H 1  = (82,8318~ = 81 k+l  = 1}, (]~ ~ ]_), 

H2 ~- ( s l , u  ls~ = 1) und A = (s2s3) -- (slu}.  

In  G sei eine Ordnung und eine L/~nge L wie in [4, w 1] definiert; 
die Ordnung mSge der Bedingung (1.9.a) yon [4, w 1] genfigen. 
Darauf  bezogen verkSrzen wir {xl, x2, xs}. 

Da xl bzgl. dieser Faktorisierung die L~nge 1 hat, bleibt es 
unver/~ndert erhalten. Mit Satz 1.1 fiberlegt man sieh leieht, dab 
es einen freien lJbergang yon {xl,x2,xa} zu einem System 
{xl, (s2ss)a,x} (fl >1 1) gibt. 

Angenommen fl > 1. Fiigen wir die Relationen u 2 = 1, (s~sa)~ = 1 
hinzu, so ist die Gruppe K1 *A K2 zyklisch, wobei 

K1 = @2, s3 ]s~ = 82k+1 = (82 83)8 = 1 ) ,  (k  ~ 1) ,  

Ks = (si, u Is~ = u ~ = (si u)~ = 1) und A = (s2 sa) = (si u) .  

Das ist aber ein Widersprueh, also fl---- 1. 
Naeh Lemma l gibt es einen s Ubergang yon {ug,s2s3, x} zu 

{u ~, s2 sa, sl s2} und damit auch zu {u 2, sl u, s2 u}. 

b) Sei m > 3, m ungerade. Wit schreiben G als s Produkt  
/ /I*~H~ mit Amalgam mit 

H 1  = ( s l , . . . ,  s i n - 3  I s~ = . . .  = s m _ ~  = l )  , 

H2 (sm_l,sm,u[-~ __.~k+l 1), (k~>l) und ~m - 1 - -  ~m ~ -  

A = <v> = < 8 1 . . . 8 m - 2 }  = < ( s m . - 1 8 m u - 1 ) - 1 > .  

In  G sei eine Ordnung und eine L/~nge L wie in [4, w 1] definiert; 
die Ordnung mSge der Bedingung (1.9.a) yon [4, w 1] genfigen. 
Darauf  bezogen verkiirzen wir {xl,...,x~}. 

Da xl bzgl. dieser Faktorisierung die L~nge 1 hat, bleibt es 
unver/~ndert erhalten. Naeh Satz 1.1 kSnnen wit annehmen, dab 
einer der folgenden F/file vorliegt: 

(2.7) L(x~) <1, i -~ 1 , . . . ,m.  

(2.8) Ein x~, i i>2, liegt im Amalgam. 
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(2.9) Es liegen p , p  >t 2, der x~ in einer zu //1 oder H2 konju- 
gierten Untergruppe von G, und ein Produkt in ihnen ist zu einem 
von 1 verschiedenen Element aus A konjugiert. 

(2.10) Beh.: Ke in  xs, j >12, ist /conjugiert zu einer Potenz von v 
oder von einem st. 

Beweis yon (2.10): Angenommen, es ist ein x j , j  >1 2, konjugiert 
zu einer Potenz yon einem s~. Durch Wegkiirzen dieses s~ und 
Hinzufiigen der Relation u ~ ----1 erhalten wit einen Widerspruch 
zu Satz 1.3. 

Angenommen, es ist ein x t , j  >12, konjugiert zu einer Potenz 
yon v. Wir fiigen die gelationen u 2 ~- 1, v-~ 1 hinzu, dann hat  die 
Gruploe K1 * K2 mit 

K1 = ( s l ,  . ,  s , ~ - 2  [ s 2 _ 2 . 1 )  . .  1 ~ . . . - - 8 m _ 2 - - - - - 8 1 . .  8m -2  ~ 

K 2  ( s i n - l ,  8 m - 1 , 8 m ,  7~ [ 2 2,~-bl 2 - 1  1)  ----- 8 m _ l ~ S m  ~ U  ~ S m - 1 8 m U  ~ 

einen Rang ~<m--2 und das ist naeh Satz 1.3 und Satz 1.2 ein 
Widersprueh. [] 

Damit kann insbesondere (2.8) nicht eintreten. 

Es liege nun (2.7) vor: 1NTach (2.10) ist L(x~) ~- 1 fiir i =  1, . . . ,m; 
weiter liegen wegen Satz 1.3 notwendig m - -  3 der xs in/ /1  und neben 
xz zwei weitere der xj in He. Bei der Darstellung yon H~ miissen 
auch Elemente xj verwendet werden, die i n / / 1  liegen, denn sons~ 

.r - -Q2k+I------U2-----1} einen Rang h~tte die Gruploe (sm-l ,Sm,U ~ _ 1 - - ~  
<~ 2. Somit muB sich eine yon 1 verschiedene Potenz yon v als 

Produkt  yon solchen x1 schreiben lassen, die in //1 liegen, d .h .  
es t r i t t  mit (2.10) ein Fall (2.9) ein. Wir kSnnen uns daher auf die 
Untersuchung yon (2.9) besehr~nken. 

Es liege nun (2.9) vor: Diese p Elemente liegen in 111, denn 
andernfalls erhalten wir dureh Hinzufiigen der Relation u 2 ~  1 
einen Widerspruch zu Satz 1.4 oder (2.10). 

Nach Satz 1.4 nnd (2.10) gibt es damit einen freien Ubergang 
yon (xl, . . . ,x~} zu einem System (szs2,sls3 . . . .  , s l s m - 2 , y x l y - l , y l , y 2 }  
ftir ein y e G. 

Nun sehreiben wir G in anderer Weise als freies Prodnkt mit 
Amalgam, n~mlich: G = N1 *zN2 mi~ 

iV~ = ( s l , . . . , s ~ - i  Is ~' _ 2 = 1) 
1 ~ " " " - - S i n - 1  

IY2 -~ (sin, u [ s~  ~+1 = 1}, (k 1> 1) und B ---- ( s l . . .  s~-l)  = ( u s ~ l ) .  

Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 83/1 4 
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Die L/~nge L und die Ordnung beziehen sich nun auf diese Faktori- 
sierung. Darauf  bezogen verkfirzen wir {sis2 . . . .  , s l s~- .~ ,yx ly  -1, 

yl,Y2}. 
Da s ls2, . . . ,S lSm-2 bzgl. dieser Faktorisierung die L~nge 1 

haben, bleiben sie unveriindert erhalten. Weiters wird y x l y  -1 
h5chstens dutch Elemente x x l x  -1, x~  G, ersetzt, iKit Satz 1.1 und 
Hilfssatz 4 yon [4] (Hinzufiigen der Relation u2-= - 1!) iiberlegt 
man sieh leieht, dab wit annehmen kSrmen, dab einer der folgenden 
F/ille vorliegt: 

(2.11) L ( y x l y  -1) <. 1, L (yl) <<. 1, L (Y2) <~ 1. 
(2.12) Es liegen yl und y2 in Untergruppen, die zu N2 kon- 

jugiert sind. 
(2.13) Es liegt yl oder ?/2 in 2V1, etwa yl, and ein Produkt  in 

sis2,... ,s~s~n-2,y~ ist zu einem yon 1 verschiedenen Element aus 
B konjugiert. 

(2.14) Beh.: yl  oder y2 ist nicht konjugiert zu einer Potenz eines s~. 

Beweis yon (2.14): Angenommen, es ist yl oder y2 zu einer Potenz 
yon einem s~ konjugiert. Dutch Wegkiirzen dieses s/ und Hinzu- 
fiigen der Relation u2--  - 1 ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 1.3. 

(2.15) Beh.: Es  kann nicht (2.12) vorliegen. 

Beweis yon (2.15): Angenommen, es liegen yl und y2 in zu N2 
konjugierten Untergruppen. Dureh Wegkiirzen yon iV~ erhalten 
wit, dal~ die Gruppe {sl,...,sr~.-1]s~ . . . . .  s ~ _ l = s l . . . s m - l = l >  
einen Rang < m - - 3  hat;  und d~s ist ein Widerspruch zu Satz 1.3. 

(2.16) Beh.: yes kann nicht (2.11) vorliegen. 

Beweis yon (2.16) : Angenommen, es liegt (2.11) vor. Dann kann 
nicht y l , y 2 e N x  sein, denn sonst wtirden naeh Hinzufiigen der 
Relation u~'= 1 alle Elemente eines Erzeugendensystems in N1 
liegen. Nach (2.15) kann auch nieht yl,  y~ e N~ sein. Damit  ist y~ e N~. 
mit L(y~) = 1 fiir i = 1 oder 2. Sei etwa yle/V2 mit L(y l )  ---- 1. Nach 
(2.15) ist y2eN1 mit L(y~) = 1. Weiters ist y x l y - l e N 2 .  Es mtissen 
bei der Darstellung yon N2 auch Elemente verwandt werden, die 
in/YI liegen. Somit mull sich eine yon 1 versehiedene Potenz yon 
s l . . .  sm - 1 als Produkt  yon sl s2, . . . ,  Sl sm- 9., yl schreiben lassen. Dann 
gibt es nach Satz 1.3 und (2.14) einen freien ~bergang yon 
{8182, . . . ,818m-2,yxly-l ,  yl ,y2} zu einem System {zl,...,zm-a, 
d(s~. . .sm-~)vd-l ,  zx~z-~,y2},d, z e G ,  ?=/:0. Das ist aber ein Wider- 
spruch zu (2.15); also kann (2.11) nieh~ vorliegen. [] 
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Es  liegt also (2.13) vor. Es  ist notwendig 81...sr~,-le<sls2,..., 
818~-2,yl}, da sonst  eine Gruppe  (8m,u[8~ k+l = u 2 = ( u s ~ l ) ~ =  
--I-- 1), fl 1> 2, zyklisch w/ire. ~ i t  Satz 1.4 und (2.14) erhalten wir nun 
einen freien ~lbergang von {s182 . . . .  , sl 8,n- 2, y xl y -  1, y l ,  y2 } zu einem 
Sys tem (sis2 . . . .  ,818m-2, us~l,  gx lg- l ,  yz}, ge  G. 

Wir be t rachten  nun das Sys tem {81s9.,..., 818m- 2, u s~ 1, g xl g- 1,y3}. 
Sei H:=<sls2,...,sls~r~-2}. Es ist ] H i : H I = 2  und  es lassen sich 
mit tels  8182, . . ,  81s~-2 n u t  Konjugier te  des Quadra ts  (8t . . . s~-2)  2 
darstellen, also ist v = 8 t . . . s i n - 2  ein Restklassenver t re ter  yon  H1 
nach H und  es ist Hi  = H + v H. 

Wit  diirfen damit  annehmen,  dab Y3 und  gxlg -1 mit einem 
F a k t o r  aus H I \ A  weder  beginnen noch enden. Wegen ve i l2 ,  
Satz 1.3, Satz 1.4 und  (2.10) k6nnen wir weiter  annehmen,  daI~ 
ya,gxlg -1 e l l2 .  Dann  ist notwendig  

H2 = (v 2, u s~ 1, y3, g xl g- 1>. 

Nach  L e m m a  2 gibt  es einen freien ~Tbergang yon {v2, usT, 1, ys, ffxlg -1 } 
zu {v~,us(~l, sn,_lsn,,u~}, der sich zu einem freien Ubergang yon 
{81s2,... ,slsm-2,us(~l, ys ,gx lg  -1} zu {8182,...,slsrn_2,us(~l,sm_lsm, 
u e} erweitern 1/i/3t. Man tiberlegt sich leicht, dab  es einen freien 
13bergang yon  {sls2, . . . ,s lsm_2,us(~l ,s , t_lsm,u ~} zu {usl,  .. . .  
u s ~ _ l , u  2} gibt.  q . e . d .  

Als unmit te lbares  Korol lar  erhal ten wir 

Korollar: Sei G=(81 . . . . .  8m]8~ . . . . .  s~n= 1> mit m = 2 p +  1, 
_ 2 _ 2~+1_1) ,  (k/>l),  mit (p >t 1), bzw. G = (.81,.., 8m ]8~ . . . . .  8m- 1 --  8,, -- 

m = 2 p +  1, ( p )  1). Sei {xl, . . . ,Xm} mit Xl=(Sl...8m)2q +1, (q) l), 
bzw. mit  xl = (sl...sin) 2 ein Erzeugendensystem yon G. 

Dann ist H = ( x 2 , . . . ,  xm> frele Gruppe yore t~ang m - - 1  mit  den 
freien Erzeugenden xz, . . . ,xra.  

Die Antwor t  au f  die zweite Frage gibt  der folgende Satz. Der 
Beweis erfolgt mit  /ihnliehen ~ e t h o d e n  (vgl. dazu auch [3, w 5]). 

Satz 2: Sei G -~ <sl,... ,  sra I s~  . . . .  8~ --  1> mit m >i 2, 2 <. ez <~ 
<~... <~m. Sei {xl . . . .  ,Xr~} ein Erzeugendensystem yon G mit x~= 
- -  (sl . . .  st,)% e > 0 ,  und x~=h(s l . . . sm)ah  -1, fl > 0 ,  b e G .  

Dann ist e-----fl~l,  m gerade, el . . . . .  era-i----2, e . m = 2 k +  l,  
(k~>l), und es gibt einen freien Ubergang yon (xl , . . . ,Xm} zu dem 
System (81s~,81s~ . . . .  ,81Sm-l,Sra(Sl...Sm)S~l, 81...Sm} und weiter zu 

2 
{81 , . . . ,  Sin-1,  Sin}. 

4* 
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