Monatishefte fiir

Mh. Math. 83, 43—52 (1977) Mall lik

© by Springer-Verlag 1977

Eine Bemerkung zu den Nielsen-Transformationen

Von

G. Rosenberger und F. Tessun, Hamburg

(Eingegangen am 15. Oktober 1975)

Abstract

Remark on Nielsen Transformations. Let Q= Hy*4H3 a free product
with amalgamation with

H1=(81,...,87;;,]8%1:...:8%’”: Dyaz22, mz2,

a free product of m cyclic groups. If we ask for the generation of @, the
following questions are significant: 1) For which «; and m there is a set
{#1,...,2m} of generators of Hy with #1==(s1...8m)% «>2, and what can
we say about « and s, ...,2y ? 2) For which «; and m there is a set {z1,...,2n}
of generators of Hy with o1 = (s1...9n)% Za=h(s1...5m)8h "1, >0, >0,
heHj, and what can we say about «, 8, b and zs,...,25 ? In this note we
give a complete solution of these questions.

Einleitung
Sei G =H;*4H freies Produkt von Gruppen H; und Hp mit
Amalgam A =H1NHz, wobei Hi=(s1,...,8m[s¥=...=s¥m=1),

a; > 2, freies Produkt zyklischer Gruppen ist. Will man einen Uber-
blick iiber die Erzeugendensysteme von @ erhalten, so sind, wie
man sofort Satz 1.1 von [2] entnimmt, folgende Fragen von
Bedeutung:

1. Fir welche o; und m gibt es ein Erzeugendensystem
{#1,....,2m} von Hy mit @3 =(s1...5m)% o >2, und welche Aussagen
kann man iiber « und #z, ..., 2, machen ?

2. Fiir welche o; und m gibt es ein Erzeugendensystem {z1,...,2n}
von Hy mit x1=(s1...8m)% 2z=h(s1...8p)8h"1, 2 >0, >0, he(,
und welche Aussagen kann man iiber «, 8, » und z3,...,2; machen ?

Diese Fragen werden in dieser Note vollstindig behandelt.

Diese Arbeit verwendet die Terminologie und Bezeichnungsweise
von [2] (und [3]). Wie in [2] gewinnen wir oft aus einem System
{x1,...,@s} durch freie Uberginge (Nielsen-Transformationen) ein
neues und bezeichnen es mit denselben Symbolen.
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Es bedeute:
{ay,...,ay) die von ay,...,aq erzeugte Gruppe.
| G:H] den Index von H in G.

§ 1. Vorbemerkungen

Sei G=Hi*sH; freies Produkt der Gruppen H; und Hp mit
Amalgam A. In G sei eine Ordnung und eine Lénge L wie in
[4,§1] definiert; die Ordnung geniige der Bedingung {1.9.a) von
[4,§1], d.b. vor einem Produkt von Restklassenvertretern
71eetm—17m Vvon A in den H;,+=1,2, liegen nur endlich viele
Produkte ry...rm-17, wobei r ein Restklassenvertreter aus dem
selben Faktor H; wie ry, ist.

Aus Satz 1.1 von [2] und Korollar 2 von {3} erhalten wir
folgenden Satz:

Satz 1.1: Ist {x1,...,2,} ein Erzeugendensystem des freien Pro-
duktes Hyx4Hy mit Amalgam, so gibt es einen freien Ubergang von
{®1,..., 20} 2u einem System {y1,...,yn}, fir das einer der folgenden
Fille vorliegt:

1. Es ist y;eHy oder Hs fir i=1,.
2. Es gibt ein Produkt a——ny” mit vie{l,...,n}, a1 und

yred (j=1,...,9) und einen Faktor H; sowie e¢in Element xcH;,
x2¢ A, so daf eine Relation xax-1cA gilt.

3. s liegen p,p =2, der y; in einer zu Hi oder Hp konjugierten
Untergruppe von G, und ein Produkt in ihnen ist zu einem von 1
verschiedenen Element aus A konjugiert.

4. Es ist y1¢ A, aber es gibt ein ke N mit ytc A.

Im weiteren bendtigen wir noch des Gfteren folgende Sitze:

Satz 1.2 ([1)): Ist {z1,...,%a} ein Erzeugendensystem des freien
Produktes Hy*Hz, so gibt es einen freien Ubergang von {w1,...,%n}
zu einem System {y1,...,yn} mit H1={y1,.. . yn), Ha=(yz+1,.. ., Ym),
Ym+1=...=Yp=1.

Speziell 1st Rang (Hy» Hz) = Rang (H1) 4 Rang (H>).

Satz 1.3 ([2], Satz 3): Die Gruppe G={(s1,....8|sP'=...=
=8%r=g¢1...8=1), 0y > 2, r >3 hat den Rang
a) r—2 falls r gerade und alle «; bis auf eines gleich 2 sind und

letzteres ungerade ist;
b) r—1 sonst.
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Satz 1.4 ([2], Satz 1): Sei G=(s1,....8m[s{?=...=8tr=1),
(s >2), {#1,..,24} CG,(n<m), und X die von {x1,...,%,} erzeugte
Untergruppe von G. Gilt y=1(s1...sp)yeX fir ein 040, ye@, so
tritt einer der folgenden Fille ein:

1. Es gibt einen freien Ubergang von {x1,...,2,} zu einem System,
in dem ein Element zu einer Polenz von s1...8y oder von einem 8;
konjugiert ist.

2. n=m.

3. Hs ist m ungerade, n=m-—1, alle a;==2; und es gibt einen
Sreien Ubergang von {x1,...,xs} 2 {s182, 8183,...,818m}. Das Produkt
aller s; liegt nicht in der von diesem System erzeugten Uniergruppe
von G, sondern nur die geraden Polenzen von 81...8y.

§ 2. Erzeugende freier Produkte zyklischer Gruppen

Lemma 1 ([3], Lemma 6): Sei G =(s1,82,83]|s7 =sZ=sI=1),¢>2.
Erzeugen die Elemente (s18283)%, sa83, & die Gruppe G, so gilt:

1. Es gibt einen freien Ubergang wvom {(s18283)% 8283,2%} 2u
{(815283)2,8283,8182}.

2. Es gibt einen freien Ubergang wvon {(s18283)%,8283,2} 2u
{s1,82,53}

3. Hsist q=2k+1,k>1.

Beweis: Wir schreiben G als freies Produkt (s1)*{sz)*{s3). In @
sei eine Ordnung und eine Linge L wie in [4, § 1] definiert. Die
Ordnung mdoge der Bedingung (1.9.a) von [4, § 1] geniigen. Setze

0= (815283)2, b: =s1828381, ¢: =383 und H: = (a,c).

Es ist H=(b,c); H ist freie Gruppe vom Rang 2, und es haben b
und ¢ die Nielsensche Eigenschaft (bzgl. L), (siehe [2,§1] oder
[3,§1]). Der Ubergang von {a, ¢} zu {b, ¢} ist frei. Wir kénnen
— eventuell nach freien Ubergiingen, bei denen b nicht ersetzt zu
werden braucht — annehmen, daf gilt:

i)  und ¢ haben die Nielsensche Eigenschaft;

i) L(x®h)>L(x), e==4-1, heH, und
iii) L(z"haty >2L(x)—L(h); e,n==+1,heH.
Wir wollen nun nach den méglichen Werten von x fragen.

(2.1) Beh.: x ist nicht zu einer Polenz von einem s; konjugiert.
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Beweis von (2.1): Angenommen z ist zu einer Potenz von einem
8; konjugiert. Wir fithren die Relation s;=1 ein und unterscheiden
drei Fille: ‘

a) i=1: Dann ist die Gruppe (s2,s3|s3=s¢=1) zyklisch, und
das ist ein Widerspruch.

b) ¢=2: Dann wird die Gruppe (s1,s3]|s]==s{=1) von s;s381
und s3 erzeugt, und das ist ein Widerspruch. ]

¢) 4= 23: Dann wird die Gruppe (1,82 |s2 =s2= 1) von §;828; und
sg erzeugt, und das ist ein Widerspruch.

Der Ubergang von {a,c,z} zu {b,c,x} ist frei.

Angenommen L(x7b¢) > L(b)=4; e,n=-41. Wir konnen an-
nehmen, daB es keine verkiirzenden freien Ubergéinge mehr gibt.
Nach Satz 2 besitzt dann das System {b,c,z} die Nielsensche
Eigenschaft, oder es ist  zu einer Potenz von einem s; konjugiert.
Ersteres kann wegen G =(b,c,z) nicht eintreten, denn sonst wiren
die Elemente der Linge 1 nicht als Wort in b,¢ und x darstellbar.
Letzteres kann wegen (2.1) nicht eintreten.

Also ist einmal L(x7b¢) < L(b)=4; &9 =4 1. Wir behandeln
den Fall y=-—1. Analog wird der Fall = -1 erledigt.

Sei also 7 =-—1. Wegen L (x) < L(x~16¢) kann L(x) nur 1,2 oder
3 sein.

L(x) =1 scheidet aus, da sonst z=s; wire, und das ist nach
(2.1) nicht moglich. L (z) = 3 scheidet ebenfalls aus, da sonst wegen
L(z-1b¢) =3 und s7=1 gerade x=2s1828, oder x =s;18}s; wire, und
das ist nach (2.1) nicht méglich.

Also ist L(z)=2 und

x =182 oder x = s157% az=0(g)-

Fiir 2 = 8185 ist damit 1. bewiesen.

Sei nun z=s15;% Dann ist notwendig ¢=-—1. Angenommen
az=—1(gq) und as=1(g). Dann besitzt das System {s§~!szs1,c,2}
die Nielsensche Eigenschaft. Das steht aber im Widerspruch zu
G =(s%1s381,0,%), denn sonst wiren die Klemente der Linge 1
nicht als Wort in s§~1s281,¢ und « darstellbar. Also ist a=1(g)
oder a=—1(g).

a) Sei a=—1(¢), d.h. —a=1{g). Wir kénnen —a=1 an-
nehmen. Dann gibt es wegen s2=s2= 1 einen freien Ubergang von
{c,x} zu {s2s3,s182}, denn es ist sisz==x¢ L. Damit ist 1. fir
a=-—1(g) bewiesen.
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b) Sei a=1(g). Wir koénnen «=1 annehmen. Dann ist
b~ 1=s351=(s182) 1=2"1ca-t. Damit ist 1. fir a=1(q) be-
wiesen.

Wir haben also einen freien Ubergang von {a,c,x} zu {a,c,s152}.

Wir wollen jetzt 2. und 3. zeigen. Setze d=s152. Hs ist
d-lac-lde=s2, d. h. es gibt einen freien Ubergang von {a,c,d} zu
{s3,c,d}. Wegen G'=(s2,c,d) ist notwendig g=2%k-+ 1, und es gibt
einen freien Ubergang von {s2,¢,d} zu {s1,s2,s2}. q. e. d.

Mit dhnlichen Methoden erhélt man (vgl. auch die Beweise von
Lermma 8 von [3] bzw. Hilfssatz 5 von [4]).

Lemma 2: Sei G'={s1,85,u|5=83*T1=1), k>1. Erzeugen die
Elemente (u1s180)2, wlse, gu2g~t mit ge G, x die Gruppe @, so
gibt es einen freien Ubergang von {(u=18182)2, % 1sz,gulg~1,2} zu
{(u—18182)2, u~18p,8182,u%}.

Satz 1: Sei G=(s1,...,8m|s{'=...=8"=1) mit 2<u <...
Som und m=2. Sei wi==81...8y und {&1,...,2n} ein Erzeugenden-
system von G mit x1=(s1...sp)*=u%, o >0. Dann ist einer der
folgenden Fille erfulls:

(2.2) Bs ist a=1; und es gibt einen freien Ubergang von

{w1,....2m} 2u einem System {sit,....si"-Lu} mit ve{l,...,m},
1<y <aw, (i, ) =1 und viv; fiir i£.
(2.8) Hs ist or=...=op-1=2, ap=2k-+1(k>1), a=2 und

m ungerade; und es gibt einen freien Ubergang von {x1,...,2n} 2u
dem System {si1u,...,Sm—1%,u%}.

(2.4) Esist ou=...=0ap==2, a=2k-+1 (k>1) und m ungerade;
und es gibt einen freien Ubergang vom {x1,...,%n} 2u dem System
{8182,8183,...,818m,u“}.

Beweis: Ist =1, so ergibt sich aus Satz 1.2 durch einfache
Rechnung gerade (2.2). Sei im folgenden « > 2:

Figen wir die Relation w* =1 hinzu, so erhalten wir eine ebene
diskontinuierliche Gruppe

G={(s1,..,8m|sP=...=fr=ur=1), 2<0,2< 1 <. .. <tm,

mit dem Rang m—1. Nach Satz 1.3, a) tritt dann einer der fol-
genden zwei Fille auf:

(2.5) Es ist ay=...=om-1=2, op=2k+1(k>1), x=2 und
m ungerade.
(2.6) Es ist ouy=...=ap=2, a=2k+1(k>1) und m un-

gerade.
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Wir zeigen, dafl in (2.5) der Fall (2.3) von Satz 1 eintritt;
esist nach Satz 1.2 und Satz 1.4 klar, dafi in (2.6) der Fall (2.4)
von Satz 1 eintritt.

Es liege nun (2.5) vor:

a) Sei m=3. Wir schreiben G als freies Produkt HissH;
mit Amalgam 4 mit

Hl = <82,83182 = S§k+l = 1)7 (k? 1)’

Hy=(s1,uls:=1) und 4 = (sp83) = (s51%).

In @ sei eine Ordnung und eine Linge L wie in [4, § 1] definiert;
die Ordnung moge der Bedingung (1.9.a) von [4,§1] geniigen.
Darauf bezogen verkiirzen wir {x1,zs,2s}.

Da z; bzgl. dieser Faktorisierung die Linge 1 hat, bleibt es
unverdndert erhalten. Mit Satz 1.1 iiberlegt man sich leicht, da
es einen freien Ubergang von {xi,%s,23} zu einem System
{z1,(s283)8, 2} (B >1) gibt.

Angenommen f > 1. Fiigen wir die Relationen w2 =1, (sas3)f =1
hinzu, so ist die Gruppe Kj#4 K zyklisch, wobei

Ky = {(s3,83|82 =821 = (s2:3)8 = 1), (k> 1),
Ko =(s1,u|s; =ul=(s1u)f = 1) und 4 = (s283) = (s1%) .

Das ist aber ein Widerspruch, also f=1.

Nach Lemma 1 gibt es einen freien Ubergang von {u?,s3s3,2} zu
{u?,8583,8182} und damit auch zu {u2,s1%,s2u}.

b) Sei m >3, m ungerade. Wir schreiben ¢ als freies Produkt
Hy x4 Hy mit Amalgam mit

Hy=(81,...8m-2|8&=...=62_,=1),

Hy = ($m—1,9m,%|8%_;=82Et1 =1}, (k>1) und

A= ={s1...9m-2) = ((Sm-18muw™1)"1).
In @ sei eine Ordnung und eine Lénge L wie in [4, § 1] definiert;
die Ordnung moge der Bedingung (1.9.a) von [4, §1] geniigen.
Darauf bezogen verkiirzen wir {x1,...,Zm}.

Da x; bzgl. dieser Faktorisierung die Lénge 1 hat, bleibt es
unveridndert erhalten. Nach Satz 1.1 konnen wir annehmen, daf8
einer der folgenden Félle vorliegt:

(2.7) L(z) <1, i=1,...,m.

(2.8) Ein z;, 3 >2, liegt im Amalgam.



Eine Bemerkung zu den Nielsen-Transformationen 49

(2.9) Es liegen p,p>2, der «; in einer zu H; oder Hy konju-
gierten Untergruppe von ¢, und ein Produkt in ihnen ist zu einem
von 1 verschiedenen Element aus 4 konjugiert.

(2.10) Beh.: Kein x;,j =2, ist konjugiert zu einer Potenz von v
oder von einem ;.

Beweis von (2.10): Angenommen, es ist ein 2;, j > 2, konjugiert
zu einer Potenz von einem s;. Durch Wegkiirzen dieses s; und
Hinzufiigen der Relation #2=1 erhalten wir einen Widerspruch
zu Satz 1.3.

Angenommen, es ist ein z;,j>2, konjugiert zu einer Potenz
von v. Wir fiigen die Relationen w?2==1, v=1 hinzu, dann hat die
Gruppe K, * Ky mit

Ki=(s1,..,8m-2|82=...=8% ,=81...8p-3=1),

2k+1

Ko=(sm-1,5m~1,8m,u|s_; =82 1=yl =g, _15pu1=1),

einen Rang <m-—2 und das ist nach Satz 1.3 und Satz 1.2 ein
Widerspruch. ]

Damit kann insbesondere (2.8) nicht eintreten.

Es liege nun (2.7) vor: Nach (2.10) ist L(z;)=1fiir s =1,...,m;
weiter liegen wegen Satz 1.3 notwendig m—3 der z; in H; und neben
x1 zwei weitere der x; in Ha. Bei der Darstellung von H; miissen
auch Elemente x; verwendet werden, die in H; liegen, denn sonst
hitte die Gruppe (sm-1,5m,%|s%_;=s62FT1=y2=1) einen Rang
<2. Somit muBl sich eine von 1 verschiedene Potenz von v als
Produkt von solchen x; schreiben lassen, die in H; liegen, d. h.
es tritt mit (2.10) ein Fall (2.9) ein. Wir konnen uns daher auf die
Untersuchung von (2.9) beschrénken.

Es liege nun (2.9) vor: Diese p Elemente liegen in Hi, denn
andernfalls erhalten wir durch Hinzufiigen der Relation #2==1
einen Widerspruch zu Satz 1.4 oder (2.10).

Nach Satz 1.4 und (2.10) gibt es damit einen freien Ubergang
von {x1,...,%n} Zu einem System {s152,5153,...,518m—2,YZ1y~ 1, 41, Y2}
fiir ein e G.

Nun schreiben wir @ in anderer Weise als freies Produkt mit
Amalgam, ndmlich: G@==N,%5N; mit

Ni=(81,..,8m-1|85=...=62_,=1),

No=(sm,u|s2¥1=1),(k>1) und B=(s1...8m-1) = (us; ).

Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 83/1 4
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Die Linge L und die Ordnung beziehen sich nun auf diese Faktori-
sierung. Darauf bezogen verkiirzen wir {s18a,...,818m—2,y%1y~1,
Y1, Y2}

Da s182,...,818m-2 bzgl. dieser Faktorisierung die Lénge 1
haben, bleiben sie unverdndert erhalten. Weiters wird yxiy—*
héchstens durch Elemente zzi2-1, xe @, ersetzt. Mit Satz 1.1 und
Hilfssatz 4 von [4] (Hinzufiigen der Relation w«2=1!) iiberlegt
man sich leicht, dal wir annehmen konnen, dafl einer der folgenden
Fille vorliegt:

(211) Llyay <1, Lg) <1, L) <1.

(2.12) Es liegen y und y» in Untergruppen, die zu Ny kon-
jugiert sind.

(2.13) Es liegt 1 oder yg in Ny, etwa 1, und ein Produkt in
8182,...,818m~2,%1 ist zu einem von 1 verschiedenen Element aus
B konjugiert.

(2.14) Beh.: y1 oder ys ist nicht konjugiert zu einer Potenz eines s;.

Beweis von (2.14): Angenommen, es ist y; oder ¥ zu einer Potenz
von einem s; konjugiert. Durch Wegkiirzen dieses s; und Hinzu-
fiigen der Relation u2=1 ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 1.3.

(2.15) Beh.: Es kann nicht (2.12) vorliegen.

Beweis von (2.15): Angenommen, es liegen #; und y2 in zu Ns
konjugierten Untergruppen. Durch Wegkiirzen von N erhalten
wir, daB die Gruppe (s1,...,Sm-1|6%=...=82_  =81...8p-1=1)
einen Rang <m-—3 hat; und das ist ein Widerspruch zu Satz 1.3.

(2.16) Beh.: Es kann nicht (2.11) vorliegen.

Beweis von (2.16): Angenommen, es liegt (2.11) vor. Dann kann
nicht y1,y2eN; sein, denn sonst wiirden nach Hinzufiigen der
Relation #2=1 alle Elemente eines Erzeugendensystems in Ni
liegen. Nach (2.15) kann auch nicht y1,y2€ N2 sein. Damit ist y;e N3
mit L(y;)=1 fir ¢ =1 oder 2. Sei etwa y1€Ns mit L(y:)=1. Nach
(2.15) ist yae N1 mit L (yg) = 1. Weiters ist yz1y-1e Ny. Es miissen
bei der Darstellung von Na auch Elemente verwandt werden, die
in Ny liegen. Somit mulB sich eine von 1 verschiedene Potenz von
81...8m-1 als Produkt von s13,...,818m-2,%1 schreiben lassen. Dann
gibt es nach Satz 1.3 und (2.14) einen freien Ubergang von
{s189,..,S15m—2,y@1y L, y1,y2} zZu einem System {21,...,2m-3,
d(s1...8m-1)7d Lze127 1, yo},d,2€ G, y5£0. Das ist aber ein Wider-
spruch zu (2.15); also kann (2.11) nicht vorliegen. [J
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Es liegt also (2.13) vor. Es ist notwendig s1...8p-1€(s182,...,
818m—2,y1), da sonst eine Gruppe (sm,u|s2Ftl=u?=(us, )f=
=1), =2, zyklisch wére. Mit Satz 1.4 und (2.14) erhalten wir nun
einen freien Ubergang von {siss,...,818m-2,y%1y~L,%1,¥2} 2u einem
System {s182,...,818m—2, %8, , 921972, y3}, ge Q.

Wir betrachten nun das System {s1s2,...,818m~2, us;bl, gx19~1ys}.
Sei H:=(8152,...,88m—2). Es ist |H;:H|=2 und es lassen sich
mittels s182,...,818m-2 nur Konjugierte des Quadrats (si...8z-2)?
darstellen, also ist v=¢1...8,-2 ein Restklassenvertreter von Hi
nach H und es ist Hy=H +vH.

Wir diirfen damit annehmen, da8 y; und ga;¢9-! mit einem
Faktor aus H;\A4 weder beginnen noch enden. Wegen veHo,
Satz 1.3, Satz 1.4 und (2.10) kénnen wir weiter annehmen, daB
y3,gv19~1eHs. Dann ist notwendig

Hy=(v?,us; ys,gzrg-1).

Nach Lemma 2 gibt es einen freien Ubergang von {v2,us_ %, y3,9x1971}
zu {¥2,us,%,Sm-18n,4%}, der sich zu einem freien Ubergang von
{182, .-, 818m—2,us; Y3, 91971} Zu {s182,...,518m-2,%8, ,8m-15m,
u?} erweitern 148t. Man iiberlegt sich leicht, daB es einen freien
Ubergang von {s182,...,818m-2,%8,; ,Sm—18m,u2} zu  {usi,...,

WSy —1,ul} gibt. q. e. d.
Als unmittelbares Korollar erhalten wir
Korollar: Sei G=(s1,....8m|s5=...=s.=1) mit m=2p-+1,
(p=1), baw. G=(s1,...,8m|87=... =62 | =s2F*1=1) (k>1), mit

m=2p+41,(p=1). Sei {x1,..., %0} mit x1=_(51...8m)2% 1, (g=1),
bzw. mit x1=(81...8y)% ein Erzeugendensystem von G.

Dann ist H=_xa,...,2n) freiec Gruppe vom Rang m-—1 mit den
Sfreien Erzeugenden xz,... 2y,

Die Antwort auf die zweite Frage gibt der folgende Satz. Der
Beweis erfolgt mit dhnlichen Methoden (vgl. dazu auch [3, § 5]).

Satz 2: Sei G=(s1,....m|s¥=...=s%m=1) mit m>2, 2< a1 <
<...<0p. Set {X1,...,2n} ein Erzeugendensystem von G mit x;=
= (S1...8m)% & >0, und x2="h(s,...sp)8k~1, § >0, heG.

Dann ist a=f=1, m gerade, su=...=otp-1=2, ap=2k-+1,
(k>1), und es gibt einen freien Ubergang von {x1,...,am} zu dem
System {5182,5183,.-.,818m~1,5m (S1...8m) 8., 81.. .8} und weiter zu
{81,...,8,”..1,821”}.

4%
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