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Suites dont la discr6pance est c o m p a r a b l e  ~ u n  logarithme 

Par 

Jean-Piere Borel*, Limoges 
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Abstract. Sequences Whose Discrepancy is Like a Logarithm. We use the notion of  
self-similar sequences, introduced by the author in [1], to obtain in a natural way some 
sequences of  points in the interval [0, 1] with the property: 

o < f (u )  < L(U) < ~o 

where L(U) and f ( U )  stand respectively for the limsup and the l iminf of the ratio 
N. D*(U)/LogN. Here D~(U) is the star discrepancy of the sequence U. 

1. Introduction 

1.1. Soit U = (Un)n~ 1 une suite d'616ments de [0, 1]. Pour  ae ]0 ,  1], 
on d6finit l '6cart au rang N, sur l 'intervalle [0, a[, de la suite U par:  

(N, a, U) = g (N, a) = d (N, a) - a N  

od d (N, a) = card {1 < n _< N, 0 _< u, < a}. On d6finit alors la dis- 
cr6pance ft l 'origine de la suite U comme 4tant la suite: 

1 
N - , D * ( U )  = - -  sup [#(N, a, U)[. 

N0 0_<a__. 1 

1.2. La  quest ion de l 'ordre de grandeur  de D~ avec N a 6t6 pos6e 
par  VAN O~R CORPUT, [12], qui a conjectur6 que N.D* ne pouvai t  
rester born& Ce r6sultat, montr6 par  van AARDENNE-EUREFZST, [1 1], a 
+t6 am61ior6 par  Roan ,  [8], puis SCnMIDT, [9] qui a montr6 l 'existence 
d 'une constante  absolue  C telle que pour  toute suite U, on a: 

* Cet article a 6t6 r6dig6 lors d'un s6jour de recherche de I'auteur & l'Universit6 de 
Provence, ~t Marseille. 
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L ( U ) "  = limsup N . D *  >_ C (1) 
N-.oo L o g N  

La meilleure valeur de C connue actuellement est C = 0,06...  

1.3. On ne peut faire mieux, puisque l'on conna~t de nombreuses 
suites telles que la lim sup donn6e en (1) est finie. Citons la suite de VAN 
DER CORPUT (lira sup = 1/(3 Log 2), HABER [5]), la suite u, = {n ~} off 

= (1 + v/5)/2 (lira sup = 3/(20 Log ~), DUPAIN [2]), ou plus g6n6rale- 
ment les suites de van der Corput  g6n6ralis6es (FAuRE [3]) et les suites 
u, = {ha}, off a a ses quotients partiels constants (RAMSHAW [7]). Dans 
tous ces cas, la valeur de la limite sup6rieure est calcul6e. D'autres 
familles de suites ayant cette propri&6 sont connues: suites auto-simi- 
laires (volt [1]) dans certains cas, ou suites de Faure modifi6es (voir [6] 
et [10]). 

1.4. Mais dans les cas pr6c6dents off les calculs ont pu 6tre men6s/t 
bien, on a toujours la propri&6 

[ (U) :  = l iminf N . D *  = 0 
N-.~ L o g N  

En effet, la discr6pance D* est tr~s faible lorsque N = b" (suites de van 
der Corput  g6n6ralis6es en base b, n quelconque), ou N = q, d6nomina- 
teur d'une r6duite de a (travail de RAMSHAW). 

1.5. Le but  de ce travail est de construire une (en fait une famille 
infinie) suite U telle que l 'on ait 

0 < # ( U )  < L ( U )  < +oo 

La construction de ces suites repose sur la technique de construction 
des suites auto-similaire d6velopp6e dans [1], et sur leurs propri6t~s. 

2. Suites auto-similaires 

2.1. Je me placerai ici dans un cas tr6s particulier, le lecteur int6ress6 
par la technique g6n6rale des construction des suites auto-similaires 
pouvant  se reporter / t  [1]. Je noterai: 

= {0, 1}; 
d *  ensemble des mots sur d (i.e. des suites finies a = a~ a2... ak, 

ai~ d ) .  g d6signera le mot vide, et lal = k la longueur du mot  a; 
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E=8lC2...cn... mot  infini sur ~r (i.e. ~ d ) ,  tel que E ~ = 0  et 
82---1 ; 

~o 0 et 09, les applications donn6es par:  

I ~ ]  x r l  ] x + l  ~P0: [0, 1]--+ 0, , x~-+- ;  q91: [0, 1]-+ , 1 x F - - ~ - -  
2 I_2 ' 2 

2.2. Si N _ > 0  et a ~ d ,  N e a  dbsigne le nombre  de lettres ci, 
1 _< i < N, 6gales gt a. On a donc N = N e  0 + N e  l, et l 'hypothbse faite 
sur E fait que l 'on a toujours  N e  a < N, sauf  si N = 1 e t a  = 0, ou si 
N = 0 (alors N e a  = N: 1 e 0  = 1, 0 e 0  = 0, 0 e  1 = 0). On d6duit  alors 
de [1], th6orSme 2.2. 

Th~or~me A. II existe une seule suite auto-similaire U assoeike 
( d ,  ~o0, ~ol, E)  et telle que ul = O. Elle est d~finie par la proprietY: 

Ul=O 

u, = 0~. (un.~.), s in  >_ 2. 

I1 est clair que cela d6finit bien, par  r6currence sur n, une suite U 
puisque n een < n, donc u,.~. aussi. Si la suite E est explicitement 

donn6e, cette construct ion se p rogramme trSs facilement. 
A titre d 'exemple,  s i e ,  est le reste (n + 1) m o d 2 ,  la suite U ainsi 

obtenue  est la suite de van der Corput .  

2.3. Supposons  qu'il existe M tel que 

VN>_ 1, N e 0  - N  _<M 

Alors, d'aprSs le Th6or~me 8.2 de [1], on a la majora t ion  (avec les 
nota t ions  de [1], on a ici k = 2 et y = 1/2): 

M 
L ( U )  <_ - - ,  (2) 

Log 2 

majora t ion  qui peut  8tre stricte: dans le cas de la suite de van der 
Corput ,  M = 1/2). 

2.4. Supposons  maintenant  que l 'on ait: 

VN>_No O < M ~  < _ N e O - N < _  (3) 
2 

15 Monatshefte fiir Mathematik, Bd, 110/3~4 
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Th6or~me. Si E vgrifie (3), et si U lui est associ~e par le Th~orbme A, 
On a: 

M 1  M2 
2 Log 2 log 2 

2.5. I1 est clair qu'il existe des mots E v6rifiant (3), par exemple le 
mot  d6fini par: 

c 3 = 6 4 = c 5 = 0  

e, = (n + 1) mod2,  n_>6. 

En effet, on a alors pour N >__ 4: 

N , O  = -- - -~_1 + 1 

et (3) est v6rifi6e ~t partir de No = 4, avec M~ = 1 et M2 = 3/2. 

2.6. Plus g6n6ralement, on peut representer E comme une ligne 
bris6e dans le plan, en partant  de l'origine, et en ajoutant rsi  e = 0, f 
si e = 1. I1 suffit alors que cette ligne reste, ~ partir d 'un certain temps, 
dans une bande du plan de la forme x - b < y < x - a ,  avec 
0 < a < b, pour  que (3) soit v6rifi6e. Si b - a est grand, il y a 6norm6- 
ment de telles lignes possibles, doric de suites E. Pour  des raisons 
uniquement techniques, on supposera N o  0 > N/2 pour tout N par la 
suite, ce qui revient ~t dire que cette ligne bris6e reste dans le secteur 
angulaire 0 < y < x. 

3. Auto-similarit6 et relations sur les 6carts 

3.1. Le Th6or6me 8.2 de [1] donne une expression de l'6cart g (N, u,), 
qui d6pend essentiellement du d6veloppement de u,. Ce d6veloppe- 
ment, unique ici, est associ6 ~t ( d ,  (p0, (p~, E). C'est le mot  unique 
a = a~ a2 ... am de d *  tel que: 

Un ~--- (Pa (0 )  = (pa 1 . . . . .  (pare (0) ,  

I1 est clair, d'apr~s le choix fait pour (p0 et (p~, que l 'on a alors: 

ai 
Un ~- -2i" 

i = l  
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La suite U est donc la suite de van der Corput,  r6ordonn6e ~ l'aide de 
la suite E. 

3.2. Soit u m le terme de la suite U d6fini par: 

m - - 1  

i = 1  

ai+ 1 
2 i 

d'ofl m = n o a l ,  et soit Q(N): = N e O  - N/2. La formule descendante 
sur les ~carts, donn6e en [1], 7.5, s'6crit alors: 

g(N, un) = ~ Q ( N ) ' u m  -}- E(NoO, u.) s i a l  = 0 
• (AT). (1 -- Um) + ~ ( N o  1, u.) si al = 1 

(4) 

Proposition. Soit a = a l a 2 . . . a j ~ d  *, un= ~0a(0), et N>_ 1. On a 
alors: 

e ( N ,  u.) > l k .  
- 2  

oft l'on pose." 

O : =  inf  o ( N )  
N> No 

k: = n o m b r e  de paires 0 t ou 10 clans le prdfixe de longueur j '  de a; 

= [ Log (N / (No  + 211//2))] 
j ' :  = min( j ,  r): r: k L--oog2 " 

3.3. Par hypoth6se, on a 0 < N e  0 - N/2  < M2. On a donc, puisque 
N e l  = N - - N o 0 :  

Y a r d ,  J N e a - N  <_M2 (5) 

valable pour  N >__ 0. En it6rant cette relation, il vient pour  tout  mot  fini 
a ~ d * :  

N o a  N _< 2M2(1  1 )  avec j = lal 

En effet, cela s 'obtient par r6currence sur j :  soit a = a'ai, et donc 
la'l = j -  1. On a alors" 
15" 
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7 a 2 j <_ � 9  s + ~  2 j _ i  _ 

2 ( 1 ) = 2 M 2 ( 1  1 ) <_M2+ ~M2 1 2~_, 

On peut  donc 6crire, ce qui ne perd gu6re en pr6cision surtout  pour  [aJ 
grand: 

V a E d * ,  [ N . a  ~ ] _ < 2 M  2 (6) 

3.4. Le choix de r fait dans le lemme entrMne donc, d'apr~s (6): 

Va~z~'*, lal -< r ~ N � 9  >__ No (7) 

N N 
N � 9  > ~ +  2M~ > + 2M~ > No. 

2La, 2 r 

En effet, on a: 

3.5. Lemme. Soit a ~ d * ,  tel que 01 ou 10 est pr~fixe de a. Soit 
u. = cp~ (0). On a alors: 

8 ( N , u . ) >  O - + g ( N e a l .  u.. . ,)  si N >  No. 
2 

DOmonstration. Si a~a2 = 01, u,, = (0, 2 . . . . .  q~om(0) appartient fi I~, 

donc Um >- 1/2. D'ofi le r6sultat. De m~me, s ial  a2 = 10, um appartient 
I0, donc 1 -Um > 1/2. �9 

3.6. DOmonstration de la proposition. Elle se montre  par r6currence 
sur N tant  que r = 0: en effet, en utilisant O (-)  > 0 dans les formules 
(4), on obtient: 

VN>_0,  V N _ > I ,  ~(N~un)~_O 

Supposons maintenant  r >__ 1. Soit j ' :  = min (j, r) et, pour  1 < i < j ' :  

Ni: = N � 9  No: = N 

n i �9 = n �9 a i ;  no " = n 

off a; est le pr6fixe de longueur i du mot  a '  (ou de a ...). On peut  alors 
utiliser (4) en prenant  pour  (N, n) les valeurs successives (N,., n3, 
0 _ i <_ j '  -- 1, et en utilisant les propri~t6s: 
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t u,~ = ~0a~ (0) avec a = aia;, donc  ai commence  par  ai+l 

Nieai+l = (Neai)eai+ l = N e a i +  1 = N,.+ 1 

l . ' l i o a i +  1 ~ F / i +  1. 
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Or on a: 

g ( N o a j , ,  un.as ) _> 0 

e t / t  chaque  6tape: 

~(Noai, U,.a,)>_ g(Noai+ 1, U,.ai+l) en g6n6ral, O< i<_j'-- 1 

lorsque a~ commence  
g ( N o a l ,  u,.a) >_ O q_+ g(Neae+l, u,.ai+t) par  01 ou 10. 

2 

En effet, lail = i < j ' <  r, done  N e a  i > No, et on peut  appliquer  le 
lemme. Or  k est jus tement  6gal, d'apr+s sa d6finition, au nombre  
d'indices i, a < i < j '  - 1, tel que ai commence  soit par  01, soit par  10. 
donc  on a, en prenant  i = 0: 

_o _o. ( N , u . ) > k  + 8 ( N o a i ,  u . .Q_>  k 
2 2 

D'of i  la proposi t ion.  [] 

3.7. I1 est clair que l 'on peut  &re plus pr6cis dans la minora t ion  de 
(N, Un), par  exemple en affinant le lemme, en y faisant intervenir le 

nombre  de z6ros qui commencen t  a, ou le nombre  de 1. On n ' y  gagne 
gu6re, puisque k 0 est l 'ordre de grandeur  de 8 (N, u,) dans les cas 
consid6r6s ici. 

4. Preuve du th~or~me 

4.1. Ici, les 6carts g ( N ,  u,) sont  toujours  positifs. On a donc:  

N.  D* (U)  = max (g  (N, u,) + 1). (8) 
l < _ n < N  

En effet, la fonct ion x ~-, g (N, u,) est lin6aire par  morceaux,  a tous ses 
sauts aux points  u,, 1 < n < N, et saute de g (N, u,) ~i 8 (N, u,) + 1 en 
un tel point.  
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4.2. De la m~me fagon que l 'on obtient  (7), on a: 

lal < r ' :  = [ L o g  (N/(2 + 2Mz))  

L 
n � 9  

Soit main tenan t  u, = q~a(0). On  a alors u, . .  = 0  = ul, c'est-~t-dire 
n � 9  l < 2 .  Donc:  

]a l<r"=lL~  ~ ~0a(0)=u, avec n < N . ( 9 )  
L J L o g  2 

4.3. Soit N > No + 2M2, r '  d6fini ci-dessus, et a: = 0101010 ... mot  
de longueur  r '  pr6fixe de la suite infinie de p6riode 01. En reprenant  les 
nota t ions  d6finies en 3.2 dans la proposit ion,  on a r '  > r, donc j '  = r 
et k = r - 1. Soit un = ~P, (0). On a donc 1 < n < N d'apr6s (9), et (8) 
entraine: 

N.D%(U) >_ ( e ( N ,  Un) + l) >_ 1._kMl > r - -  1M1" 
2 2 

Comme r ,,~ Log N/Log  2 quand N tend vers + ~ ,  cela donne le 
r6sultat 6nonc& �9 

5. Quelques  remarques 

5.1. On peut  remarquer  que, si on reprend la d6monstrat ion de la 
proposi t ion 3.2 dans le cas particulier du  mot  a = 0101010 ... utilis6 en 
4.3, les um et les 1 -Um qui apparaissent  dans les formules tir6es de (4) 
sont voisins de 2/3. On obtient alors: 

2 
(N, u,) >_ - k Q + reste 

3 

le reste 6tant un  o(k). La  d6monstra t ion est cependant  rendue plus 
technique, ce qui est li6 ~t la pr6sence du reste (ici de signe non  
constant).  Cela montre  que l 'on a en fait, sous les hypotheses du 
th6or~me: 

2M----Z-~ <_ E(U) < L(U)  < M z 
3 log 2 2 Log 2 
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5.2. Pour la suite E particuli~re donn6e en 2.5, on a donc: 

2 3 
- -  L ( U )  - -  

3 Log 2 2 Log 2 

En utilisant les r6sultats connus sur la suite de van der Corput  (travaux 
de FAURE [4] sur les 6carts), on peut montrer que l'on a: 

2 1 
+(U) - - - ;  L (U)  = - -  

3 Log 2 Log 2 

(c'est le mot a -- 0101010... qui joue le rble essentiel...), r6sultat que 
je ne montrerai pas ici. Ces valeurs de f e t  L sont en fait translat6es de 
celles de la suite de van der Corput, de 2/(3 Log 2). 

5.3. Tout ce qui s'est fait ici peut se g6n6raliser/t un alphabet ~r et 
ayant k lettres, l 'hypoth6se (3) pouvant  devenir par exemple (cf [1] pour 
les notations): 

3 a e d ,  V N >  No, 0 < m l ~  2 N . a ' - - N .  ~ [Ial<__M2. 
d < ( 1  a ' < a  

5.4. Les propri&6s d'auto-similarit6 ne peuvent conduire/t  des suites 
telles que f ( U )  = L(U) < + ~ .  On peut cependant se demander s'il 
existe de telles suites, et si la r6ponse est n6gative, chercher fi ~valuer: 

inf {L(U) - ( (U)} .  
L ( U )  < ov 

Ce probl6me, revenant/ t  g6n6raliser [9], parait donc tr6s difficile. 
Je tiens ~i remercier ici le Professeur H. FAURE, avec lequel j 'ai eu de 

nombreuses et int6ressantes conversations sur les questions relatives/t 
la recherche des bonnes discr6pances, et qui m'a encourag6 fi 6crire cet 
article. 
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