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Abstract. The Metric Theor?' of the Bundles of Linear Line Complexes of Type 1 of
the Simply Isotropic Space J According to K. STRUBECKER ([18]—21]) a three
dimensional real afﬁne sgace with the metric ds? = dx? + dy? is called a simply
isotropic space {". In J exist 41 types of bundles of linear line complexes. In this
paper we study the metrlc theory of a bundle of type 1. Especially we investigate the
congruence of axis, we give some isotropic and affine results and we study the
complementary bundle.

Wie in [15] gezeigt, stellt unter den 41 Typen linearer Komplexbiin-
del des einfach isotropen Raumes J{V der Typus 1 den allgemeinen
Typ dar. Hierbei liegt genau dann der Typ 1 vor, wenn die Fernkurve ¢
des Gebiischachsenregulus @, eine D- Ellipse ist, d. h. ein Kegelschnitt
ist, der zu einer Ellipse metrisch-dual ist, wenn man beachtet, daB in
der Fernebene o des J{ eine dual-euklidische Metrik herrscht. Ein
Biindel dieses Typs wird nach ([15], S. 188) durch drei Fundamentalin-
varianten k 4, k5, k- beschrieben '. GemiB der hervorragenden Bedeu-
tung der Theorie der linearen Komplexmannigfaltigkeiten in der
Kinematik und Statik (vgl. [2], [22] und [23]) und der zunehmenden
Tendenz, Begriffe dieser Art auch in nichteuklidischen Réumen zu
untersuchen (vgl. [1], S.433f., [3], [10]—{16]), soll in dieser Note die
metrische Theorie der Komplexbiindel vom Typ 1 im einfach
isotropen Raum systematisch dargestellt werden.

! Im folgenden beziehen wir uns stets auf die Bezeichnungen und Resultate aus
[15].
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1. Die Achsenkongruenz des Komplexbiindels

Die Menge der Achsen der Gewinde eines linearen Komplexbiin-
dels vom Typ 1 ist eine zweiparametrige Mannigfaltigkeit, die als
Achsenkongruenz A" bezeichnet werden mége. Fiir viele Fragen der
Praxis ist gerade die Verteilung der Gewindeachsen, die im folgenden
untersucht werden soll, von groBer Bedeutung (vgl. [23], 303f.). Um
A" zu beschreiben, beachten wir, dall aus der natiirlichen Darstellung
(1.14) des Biindels in [15], S. 188, zundchst folgt

86— kcg3 =0, (1.1)

d.h. die Achsen liegen in dem vollisotropen Gewinde (1.1) vom
Parameter k.. Andererseits erhélt man aus (1.4) in [15] die beiden

Gleichungen g_i =ky—k, %—5 = ky — k und hieraus
&1 b4

(kB_kA)glg_2+g_2g4_g1g_5=0- (1-2)

Die Gleichung (1.2) beschreibt einen speziellen quadratischen Ketten-
komplex, der insbesondere von J. CARDINAAL (vgl. [5]) ausfithrlich
untersucht wurde; seine Komplexkurven sind Parabeln. Da 4 als
Schnitt von (1.1) mit (1.2) entsteht, haben wir den

Satz 1: Die Achsenkongruenz A eines linearen Komplexbiindels
vom Typ 1 des einfach isotropen Raumes ist von der Ordnung und Klasse
2 und 1dfst sich als Schnitt eines vollisotropen Gewindes vom Parameter
k¢ mit dem quadratischen Kettenkomplex (1.2) erzeugen.

Um A geometrisch zu beschreiben, mufl noch fiir (1.2) eine
geometrische Erzeugungsweise angegeben werden. Es gilt der

Satz 2: Der quadratische Komplex (1.2) ldft sich als Menge der
Erzeugendennormalen eines Pliicker- Konoids W gewinnen, das die
Achsen G und G* der Fundamentalgewinde K, und K zu Mittelerzeu-
genden hat und dessen doppelte Leitgerade die vollisotrope Gerade durch
den Schnittpunkt von G und G* ist. Der Abstand der beiden Torsallinien
von ¥ betrdgt 2h:=k, — kp.

Beweis: Wird ein Pliicker-Konoid ¥ in der Darstellung
x(r,p) = {0,0,hsin2 ¢} + r{cosg,sing, 0} (1.3)

vorgegeben, wobei 2 & den Abstand der Torsallinien bezeichnet, dann
lauten die Pliicker-Koordinaten von ¥



Metrische Theorie der linearen Komplexbiindel 229

gi:....q¢=cosg:sing:0: — hsingsin2¢:hcosgsin2¢:0. (1.4)

Fiir eine Gerade p(p;:...p), die eine Erzeugende (1.4) orthogonal
schneidet, gilt einerseits die Schnittbedingung

Q(@p,q) = —hp singsin2¢ + hp,cospsin ¢ +

. (1.5)
+ pycosp + pssing = 0
und andererseits die Orthogonalitdtsbedingung
P1€COSp + pysing =0 . (1.6)

Aus beiden Bedingungen entsteht mit p,=g,(i=1,...,6) und
2h:=k, — ky die Gleichung (1.2). Das Plicker-Konoid ¥ be-
sitzt ersichtlich die Achse G(1:0:0:0:0:0) des Gewindes K, und die
Achse G*(0:1:0:0:0:0) des Gewindes Kj als Mittelerzeugenden.
W.Z.Z.W.
Die Sétze 1 und 2 liefern nun die Mdglichkeit, einerseits 2" mit
Methoden der Darstellenden Geometrie in den Griff zu bekommen
und andererseits 4~ eingehender zu studieren. Was die darstellend-
geometrische Behandlung betrifft, deren Methodik in den hervorra-
genden Darstellungen [28] und [29] des Jubilars nachgelesen werden
kann, so kénnen die beiden durch einen Raumpunkt P verlaufenden
Kongruenzstrahlen wie folgt ermittelt werden:

1) Der Komplexkegel I von P ist ein quadratischer Kegel, der als
Menge der euklidischen (isotropen) Normalen von P auf die Erzeu-
genden von ¥ erhalten werden kann. Die Menge der Normalenfu/3-
punkte ist ein Kreis k elliptischen Typs des einfach isotropen Raumes,
d.h. eine Ellipse in einer Ebene &, die bei Normalprojektion auf die
GrundriBebene z = 0 als Kreis erscheint. Die Ebene ¢ 140t sich sofort
durch eine Fallgerade festlegen (vgl. [8], S.207f.).

2) Das vollisotrope Gewinde (1.1), dessen Gleichung sich schon in
euklidischer Normalform befindet, besitzt die doppelte Leitgerade von
¥ als euklidische Gewindeachse aund k. als euklidischen Gewindepara-
meter. Die Nullebene I7(P) des Punktes P 140t sich somit nach der
bekannten Mobius-Formel k.= dtani (vgl. [7], S.87) ermitteln,
wobei d den euklidischen Abstand des Punktes P von a und 4 den
Neigungswinkel von /7 gegen a bezeichnet. Nach Einmessen einer
Geraden / durch P, die auf der Normalen von P auf a senkrecht steht
und gegen a unter dem Winkel 1 geneigt ist, liegt /7 eindeutig fest.
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3) Die Schnittgerade s von ¢ mit /7 kann konstruiert und mit k
geschnitten werden, was im algebraischen Sinn die Schnittpunkte 1
und 2 liefert. Dies kann besonders zweckméBig im GrundriB ausge-
fiihrt werden, wo s’ mit dem Kreis &k’ zu schneiden ist. Die Verbin-
dungsgeraden von 1 bzw. 2 mit P sind die gesuchten Kongruenzstrah-
len durch P.

Die beschriebene Methode zeigt einerseits, wie die durch einen
Punkt P laufenden Kongruenzstrahlen mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar sind, sie liefert andererseits auch die Mdglichkeit, die
Realitdtstypen der Kongruenzstrahlen durch einen Punkt P zu
tiberblicken. Dazu benétigen wir allerdings vorher eine Aussage liber
die GroBen k4, kg, k¢, die gleichzeitig eine hiibsche Kennzeichnung
des Fundamentalgewindes K, iiber eine Extremaleigenschaft liefert.

Satz 3: Fiir ein Komplexbiindel vom Typ 1 des einfach isotropen
Raumes besitzt das Fundamentalgewinde K, — das zum singuldren
Punkt A des konjugiert-komplexen Geradenpaares im Kegelschnittbii-
schel {c, f1,} gehort — einen extremalen Gewindeparameter. Es ist k
maximal (minimal), wenn der Parameter k. des einzigen vollisotropen
Gewindes des Biindels negativ (positiv) ist.

Beweis: Die Funktion k (y, y) = k,cos?y + kgsin®y + k32 (vel.
[15], (1.13)), hat wegen -Z—E = (kg — k,)sin2y =0, gl; =2key=0
die kritischen Punkte (0,0), (=/2,0), (%,0) und (3x/2,0),
denn es gilt stets k, # kg Weiter gilt wegen ([15], (1.9))
A=k k, — k2, =4k%

ook cos2y und wegen® 0 <a <1 und

2
b < 0ist sgn 4 = sgncos 2 y. Beachtet man noch 57 = 2k, so folgt

hieraus die Behauptung, wobei die Werte (0, 0) un’cgi (r, 0) die zu K,
gehdrige Gewindeachse G liefern. Wegen 4 < 0 liegt fiir (/2, 0) bzw.
(37/2,0) in der Achse G* kein Extremum vor. W.Z.Z. W.

Aus dem Satz 3 ziehen wir noch die wichtige Folgerung:
Es gilt stets k,—ky>0 fiir ke<0 bzw. (1.72)
ky,—kg<0 fiir ko> 0. (1.7b)

2 Wir bezeichnen mit f;, f, die absoluten Geraden und mit ¥ den absoluten Punkt
des isotropen Raumes J{P. Die Figur 1 in ([15], S.186) zeigt die geometrische
Situation, die dem Satz 3 zugrunde liegt.

3 Beziiglich dieser Voraussetzung vgl. ([15], 185f.).
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Nun kann die Achsenkongruenz %" nidher studiert werden! Bezeich-
nen wir die Punkte

Fi (i\/ (kB - kA) kC:OJ 0) und
Fé(_ i\/ (kB - kA)kC:O: 0):

die auf der Mittelerzeugenden G von ¥ liegen als Fokalpunkte 1. Art,
und nennt man die auf G* gelegenen Punkte

0,/ —kc(ky — kgp),0) und
B0, =/~ ke(ky — kg), 0)

Fokalpunkte 2. Art, dann gilt der

(1.8)

(1.9)

Satz 4: Durch jeden Punkt P ¢ W laufen im algebraischen Sinn genau
zwei Kongruenzstrahlen. Die Mittelerzeugenden G und G* von ¥
gehdren zu A . Durch die Kuspidalpunkte T,, T, € a existiert genau eine
Gerade aus K", wihrend durch die Fokalpunkte erster bzw. zweiter Art
ein ganzes Biischel komplexer bzw. reeller Strahlen aus A" verlduft.
Durch alle weiteren Punkte von ¥ laufen genay zwei reelle, verschiedene
Geraden von A,

Beweis : Die erste Aussage folgt daraus, dal der Komplexkegel I
eines Punktes P¢ ¥ von der Nullebene /7 (P) nach zwei Erzeugenden
im algebraischen Sinn geschnitten wird. Liegt P auf der doppelten
Leitgeraden von ¥ und ist P von den Kuspidalpunkten 77,7,
verschieden, dann zerfillt /" in zwei Geradenbiischel; diese Biischel
mit Zentrum P liegen in den Normalebenen », und »,, die man in P auf
die durch P laufenden Erzeugenden e, und e, legen kann. Da I7(P)
eine Normalebene von a in P ist, folgt sofort die zweite Aussage des
Satzes. Fiir P = T, oder P = T, gilt »; = »,, womit die Behauptung
uiber die Kuspidalpunkte gezeigt ist. Gilt schlieBlich Pe ¥, P¢ a, dann
zerféllt I"in zwei Geradenbiischel mit Zentrum P, von denen das eine
in der Normalebene v (P) der durch P laufenden Erzeugenden liegt,
und das andere in einer allgemeinen Trégerebene 5 durch P liegt. Die
Ebene 7 enthalt nur dann die Erzeugende e des Punktes P, wenn e von
einer weiteren Erzeugenden €€ ¥ orthogonal geschnitten wird. Dies
trifft genau fiir das Erzeugendenpaar G, G* zu. Wir haben somit
gesehen, daB durch jeden Punkt Pe ¥, P¢a, P¢ G, G* genau zwei
reclle Kongruenzstrahlen laufen, némlich die Schnittgeraden
II(P)v(P) und II(P)n(P). Somit bleibt nur mehr der Fall zu
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diskutieren, ob Punkte PeG bzw. PeG* existieren, fiir die /7(P)=
= 5 (P) gilt. Berechnet man die Nullebene 77 (P) fiir P(x,,0,0), so
stellt sich
1

z= Exo y (1.10)
ein. Andererseits kann man auch die Gleichung von #(P,) rasch
gewinnen, wenn man beachtet, daf3 die Bedingungen (1.5) und (1.6) fiir
die mit P inzidenten Geraden p(p)(j = 1,...,6) erfiillt sein missen.
Man findet so fiir 5

=Lk, —kpy. (L.11)
Xo

Aus (1.10) und (1.11) folgt nun, daB3 77 (P) und # (P) genau fiir %xo =
c

= i(k 4 — kp) tibereinstimmen, d.h. in den Fokalpunkten 1.Art
X9

(1.8). Das Normalenbiischel um P in # stimmt dort mit dem Biischel

der Gewindestrahlen um P iiberein. Analog zeigt man die Existenz der

reellen Fokalpunkte F, F e G*. W.Z.Z. W.

Eine gute Einsicht in die Kongruenz & erhélt man, wenn man jene
Regelflichen &, studiert, die von Achsen g zu konstantem Gewindepa-
rameter k, gebildet werden; k, = 0 liefert ja den Gebiischachsenregu-
lus @,. Wird (1.13) in [15] nach y aufgelost, so findet man aus (1.14) in
[15] als Parameterdarstellung der gesuchten Flichen @,

0 + tcosy

Ve . |
iy, 1) = ——COSw\/E—kAcoszzp—kBsmzzp + sy

tany[ky — ko) + ¢ ko — kqcos?y — kysiny

(1.12)

wobei ¢ einen auf den Erzeugenden von @, laufenden Parameter
bezeichnet. Eine lingere Rechnung liefert fiir ko # k4, ko # kg die
algebraische Flichengleichung

2
x? y? z

kotko —Fp) | kotke —kg)  (ko— ko) (ko —Kp)

1. (»1.13)

Die Flachen @, sind daher Reguli in den einschaligen Hyperboloiden
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(1.13). Die Quadriken (1.13) sind konzentrisch mit dem Mittelpunkt M
im Koordinatenursprung; M ist isotrop-invariant erklart und soll als
Mittelpunkt des Komplexbiindels bezeichnet werden. Die Gewinde-
achsen G, G* und die Doppelgerade a von ¥ sind die isotrop-invariant
erklarten Hauptachsen aller Flichen @, . Die Fernkurven der Flichen
®,,, die durch

xo= (ko — ko) x? + (kg — kp)x3 —kcx3 =0 (1.14)

erfaBBt werden, enthalten die vier Schnittpunkte S, ..., S, von ¢ mit
den absoluten Geraden {f},/,}, so daB die Quadriken @, als kon-
zyklisch im isotropen Sinn anzusprechen sind. Es bleiben noch die
beiden Sonderfille k, = k4 bzw. k, = k zu diskutieren:

a) Gilt k, = k4, dann vereinfacht sich (1.12) zu

X = + tcosy

y=—-l:,/kC~/kA—kBtanw +tSan/) (115)
1
Z=(kB—kA)taIly) itf*/kA_kBSinVJ'
C

Dies sind zwei konjugiert-komplexe Geradenbiischel mit den Zentren
in den Fokalpunkten F,, F, erster Art (vgl. (1.8)). Trégerebenen der
beiden Biischel sind die Fokalebenen

+y ks —ky =iz kel - (1.16)

b) Gilt ky = kj, dann vereinfacht sich (1.12) zu

x = + tcosy

y=+ JkeJky—k, + tsiny (1.17)
1 ——

z= +t ky—k,cosy .

NC

Dies sind wegen (1.7a, b) zwei reelle Geradenbiischel mit den Zentren
in den Fokalpunkten F, F, zweiter Art (vgl. (1.9)).
Tragerebenen der beiden Biischel sind die reellen Fokalebenen

txJk,—kg=z/—kc. (1.18)

Die Schnitte der Flichen @, mit der Grundrifebene 11, (z = 0) sind
Kegelschnitte, die auf der Achse G* stets reelle Scheitel
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81,20, £ ke (ko — k4),0) (1.19)

besitzen, wie man aus (1.7a, b) und (1.13) folgert. Ist k. < 0, so liegen
fiir ky < kg (kg > kjp) Ellipsen (Hyperbeln) vor, wiahrend k. > 0 fiir
ko < kg(ky > kz) Hyperbeln (Ellipsen) liefert. In beiden Féllen zeigt
eine einfache Rechnung, daB die Fokalpunkte F,, F, bzw. £, F; die
komplexen bzw. reellen euklidischen Brennpunkte aller dieser Kegel-
schnitte sind. Wir fassen zusammen im

Satz 5: Die Gewindeachsen aller nichtisotroper Gewinde von
konstantem Gewindeparameter ko # k 4, k 5 eines Komplexbiindels vom
Typ 1 des einfach isotropen Raumes bilden Reguli auf konzentrischen
und konzyklischen einschaligen Hyperboloiden mit den Geraden G, G*
und a als Hauptachsen. Die Gewindeachsen mit ky = k4 bzw. ky = kg
bilden je zwei konjugiert-komplexe bzw. reelle Geradenbiischel in den
Fokalebenen, wobei die Biischelzentren die Fokalpunkte sind, die
gleichzeitig die gemeinsamen Brennpunkte der konfokalen Kegelschnit-
te @, N 11, sind.

2. Isotrope und affine Resultate

Die Reguli (1.12) sind Regelfldchen des einfach isotropen Raumes
vom Typ V geméB der Klassifikation von W.O. VoGEL (vgl. [24],
S.198), wobei die in I, gelegenen Kegelschnitte @, nII; ihre
Striktionslinien sind. Wird eine Regelfliche @ dieses Typs durch

2(p,) =9 (p) + te(y) mit 2=1 2.1

beschrieben — wobei 1 () eine Leitkurve der Fldche ist und e einen
isotropen Einheitsvektor auf den Erzeugenden von & bezeichnet —,
dann kann gemd0B ([9], S. 13) eine Differentialinvariante 1. Ordnung,
der Drall durch
Det (9, ¢, ¢)
o= - =3 (2.2)
e

erklart werden. Nach einiger Rechnung folgt mit (2.2) fiir die
Regelflichen @, aus (1.12)

(kg — ko) (ko — k)

Oy = - .
" kg — kyc08?p — kysin?y

2.3)

Bezeichnet d = d(g, M) den Abstand einer Erzeugenden ge @, vom
Biindelmittelpunkt M, dann 148t sich (2.3) in der geometrisch
einsichtigeren Gestalt
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5 = Kl — ko) (ko — k)
I d2

schreiben. Hieraus folgt der

(2.4)

Satz 6: Der Drall 8, in einer Gewindeachse g eines Komplexbiindels
vom Typ 1 des J\) auf der entsprechenden Trigerfliche ®,, ist
proportional zum Reziprokwert des Abstandsquadrates vom Biindelmit-
telpunkt. Die Invariante k 4 (k p) [dft sich als Drall in den Nebenscheitel-
erzeugenden (Hauptscheitelerzeugenden) des Gebiischachsenregulus
deuten.

Beweis: Es bleibt noch die zweite Aussage des Satzes zu zeigen.
Hierzu beachten wir, daB sich fiir k, = 0 die Formel (2.4) zu

kikgkc

d2
\Vereinfacht. Berechnet man an Hand von (1.13) die auf G* bzw. G
gelegenen Scheitel von @ 11, so erhilt man

81500, + /— kyko) (2.62)
Ss 4/ = kske,0) . (2.6b)

Dafiirks < Ostetsk, > 0,kz > Ound fiirk, > Ostets k, < 0,k; <0
gilt, ist @y 1, eine Ellipse mit den Hauptscheiteln S, .S, und den
Nebenscheiteln S, S,. Die mit diesen Punkten inzidenten Erzeugen-
den sollen entsprechend als Haupt- bzw. Nebenscheitelerzeugende
von @, bezeichnet werden. Nun gilt nach (2.5) d> = — kzk genau fiir
8; =k, bzw. d* = — kk_ genau fiir ¢, = kj. W.Z.Z. W.

op(Pp) = — (2.5)

Nach ([24], S. 208) 148t sich fiir Regelfldchen @ des J{) vom Typ V'
eine Torsion durch

Det (e, e’,e")

T=——""—""">H

=2

- 2.7)

erkldren, wobei Striche Ableitungen nach der isotropen Bogenliange s
auf der Striktionslinie von @ bezeichnet. Bei allgemeiner Parametrisie-
rung der Striktionslinie gilt

Det (¢, ¢, €)
T=E—— .

o (2.8)
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Mittels (2.8) kann man v fiir die Flichen &, aus (1.12) bestimmen,
wobei man die Leitkurve in (1.12) allerdings durch die Striktionslinie
@,, N II| zu ersetzen hat. Eine lingere Rechnung liefert das hiibsche

Resultat 7 (®;) = %1— = konst. Es gilt also der
C

Satz 7: Alle Reguli @, eines Komplexbiindels vom Typ 1 des einfach
isotropen Raumes besitzen dieselbe konstante Windung, und diese
stimmt mit dem Reziprokwert der Fundamentalinvariante k. des
Biindels iiberein.

Fiir nicht-konoidale Regelflachen hat H. BRAUNER in ([4], S. 106)
eine Scherungsinvariante a eingefiihrt, fiir die nach ([9], S. 24) gilt

a=6;k¥ (2.9)

wobei k; die isotrope konische Kriimmung der Regelfliche bedeutet.
Ermittelt man ¢ fiir die Flichen &, , so stellt sich

a3 = kc(ko — kA) (kB — ko) = konst. (210)

ein. Hieraus folgt speziell fiir k, = 0 der

Satz 8: Das Produkt der drei Fundamentalinvarianten k . kgk eines
Komplexbiindels vom Typ 1 des einfach isotropen Raumes ist eine affine
Scherungsinvariante; sie stimmt mit (— a*) auf dem Gebiischachsenre-
gulus des Biindels iiberein.

Wir geben noch eine interessante geometrische Deutung des
Gewindeparameters k einer Gewindeachse g als Drall in einer geeigne-
ten Erzeugenden des Achsenregulus @,, die eine Veraligemeinerung
von Satz 6 liefert. Betrachtet man zu einer allgemeinen Gewindeachse
g den parallelen Durchmesser § von @, und bezeichnen S, S, die
Schnittpunkte von &, mit g, dann gilt nach ([15], S. 190)

kI’= —k kpke mit = MS,?= MS,?, (2.11)
wenn M den Biindelmittelpunkt bezeichnet. Andererseits gilt fiir jene

Erzeugende g auf @ fiir diein (2.5) d = 1ist: 6;(@g) = —
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Damit haben wir den in Abb. 1 veranschaulichten

Striktionslinie des
Achsenregulus &,

Abb. 1

Satz 9: Sei g eine Gewindeachse mit Parameter k eines Komplexbiin-
dels vom Typ 1 des J{ und | die Linge des zu g parallelen Halbmessers
des Gebiischachsenregulus ®,. Dann wird der Drall 6; =k in jenen
Erzeugenden von ®, angenommen, die vom Mittelpunkt M des Biindels
den Abstand | besitzen.

Die Abb. 1 zeigt den beschriebenen Sachverhalt in einem Grund-
riB. Die Schnittpunkte S, S, von g mit @, liefern den Radius / =

= MS, = MS, des Hilfskreises c,. Bezeichnet ¢, die Striktionsellipse
von @,, so sind die gemeinsamen Tangenten von ¢, und e, die
Grundrisse der gesuchten Erzeugenden . Im algebraischen Sinn gibt
es somit 4 Erzeugenden auf @, in denen der Drallwert k angenommen
wird.

Wir geben in diesem Zusammenhang noch eine interessante
metrisch-dquiaffine Deutung des Gewindeparameters k. Bezeichnet
G, = g 11, den ersten Spurpunkt einer Gewindeachse g, so findet man
seine Koordinaten zu

Gy [— %(kg — k)siny, %(kA — k) cosy, 0] 212

wihrend der Schnittpunkt S, des zu g parallelen Durchmessers £ die
Koordinaten
kykgkc

- (2.13)

S;(ocosy, gsiny,py) mit p = —

17 Monatshefte filr Mathematik, Bd. 101/3
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besitzt, wenn k der Gewindeparameter auf g ist. Bedeutet S, die
Normalprojektion von S, auf I7,, so werde das Dreieck {M, G,, S,} als
Zentraldreieck der Gewindeachse g bezeichnet; es ist isotrop-invariant
erkldrt. Fiir seinen Fldcheninhalt F, erhdlt man aus (2.12) und (2.13)
1

F;:ﬁkAkBkéX' (2.14)
Bezeichnet andererseits K, den Flicheninhalt des Achsenrechtecks der
Ellipse @, n I1;, das man Fundamentalrechteck nennen kénnte, dann
findet man aus (2.6a, b)

F} =k, kpki . (2.15)
Aus (2.14) und (2.15) flieBt nunmehr die Beziehung *
B
2 F

und damit der

Satz 10: Der Gewindeparameter k einer Gewindeachse g in einem
Komplexbiindel vom Typ 1 des J{ ist proportional zum Quotienten aus
dem Neigungswinkel von g gegen I1, zum Fldcheninhalt des zugehorigen
Zentraldreiecks.

3. Das ergiinzende lineare Komplexbiindel

Zu jeder linearen Komplexmannigfaltigkeit % des dreidimensiona-
len projektiven Raumes existiert bekanntlich eine ergdnzende lineare
Komplexmannigfaltigkeit, wobei Trager und Achsenmannigfaltigkeit
ihre Rollen tauschen. Wir wollen hier das erginzende Biindel & zum
Komplexbiindel 2 vom Typ 1 studieren. Wihrend der Gebiisch-
achsenregulus von 2 durch

g1i...:8s=cosy:siny:y:k cosy:kgsiny:kcy (3.1
. 2 kA 2 kB ) b . b . d G b.. h h
mit y° = —k—cos w—k~sm p gegeben 1st, besitzt der Gebuscnachs-
c c

enregulus von & ersichtlich die Darstellung

Z1t...18s=cosy:siny: — y: — k,cosy: — kgsiny:kcy . (3.2)

4 4 14Bt sich als zweifacher Flicheninhalt des Stiitzdreiecks von g zur Katheten-
linge 1 deuten.
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Betrachtet man in (3.2) die zu den Parameterwerten y = 0, » = 7/2
und y == gehdrigen Gebiische, so kann man nach geeigneter
Linearkombination dieser Gebiische das Biindel & durch die drei
Gewinde

Ki...—ps+kap =0, Ky...ps—kyp, =0

) (3.3a—c)
K3... —p6+ka3=0

aufspannen und gewinnen so als Normalform von &

(uk)p + (—vkpp, + Wko)ps —ups + vps —wps=0. (3.4)

Bezeichnet ﬂg” eine allgemeine Gewindeachse von Z und bedeuten
¢ = ¥ (G, g) bzw. § = ¥ (I}, 2), dann findet man nach ([13], S. 333)
fiir § die Koordinaten

8008
! B (3.5)
=cosy:—sing:y: — (k+ kycosg:(k + kg)sing: — ke y,

wobei

k= —kycos?p — kysin®$ — keq? (3.6)
den Gewindeparameter auf g abgibt. Die Fundamentalinvarianten
von & sind somit dgr Parameter k. = k(I§3) = — Ifc des volliso-
tropen Gewindes in & sowie die Parameter k, = k (K,) = — k, und
k= k(K,) = — k. Wir fassen zusammen und beweisen erginzend
den

Satz 11: Das ergiinzende Biindel & zu einem linearen Komplexbiin-
del @ vom Typ 1 des einfach isotropen Raumes mit den Fundamentalin-
varianten {k,,kg, k¢} besitzt die Fundamentalinvarianien {—k,,
— kg, — kc}. Zwei Achsen ge A und € A aus den Achsenkongruen-
zen A bzw. A der Biindel 9 bzw. & schneiden sich genau dann, wenn g
und § entweder entgegengesetzt gleichen Gewindeparameter besitzen
oder mit den Torsallinien des Pliicker-Konoids ¥ enigegengesetzt
gleiche Winkel einschlieflen. Die Achsenkongruenz & besteht aus den
ergdnzenden Reguli auf den Flichen @y,

Beweis: Wendet man auf (1.14) in [15] und (3.5) die Schnittbedin-
gung 2(g,2) = 0 an, so findet man
(k +K)cos(y —9) =0, (3.7)

d.h. es ist entweder k = — K oder y + § = a/2 bzw. y + § = 37/2;
diese Winkelbeziehungen besagen aber, dafl die Achsen g und g gegen

17*
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die Torsallinien ¢, und ¢, des Pliicker-Konoids ¥ in Satz 2 entgegenge-
setzt gleiche Winkel bilden. Bestimmt man jene Kongruenzflidchen &
in A, die aus Gewindeachsen £ zu konstantem Gewindeparameter
ky # — k,, — ky gebildet werden, so erhdlt man zundchst eine zu
(1.12) analoge Parameterdarstellung und bestimmt hieraus die alge-
braische Fldchengleichung

x2 y2 ZZ
— — = —— s =1, (3.8)
ke(ko+kp)  ke(ko+ky) (Ko + kyg) (ko + k)
die fiir £y = — komit (1.13) iibereinstimmt. Somit sind die Flidchen &,
und &g erginzende Reguli auf dem einschaligen Hyperboloid
(3.8). W.Z.Z. W.

Die letzte Aussage von Satz 11 ist ein gewisses Analogon zu einem
Satz von E. WAELScH (vgl. [25], S.796). Um die zweite Aussage von
Satz 11 etwas ndher zu analysieren, beachten wir zunéchst, dal sich
die Achsenkongruenz ./ durch Schnitt des vollisotropen Gewindes

Zo+kegs =0 (3.9)
mit dem quadratischen Komplex
ki— k&6 + 88— 585=0 (3.10)

erzeugen 1aBt. Der Komplex (3.10) entsteht als Menge der Erzeugen-
dennormalen eines Pliicker-Konoids ¥, das aus dem Pliicker-Konoid
¥ in Satz 2 durch Spiegelung an der Mittelebene /7, in vollisotroper
Richtung entsteht. Mit jedem Punkt P¢a < ¥ inzidieren im algebrai-
schen Sinn zwei Flachen @,, @, der Schar (1.13), wobei jede zwei
Reguli trigt, womit die mit P inzidenten Gewindeachsen §, §® | e o
bzw. §,5®|e A gefunden sind. Wihrend die gleich indizierten
Gewindeachsen nach Satz 11 zu entgegengesetzt gleichen Gewindepa-
rametern gehoren, bilden die ungleich indizierten Gewindeachsen aus
A und A entgegengesetzt gleiche Winkel mit den Torsallinien ¢, und
t, von ¥. Man bestétigt dies analytisch dadurch, dafl man die mit
einem Punkt P (xg, Vo, 2,) inzidenten Kongruenzstrahlen aus 4" bzw.
A durch die Winkel y und y bzw. ¢ und j festlegt. Dazu wertet man
zundchst die Inzidenzbedingungen

&= — 2082 &5 =28 — %8s
86 =Xo82— Yo&i
mittels (1.14) in [15] aus, wodurch drei Gleichungen entstehen, aus

(3.11a—<)
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denen k£ und y eliminiert werden kénnen. SchlieBlich stellt sich die
Gleichung
(kg — ky)sinypcosy +

(3.12)
+ ki(xocosw + yysiny) (xgsiny — yycosp) = z,.
C
ein und analog gewinnt man
kg — k,)singcosy +
(ks 4)Sing L4 (.13)

+ %-(xosinzﬁ + ¥4€08 p) (xgCOS P — yysiny) = z; .
C
Ist somit ¢ eine Losung von (3.13), dann ist auch y = 7/2 — ¢ eine
Losung von (3.12) und umgekehrt. Wird (3.12) in der Form

(xoyo — kczo) tan’y +

2 (3.14)
+ lkc(kp — k) + x§ — y§ltany — xopy — kezp =0

geschrieben, dann folgt nach Vieta, daB fiir die Losungen tan, tany,
von (3.14) gilt
XoYo + kezo

XS T Keh (3.15)
— XoYo + kczo

tany -tany, =
Hieraus folgt, daB genau fiir die Punkte P von 7, (z = 0) die beiden
durch P laufenden Gewindeachsen einander orthogonal schneiden; die
Kegelschnitte &, n 1, und &, n 11, sind somit konfokal. Genau die
Punkte in den isotropen Ebenen durch G und G* besitzen Gewinde-
achsen, welche die Torsallinien #, und ¢, von ¥ unter entgegengesetzt
gleichen Winkeln schneiden. Beachtet man noch die aus (3.11c¢)
und (1.14) in [15] flieBenden Gleichungen unter der Bedingung
v+ ¢ = 7/2, so folgt

kcy = Xosiny — yycosy

_ (3.16a,b)
key = Xgcosy — yysiny.
Wird y aus beiden Gleichungen eliminiert, so erhdlt man
. 1
1= O+ ) (3.17)
C

und damit eine interessante Deutung der Summe der Quadrate der
Neigungswinkel zugehdriger Achsen. Wir fassen zusammen im
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Satz 12: Die durch einen Punkt P ¢ a laufenden Kongruenzstrahlen
von A und A liegen auf einschaligen Hyperboloiden ®,, ®@,, deren
Striktionslinien ®, N I, und ®,N II, konfokale Kegelschnitte sind.
Diese Kongruenzstrahlen lassen sich paarweise so zuordnen, daf
entsprechende Strahlen mit den Torsallinien von W enigegengesetzt
gleiche Winkel einschlieffen. Die Wurzel aus der Summe der Quadrate
der Neigungswinkel zugeordneter Strahlen gegen II,, ist gleich dem
Quotienten aus dem Abstand des Punktes P von a und der Invarian-
ten k.
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