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Zur L*-Konvergenz linearer finiter Elemente
beim Dirichlet-Problem
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Summary. For piecewise linear Ritz approximation of second order elliptic
Dirichlet problems Au=f over domains QcR" global I* error bounds
O(h? |In h|*) are obtained under the assumption feI°(Q). The proof rests on
interpolation of H*(Q)-functions with second derivatives in the space of John
and Nirenberg by piecewise linear splines and a technique of Nitsche [7] using
weighted Sobolev norms.

1. Einleitung

Auf einem beschrinkten, offenen (konvexen) Gebiet Q2 des euklidischen Raumes
R" nz2, mit hinreichend glattem Rand ¢Q wird das elliptische Dirichlet-Problem
betrachtet

(D) Au:=—-0;{a;, dyuw)=f in Q, u=0 auf Q
unter den Vbraussetzungen
4 =0,;€C'*(Q),  fel(Q)

(A) . _
m'€|2§aik(x) él ék§M|6|23 ielea XEQ'

Wir verwenden hier die {ibliche Summationskonvention und die Bezeichnungen
0;+=0/0x;,i=1,...,n, fir die partiellen Ableitungen. /() und H™(Q), H{Q)
sind die bekannten (reellen) Lebesgueschen und Sobolewschen Funktionenrdume
mit den zugehorigen Normen [|-| ., und ||| z~. Ferner bezeichnet im folgenden
»C* stets eine positive generische Konstante, welche nur von den gegebenen Daten
und insbesondere nicht von dem Parameter h und der Losung u abhingt.

Die einfachste Methode der finiten Elemente zur Approximation der Losung
ue Hy(Q)~ H*(Q2) von (D) liefert Niherungen u,eS, als (eindeutige) Losungen

*  Diese Note wurde verfa3t mit der Unterstiitzung des Sonderforschungsbereiches 72 der DFG,
Bundesrepublik Deutschland
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der linearen Gleichungssysteme

(Dh) I aik(’)akuhaivhdx= j‘ fvhdx VUhESh.
O O

Dabei sind S, H3(Q) endlich dimensionale Teilrdiume stetiger Funktionen,
welche beziiglich einer Folge von ,Triangulationen® von Q,<=Q stiickweise
linear sind und auf dem Rand 9Q, verschwinden. Unter geeigneten Regularitéts-
voraussetzungen sind hierfiir eine Reihe von asymptotischen Fehlerabschitzungen
bekannt:

lu—wplizs +h W —uli=ch?| fll.  (Nitsche [6]), (1)
=ty S Coch* 1 fllm,  QFi={xeQ|dist(x, 2Q)>¢} )

(Natterer [5] fir A= —4 und n=2),
lu =yl S ch® (Il full o (3)
(Scott [9] fiir A= — A4+ | mit Neumann-Randbedingungen und n=2),

[t —tll 0 S Ch™ ull gy, (4)

(Nitsche [7] fiir finite Elemente der Ordnung m= 3).

Die L”-Abschitzung (2) ist nur lokaler Art und enthilt auch nicht die optimale
Konvergenzordnung., Dagegen impliziert (3) starke Einschrdankungen fiir f
dai.allg. aus fe () nicht ue W () folgt. In dieser Note beweisen wir daher
mit Hilfe einer Technik von Nitsche [ 7] die folgende Verfeinerung der Abschitzung
(2) fiir das allgemeine Problem (D) und beliebige Dimensionen n=2:

Satz. Es sei 6Qe C*+% feL*(Q) und die Voraussetzung (A) erfiillt. Ist dann die Zer-
legungsfolge (T,), .o von Q im unten prizisierten Sinne (T) regulir, so gilt fiir die
Losungen u von (D) und w,e S, von (D,) die asymptotische Fehlerabschiitzung

3

KA T

[ —upll o + B IR [V —t4y) | 2 ) SHP IR
mit v=3 fiir n=2 und v=% fiir nz3.

Der Beweis des Satzes wird zeigen, daB der Ubergang von der Voraussetzung
ueW?>(Q) zu fel(Q) lediglich einen zusitzlichen Faktor |lnh| erzeugt. Die
Abschitzung (3) 1aBt daher vermuten, da3 unser Resultat zumindest fiir n=2
nicht optimal ist. In der Tat kann in [4] mit einer anderen, leider auf n=2 be-
schriankten Technik die Fehlerordnung erzielt werden:

“”_UhHLw§Ch2”nh|2 IS e

Zur Definition der Rdume S, seien fiir 0< h < 1 Q, = Q eingeschriebene Polyeder
mit sdmtlichen Eckpunkten auf Q2 und 7T, ,Triangulationen” von £, in (ab-
geschlossene) n-dimensionale Simplexe TeT,

Q.= U T<Q, (5)

TeTy
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wobei je zwei Simplexe iiblicherweise nur Begrenzungsflichen gleicher Dimension
gemeinsam haben. Die zugehdrigen endlich dimensionalen Teilrdume S, = Hy(Q)
sind dann definiert durch

S, ={v,e C(Q)|v,=0 auf Q—Q,, v,=linear auf TeT,}. (6)
Es sollen die Regularitidtsbedingungen erfiillt sein
(T) i) dist(0€Q, 0Q,)<ch?

i) Jedes Element Te T, enthdlt eine n-Kugel mit Radius cyh und ist in einer
mit Radius c;h enthalten.

Fiir jede Funktion ve H5(Q)~ H*(Q) gilt dann die bekannte Approximations-
beziehung

willelgh”U_UhHHk(Qh)éc}lz_k||V2U“L2(9,,)7 k=0,1. (7)

Die Konvexitdt des Gebietes Q dient hier hauptsidchlich dazu, diese Eigenschaft
der Ridume S, zu garantieren. Alle anderen Resultate, insbesondere die Lemmas
1, 3 und 5 sowie der Beweis des Satzes bleiben sinngemafl auch fiir allgemeine
Gebiete richtig. Bei Verwendung von Elementen mit gekriimmten Randflichen
entlang des Randes 022 wie in [7] kann (7) unter den Voraussetzungen (T) mit
Q,=Q stets erfiillt werden (vgl. z.B. Zlamal [10]). In diesem Fall liefern die hier
benutzten Methoden analoge Sétze auch fiir finite Elemente hoherer Ordnung
mz=3.

2. Hilfssitze

Fiir den Beweis des Konvergenzsatzes werden einige Hilfsmittel bereitgestellt.
Da ein Gebiet Q mit Rand dQe C' sicher die Segmenteigenschaft besitzt,
erschlieBt man leicht mit Hilfe einer Technik von Agmon [1; Lemma 7.1ff]:

Lemma 1. Is: 0Qe C*,und gilt fiir die polygonalen Gebiete Q, = Q dist (8€2,, 6Q) S ch?,
so geniigt jede Funktion ue H\(Q) der Ungleichung
{ lvldx<ch*{ {lv|+|Vv|}dx.
Q- 2]
Von John und Nirenberg wurde der Raum E°() der Funktionen mit beschrinkter
mittlerer Oszillation eingefiihrt:
E°(Q):={ue [XQ)| lul po:=sup(r" [ |u@)—u,,[>dy)i<co}.

xe0 B(x,r)n 2
r>0

Hierbei bezeichnet B(x, r):={yeR"||x—y|<r} die n-Kugel um x mit dem MaB
|B(x, r)|=w,*" und

e =BONI Tt u(y)dy (8)

B{x,r)n

den zugehdrigen Mittelwert von u.
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Es ist

L EYQ)cIF(Q), pell, o). 9)
Das Beispiel u(x)=In|x| zeigt jedoch

E°(Q)L"(Q).
Der Raum E°(Q) wird mit der Norm versehen

I fz2cor =11 liga + i - lgo- (10)

Entsprechend bezeichnet H? °(Q) < H*(Q) den Teilraum aller Funktionen ve H?(()
mit verallgemeinerten zweiten Ableitungen V2 v:=|0;8,v|e E°(Q), versehen mit
der Norm

I 0o =i+ gz + 172+l o (11)
Die Sobolevschen Einbettungssitze ergeben dann
H*°(Q)= CY(Q). (12)

Wir verschiirfen nun eine Abschiitzung von Piccinini [8] der Mittelwerte
r"* 2 | |ul*dy fur den Grenzfall 1=0:

B(x,r)

Lemma 2. Fiir ue E%(Q) gilt

sup {r~"|inr|=> | |ulPdy}=clulizo.
xef2 B(x,r)n 2
¥>0

Beweis. Zunichst erhalten wir fiir beliebiges xe und Radien 0<p<r
|y, p—thy o [* S € (g, —u (W) +uly) g, 2}
und nach Integration iber yeB(x, p)< B(x,r)
c(p"+1)/p" ullo- (+)

Mit d:=diam(€) und einem ueIN mit der Eigenschaft de=**V<r<de " bzw.
p=Zc(Inr|+1) gilt ferner

qu,rl élux,r—ux,de‘“l + ]ux,de‘”—ux,dl + |ux,d|'

Wir schiitzen die drei Summanden mit Hilfe von (4) ab

u—1

‘ux,d—ux,de‘ﬂ|§ Z lux,de‘*—ux,de—(i+l)l
i=0

~1 e"""d"%—e*(i“’"d" 3

m
éci R RS TR l[u]l go

=0
<c(llnr|+ 1) [lullg

ux,r_ux,de‘!‘-|+|ux,d|§c(“u”E0+ ”u“Lz)
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Die Behauptung ergibt sich dann aus der Abschdtzung

[ uPdysce | |u—u,,*dy+iB(x,1)llu,,/%. QE.D.

B(x,)n2 B(x,r)n 2
Damit 148t sich der Approximationssatz beweisen:

Lemma 3. Ist der Rand 6Qe C* und die Bedingung (T) erfiillt, so gilt fiir jede Funk-
tion ue H} ()~ H*°(Q)

inf {||u “h|[L°°(Q;,)+h“V(“ Uh)“Loo(Qh) <Ch2|1nh|”“”H20

upes,

Beweis. Da H>°(Q)< CY(Q) ist, kann die (eindeutig bestimmte) Interpolierende
LueS, von u gebildet werden:

Lu(x)=u(x) fiir alle Eckpunkte x der TeT,.

Es sei nun TeT, beliebig vorgegeben. Aufgrund der Eigenschaft (Tii) existiert
dann sicher zu jedem xe T ein sphérischer n-Kegel K < T'mit Spitze in x, Radius
ch und Offnung ¢> 0. Damit folgt durch Ubergang zu Polarkoordinaten

I(u—Ihu)(X)léch'"I{ Iu—lhuldy+c}[ [x—y|" " IP@—TLu)dy
Sch™"2 u—Lulgay+ch [V — L) Lo (+)
und ferner wegen der Konstanz von V,u Gber T
|V(u—I,,u)(x)]__<_ch‘”/2||l7(u—-Ihu)HLz(T)+c|Vu(x)—IKl‘li(f Vudy|. (++)
Die ersten beiden Summanden rechts werden mit Hilfe von (7) und Lemma 2

abgeschiitzt

[ — L) p2ery +h V(U — 1, “)HLZ(T}§0h2 f l72“||L2(T)
gch2+n/2(h~n j‘ szulzdy)%

B(x, k)
Zch* "2 |Inh||ullg2.o.
Fiir den zweiten Summanden in (4 +) gilt

[Pu(x)— K|~ [ Pudy|Sch=" [ |Pu(x)—Vu(y)|dy
X K

Schi( [ Ix—yl'="PPuldy)
B(x,h)n 2

Wir definieren B;:=B(x, h/i)n Q, ieN, und erhalten

ool h 1—-n
| fx—yl“”leuIZdyécl_;(m) [ Puldy

B(x,h)n 2 B;—Bi+,

sc Z{(Hl)lﬁn— (_’:)1"} (%)n(ii)‘nlileulzdy +chh-nBj"1||72u|2 dy
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sowie mit Lemma 2

© [Inhif?
<o (304 nhl®) huleo sehlin e

iT1

Diesin (+ +) und (+) eingesetzt ergibt dann mit u,: = I, u die Behauptung. Q.E.D.
Die Bedeutung dieses Resultates fiir das Problem (D) macht der folgende
Regularititssatz von Campanato [3] klar:

Lemma 4. Ist 3Qe C*** und feE°(Q), so gilt fiir die schwache Losung ue Hy(Q)
der Randwertaufgabe (D) ue H* °(Q) und

lulgzoScl fllgz.o.

Die im folgenden verwendete Technik der gewichteten Sobolewnormen stammt
in diesem Zusammenhang von Natterer [5] und Nitsche [7]. Fiir ein beliebiges
(aber fest gewi#hlies) x,eQ definieren wir mit einem noch geeignet zu wahlenden
p:=p(h)=h die Gewichtsfunktion

o (9 =(x—xol +p?*
und die zugehorigen [*-Normen

ll'll(u)==(!§2 o'|-|7dx)%,  pel. (13)

Offenbar gilt dann
Vol<c, |PPal<cp . (14)

Die Approximationseigenschaft (7) der Rdume S, in H*(Q) 148t sich fiir hin-
reichend grofes p(h)=ch auch auf die gewichteten Réume iibertragen (s. [7]):

UilelthV(v—vh)HEméchIIVZDHE,U (15)

mit den modifizierten Normen

Il =Y [o*-*dx)* (16)
TeT, T
Wir definieren fiir u, ve Hy(Q) die Sesquilinearform
a(u, v):= | a, O, ud;vdx. (17
0

Lemma 5. Fiir ve HY(Q)n H*(Q) gilt mit v=3% fiir n=2 und v=3 fiir n=3

(ol ayt+ l VU“(n—2)+ “VZU”(n)éCP_l [Inh|” HAU|I(n+2)'

Beweis. Wir erhalten mit der iiblichen I?*-a-priori-Abschitzung fiir
" ve HY(Q) n HH)
1720l = c (V6™ )| L2+ 1P0ll 2+ 100 )
Zc(lAvil+ 1 VU“(LJ)‘*‘ ol 2))- (+)
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g

Die beiden Terme niederer Ordnung werden abgeschitzt durch
1VollGe- = c(lalw, 6" 20)|+ [ Vol [0][Ve"~ 2| dx)
Zclivllp ayUlAvlm+11Volin- 2) (++)
sowie mit der Greenschen Funktion g(-, -) der Randwertaufgabe (D)
101G =F 0" * ()] Av(y) g(x, y)dy|* dx
<[ 2MAvI? [ " *(x) [ o= %) g(x, ) dy g(x, y)dx dy.

Die Greensche Funktion g ist nicht negativ und 148t sich global abschétzen
durch die Greensche Funktion des Operators — 4 iiber dem R”"

g(x,y)§6{|lx+_llynli:y“’ :;2

Mit Hilfe von — 462 "=n(n—2)p2c—""2
—Ano~)=2(n—2)|y—xo/>+2np*oc-*

erschiieft man daher leicht

lnpl, n

—n-2 ~2 =
J.O- g(x’ y)dyé(:p {O_Zn(x)’ ng

sowie
fo2g(x, y)dy§6{
Wir erhalten

npl,, n=2
3

[Inpl,  nz

”U||(n*4)§cﬂ“1 Al | Avl gy 2.
Dies in (+ +) und (+) eingesetzt ergibt mit 6~ 2<cp~? die Behauptung. Q.E.D.
3. Beweis des Satzes
Fiir einen beliebigen, aber fest gewihlten, Punkt ze Te T, gilt

u—u)@ISch " [ lu—wldx+ch||V(u —ty)|| Lo 7y
T

sowie aufgrund der Linearitét von I, u—u, iiber T

IV (u—up)| ooy Sc [V (u—1, | po oy + € h“nj [V (u—uy)| dx.

T
Mit der Gewichtsfunktion o:=(|x —z[*+ p?)?, p(h)=h, folgt daher
o n/2
=l Scp (£ lu—tlia b IV@—)l e,

n/2
7=l ey S V=T @ sen ¢ (2] 17G=ul;
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Die beiden gewichteten Terme werden nun mit einer Technik von Nitsche [7]
abgeschitzt. Wir definieren die Sesquilinearformen

a"(v, w)r= {ay v d;wdx
Qy

und erhalten fiir beliebiges v,eS,

IV (=l Sclatu—u, o "w—u)+c [IV@—u) lu—ufo™" "dx
Qp

<cld(u—u,, o "(u—w)—vy|+c | ...dx
@n

< V=)o {170 " @)= vl + =usl_, 2}

Die Approximationseigenschaft (15) ergibt bei Infimumbildung

V(0" =)~ vy S 1 1726 — )i

<chp  {IP—uw)l_n+ lu=ttli_o_p}+chIV2ul_,

Bei geeigneter Wahl von p(h) = ¢ h folgt daher

IVl Sc =l tch [Pl . (+)
Mit der Losung der Randwertaufgabe
 Av=0¢"""(u—-u) in Q, v=0 auf 0Q
gilt weiter fiir beliebiges v, S,

HU“uh“(z.-nWZ):a(“‘uhs v)=a(u—u, v—uy)

SclVu—u)lin | V(v—vh)\lénﬁg § Vul{Fol dx.

[N

Anwendung von (15) und Lemma 5 ergibt
h
IVv— Dh)“fn)§f3h l VzUl|(n)§C*p‘ {In h| “”_”h”(w -2y
Aus (12) und Lemma 1 folgt ferner

§ WulVoldx<ch? [ (Vol+ V2 o)) dx ull ga.o
)

Q-0
und wieder Uiber Lemma 5
Sch?|lnh[F+ P*1 lu—uull( w2 [ 2.0

Wir erhalten damit
h L
e —vpll (e 2)§C7)“ bl [V —u)l(_y+ch* Inhl o=  fullgeo.  (++)

Durch Kombination von (+ +) und (+) folgt dann bei geeigneter Wahl von
p(hzch|lnhl’

lu=tplii_ oy H IV @)y Sch [V ull_p+h[Inhl* fu]m.o.
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Mit Hilfe einer Kreisringtechnik, dhnlich der im Beweis von Lemma 3 ange-
wendeten, erschlieBt man leicht

172 ull—n<eclinhl? ull gz.o.

Dies alles oben eingesetzt ergibt schlieBlich unter Beriicksichtigung von Lemma 4

1V (=)l oy S ch [ AP™255 | ] o

=ty | oy S ch? [In P2 D*2 | f . Q.ED.
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