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Summary. For piecewise linear Ritz approximation of second order elliptic 
Dirichlet problems A u = f  over domains [2clR n global L | error bounds 
O(h 2 Iln hi v) are obtained under the assumption feU~ The proof rests on 
interpolation of H2(f2)-functions with second derivatives in the space of John 
and Nirenberg by piecewise linear splines and a technique of Nitsche [7] using 
weighted Sobolev norms. 

1. Einleitung 

Auf einem beschr~inkten, offenen (konvexen) Gebiet f2 des euklidischen Raumes 
IR n, n >__ 2, mit hinreichend glattem Rand ~f2 wird das elliptische Dirichlet-Problem 
betrachtet 

(D) Au'=--C~i(alk~kU)=f in f2, u = 0  auf0f2 

unter den Voraussetzungen 

aik=akiECt+~(~), fEL~(f2) 
(A) 

m [r r f f < M  I~12, CelR 2, xef~. 

Wir verwenden hier die iibliche Summationskonvention und die Bezeichnungen 
cgi,=~/~xi,i=l, ...,n, fiir die partiellen Ableitungen. LP(f2) und Hm(f2), Hg'(f2) 
sind die bekannten (reellen) Lebesgueschen und Sobolewschen Funktionenrgume 
mit den zngeh6rigen Normen [[" [fcp und l[" [[n~- Ferner bezeichnet im folgenden 

,,c" stets eine positive generische Konstante, welche nur von den gegebenen Daten 
und insbesondere nicht yon dem Parameter h und der L6sung u abh~ingt. 

Die einfachste Methode der finiten Elemente zur Approximation der L/Ssung 
ueH~(fd)c~H2(f2) von (D) liefert N~iherungen UheS h als (eindeutige) L6sungen 

* Diese Note wurde verfaBt mit der Unterstiitzung des Sonderforschungsbereiches 72 der DFG, 
Bundesrepublik Deutschland 
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der linearen Gleichungssysteme 

(Dh) ~ a~k(')OkUh#ivhdx= S fvhdx VvheSh. 
f~h ~h 

Dabei sind ShCHlo((2) endlich dimensionale Teilr~iume stetiger Funktionen, 
welche beztiglich einer Folge von ,,Triangulationen" yon f2hcf2 stiickweise 
linear sind und auf dem Rand 0 f2 h verschwinden. Unter geeigneten Regularit~its- 
voraussetzungen sind hierfiir eine Reihe von asymptotischen Fehlerabschiitzungen 
bekannt: 

[[U--Uh[IL~+h[y(U--Uh)llL2<chalLf[bL2 (Nitsche [6]), (1) 

llu--uallL~(~o~<co~h2-~LIfLIL~, Q~ = {x el2 [ dist (x, ~f2) > e} (2) 

(Natterer [5] fiir A = - A  und n = 2), 

Ilu--uhllL~<Ch2llnh] IlUllw2,~ (3) 

(Scott [9] ftir A = - A + 1 mit Neumann-Randbedingungen und n = 2), 

ILu-uhHg~ <chmHullwm,~ (4) 

(Nitsche [7] fiir finite Elemente der Ordnung m> 3). 

Die L~-Absch~itzung (2) ist nur lokaler Art und enth~lt auch nicht die optimale 
Konvergenzordnung. Dagegen impliziert (3) starke Einschr~inkungen fiir f, 
da i. allg. aus feL*(~) nicht u c W 2' ~(~2) folgt. In dieser Note beweisen wir daher 
mit Hilfe einer Technik yon Nitsche [7] die folgende Verfeinerung der Absch~itzung 
(2) fiir das allgemeine Problem (D) und beliebige Dimensionen n > 2: 

Satz. Es sei ~f2c C 2+~, f ~L~(g2) und die Voraussetzung (A) erfiillt. Ist dann die Zer- 
legungsfolge (Th)h> o yon f2 im umen priizisierten Sinne (T) reguli~r, so gilt fiir die 
L6sungen u yon (D) und Uh~S h yon (Dh) die asymptotische Fehlerabschi~tzung 

]lu--ual[L~(.e~)+h Ilnhl ~ IIV(U--Uh)IIL*(f~h)~ h2 Ilnhl ~(~+0+ 23 II f IIL~(a) 

mit v=~ fiir n = 2  und v=�89 fiir n> 3. 

Der Beweis des Satzes wird zeigen, dab der Ubergang yon der Voraussetzung 
ueW2'~ zu feLl( f2)  lediglich einen zus~itzlichen Faktor ]lnhl erzeugt. Die 
Absch/itzung (3) l~igt daher vermuten, dab unser Resultat zumindest ftir n = 2  
nicht optimal ist. In der Tat kann in [4] mit einer anderen, leider auf n = 2 be- 
schr~inkten Technik die Fehlerordnung erzielt werden: 

tlU--UhllL~ <Chellnhl 2 IIfNL~. 

Zur Definition der R~iume Sh seien fiir 0 < h < 1 O h c f2 eingeschriebene Polyeder 
mit siimtlichen Eckpunkten auf 0f2 und Ta ,,Triangulationen" yon Oh in (ab- 
geschlossene) n-dimensionale Simplexe Te Th 

~ =  U T ~ ,  (5) 
Te Th 
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wobei je zwei Simplexe iiblicherweise nur Begrenzungsfl~ichen gleicher Dimension 
gemeinsam haben. Die zugeh6rigen endlich dimensionalen Teilr~iume Sh ~ H~(~2) 
sind dann definiert durch 

Sh: = {Vh ~ C(~)] v h =- 0 auf f2 - Oh, Vh =-- linear auf Te Th}. (6) 

Es sollen die Regularit~itsbedingungen erfiillt sein 

(T) i) dist(~?O, &2h)<Ch 2 

ii) Jedes Element T~ T h enthiilt eine n-Kugel mit Radius co h und ist in einer 
mit Radius elh enthalten. 

Ftir jede Funktion v e H ~ ( O ) ~  H2(f2) gilt dann die bekannte Approximations- 
beziehung 

inf ]lU--Vhl]Hk(12h)~ch2-kN~721)llL2(Oh) , k=0,1. (7) 
UhESh 

Die Konvexit/it des Gebietes f2 dient hier haupts~ichlich dazu, diese Eigenschaft 
der R~iume S h zu garantieren. Alle anderen Resultate, insbesondere die Lemmas 
1, 3 und 5 sowie der Beweis des Satzes bleiben sinngem~iB auch fiir allgemeine 
Gebiete richtig. Bei Verwendung yon Elementen mit gekrtimmten Randfliichen 
entlang des Randes ~?f2 wie in [7] kann (7) unter den Voraussetzungen (T) mit 
Oh = ~  stets erfiillt werden (vgl. z.B. Zlamal [10]). In diesem Fall liefern die hier 
benutzten Methoden analoge S~itze auch f'tir finite Elemente h6herer Ordnung 
m_>3. 

2. Hilfssiitze 

Ftir den Beweis des Konvergenzsatzes werden einige Hilfsmittel bereitgestellt. 
Da ein Gebiet O m i t  Rand 0 ~ C  a sicher die Segmenteigenschaft besitzt, 

erschlieBt man leicht mit Hilfe einer Technik yon Agmon [1; Lemma 7.1f f l :  

Lemma 1. I st Of 2 ~ C 1, und gilt fiir die pol ygonalen Geb iete ~?h ~ 0 dist (0~2h, ~2) < c h 2, 
so geniigt jede Funktion u eHl(f2) der Ungleichung 

[v ldx<eh2  ~ {fv[+iVvJ}dx. 

Von John und Nirenberg wurde der Raum E~ der Funktionen mit beschr~inkter 
mittlerer Oszillation eingeftihrt: 

e~ = {usL=(a)l HulrEo." = sup (r-n I [u(y)-ux,  r l2dy)~<~ �9 
xes B(x,r)c~.Q 
r),O 

Hierbei bezeichnet B(x, r):= {yElR"] [ x - y l  <r} die n-Kugel um x Init dem MaB 
]B(x, r)] = co n r ~ und 

ux, r: = IB(x, r)l 1 S u(y)dy (8) 
B(x, r) c~ (~ 

den zugeh6rigen Mittelwert yon u. 
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Es ist 

L~176176 p e l t ,  oo). (9) 

Das Beispiel u(x)=ln[x] zeigt jedoch 

E~ :# L ~ (f2). 

Der Raum E~ wird mit der Norm versehen 

11" IIL~ . . . .  I1" IlL2 + I1 " I1~o (10) 

Entsprechend bezeichnet H 2' ~ c Hi(O) den Teilraum aller Funktionen v e He(f2) 
mit verallgemeinerten zweiten Ableitungen V 2 v: = 10i0k vie E~ versehen mit 
der Norm 

II" I1,~,o == I1" 11,~2 + II v~'tl~o. (11) 

Die Sobolevschen Einbettungssatze ergeben dann 

H a, ~ c Cl(f]). (12) 

Wir versch~irfen nun eine Absch~itzung yon Piccinini [8] der Mittelwerte 
r -~+~ ~ ]u[2dyfiir den Grenzfall 2=0:  

B(x, r) 

Lemma 2. Ffir uEE~ gilt 

sup {r-"llnr1-2 j" lul2dy}<cllull2~,o, 
xe f2 B(x, r) c~ f~ 
r>0  

Beweis. Zungchst erhalten wir fiir beliebiges x e f2 und Radien 0 < p < r 

[ux, o-ux, rl 2 < c {lux, o -  u(Y)[ 2 + lu(y)-  ux, rl 2} 

und nach Integration fiber yeB(x,  p) c B(x, r) 

< c(p" + r")/p" llul[~o. (+) 

Mit d:=diam(f2) und einem # e N  mit der Eigenschaft de-(u+l)<-r<-de-U bzw. 
/L<c(llnr[ + 1) gilt ferner 

lUx, r] ~ lUx, r - -  blx, de- ~. I -t-]Hx, de- • -  Hx, d] -[- ]Ux, d[ . 

Wit schatzen die drei Summanden mit Hilfe yon (+)  ab 

# 1 

lUx, d--Ux,  de-t*l<~ Z [Ux, d e - i - - Ux ,  de-('+l)[ 
i -O 

u -  t l e - i .  d .  + e-Ci + t)n dnl~ 

i=0  

< c(llnr[ + 1)IlUllEO 

lux,~-ux, de-.I + l u j  __-< c(NullEo + Ilulle2). 
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Die Behauptung ergibt sich dann aus der Absch~itzung 

f lutZdy<=c ~ [u-u~,~lZdy+tB(x,r)llu~,,] 2. Q.E.D. 
B(x, r) c~ 0 B(x, r) r~ F2 

Damit 1513t sich der Approximationssatz beweisen: 

Lemma 3. Ist der Rand OY2E C 2 und die Bedingung (T) erfiiIlt, so gilt f~r  jede Funk- 
tion uaH~((2) c~ H 2' ~ 

inf { Ilu - UhI[L~(.Qh) -~ h U V(u-  uh) HL=(a~)} _--< ch 2 Ilnhl IJullr~,o. 
UhSSh 

Beweis. Da H2'~ C1(~) ist, kann die (eindeutig bestimmte) Interpolierende 
I h u e S h yon u gebildet werden: 

I h u (x) = u (x) ffir alle Eckpunkte x der Te Th. 

Es sei nun TeTh beliebig vorgegeben. Aufgrund der Eigenschaft (Tii) existiert 
dann sicher zu jedem xe  T ein sphiirischer n-Kegel K ~  T mit Spitze in x, Radius 
ch und 0ffnung c > 0. Damit folgt durch Obergang zu Polarkoordinaten 

[(U--lhU)(X)l<ch-"~ lu-- l hu ldy+c  S I x -  y l ' - " lg (u - Ihu)[dy  
K K 

< c h -"/2 [[U -- Ih UJIL~(T) + C h [IV(N-- Ih U)HL~(T) (+)  

und ferner wegen der Konstanz yon V/h u tiber T 

IV(U--IhU)(X)]<ch-"/211V(U--IhU)I[L~(T)+C[Vu(x)--IK[-' ~ Vudyl. (+ +) 
K 

Die ersten beiden Summanden rechts werden mit Hilfe von (7) und Lemma 2 
abgesch~itzt 

I/u - lh UIJL~(T) + h II V(u - I h U)IIL~(T) < ch 2 II V2UlIL~(T) 
<=chZ+n/2(h-n ~ Ig2uJZdy) �89 

B(x, h) 

< c h2 +"/211nhl Ilull/~,o. 

Ftir den zweiten Summanden in (+  +)  gilt 

I V u ( x ) - I K l - '  ~ Vudy]<ch-"  ~ FVu(x)-Vu(y) ldy 
K K 

<=ch~( (. Ix-y l~-" lV2ul2dy)a 
B(x,h)c~Y2 

Wir definieren Bi: =B(x ,  h/ i )n  O, i e N ,  und erhalten 

I lx-Yl  ~  7471 B,!,+liv2"12dY 
B(x,h)t~.Q i = 1  

_ < c ~ l  - | - ( h i  ~ lV2u l2dy+chh_ ,~ lVZu l2d  v 
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sowie mit Lemma 2 

< c  i= i ~  ~-'}-]lnh]2 hllul122,o<chllnh[ZlluIlg2,o. 

Dies in (+  +)und(+)eingesetz tergibtdannmituh' .=IhudieBehauptung.  Q.E.D. 
Die Bedeutung dieses Resultates ftir das Problem (D) macht der folgende 

Regularit~itssatz yon Campanato 1-3] klar: 

Lemma 4. Ist Of2eC 2+~ und f eE~ so gilt fiir die schwache Lfsung usH~(f2) 
der Randwertaufgabe (D) u e H 2' ~ und 

Ilull~2,o < c ll f llL2,o. 

Die im folgenden verwendete Technik der gewichteten Sobolewnormen stammt 
in diesem Zusammenhang yon Natterer [5] und Nitsche [7]. Ftir ein beliebiges 
(aber fest gew~ihltes) Xoef2 definieren wir mit einem noch geeignet zu w~ihlenden 
p.. = p (h) > h die Gewichtsfunktion 

2 2�89 ~r(x),=(IX-Xol +p ) 

und die zugeh/Srigen L2-Normen 

II �9 11~.).. = (~ a~ [. 12 dx)~ , ~E2~. (13) 

Offenbar gilt dann 

[ [70"[ ~ C, I[72~y[~C,O - 1  . (14) 

Die Approximationseigenschaft (7) der Rgume Sh in H2((2) l~iBt sich fiir hin- 
reichend groBes p(h)> ch auch auf die gewichteten R~iume iibertragen (s. [7]): 

inf ][V(v- Vh)[li~) < ch [bVZv][il~) (15) 
1Jh ~ Sh  

mit den modifizierten Normen 

I1" IIi,)'-=( E ~ a"l'12dx) ~ (16) 
T s T h  T 

Wit definieren fiir u, v~H~(f2) die Sesquilinearform 

a(u, v):= S aikOku~ivdx. (17) 
f2 

Lemma 5. Ffir veH~(f2) c~ H2(Q) gilt mit v =3 fiir n = 2  und v =�89 fiir n> 3 

IIv11r II vvllr 2)+ II VZvll(.)< cp -x Ilnhl ~ IlAvll(.+ 2) - 

Beweis. Wit erhalten mit der iiblichen L2-a-priori-Absch~itzung fiir 

a "/2 veH~(~) c~ H2(Q) 

I l g a v l l ( n ) < c ( l l V 2 ( f f n / 2 v ) l l L z + l l l 7 v l l ( .  2)+llvllr 4)) 

<c(llAvll<,)+llt7vllr 2)+llvllr J .  (+)  
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Die beiden Terme niederer Ordnung werden abgeschMzt durch 

[I Vvll~o_ 2)_-<c(la(v, ~ . 2  v)l +~ IVvllvllfa ~ 2[ dx) 

<clIvft(, 4)(l[avll(,)+ llVvll(,_2)) (+  +)  

sowie mit der Greenschen Funktion g(-, -) der Randwertaufgabe (D) 

II vii ~_ 4)=f  ~"- ~(~) I I A ~(y) g(x, y)dy[Edx 

< I a"+ 2(y)[A v (y) 12 f a"-4(x) f o- . . . .  2(y,) g(x, y')dy' g(x, y)dx dy. 

Die Greensche Funktion g ist nicht negativ und l~il3t sich global absch~itzen 
durch die Greensche Funktion des Operators - A  tiber dem IR" 

�9 [ l+[ ln l x - y l l ,  n = 2  
g(x'yk<=c].lx-yl2-", n>3. 

Mit Hilfe von - A a 2  . = n (n  - 2 )  p 2 a -  " -  2 

- A(ln t~- 2)=(2(n-  2)[y-  xo]2 + 2n p2)a --4 

erschlieBt man daher leicht 

~[lnpl, n = 2  
a - " -Zg(x '  y ) d y < c p - 2  [a z "(x), n>3 

sowie 

n>3 .  
Wir erhalten 

[Iv[[(._4)<=cP --1 [lnh[ ~ IlAvH(.+ 2). 

Dies in (+  +) und (+)  eingesetzt ergibt mit a - 2 N  cp-2 die Behauptung. Q.E.D. 

3 .  B e w e i s  d e s  S a t z e s  

Fiir einen beliebigen, aber lest gew~ihlten, Punkt z e Te Th gilt 

I(u-uh)(z)l<c h hi. lu--uhl dx +c h II V(u--u~)llL~r 
T 

sowie aufgrund der Linearit/it von Is u-Uh tiber T 

l[ V(U--Uh)llL=(r) <=C [1V(U--Ih u)rlL~(T) + C h-" ~ IV(U--Uh)] dx. 
T 

Mit der Gewichtsfunktion o-: =(Ix - z[ 2 + p2)~, p(h) >__ h, folgt daher 

(S Ilu-udlL~r~<cP Ifu--uhfli_. 2~+ch JIV(u--uh)llL~r~, 

IIr7(U--U,)IIL~(T)<C IIV(U--IhU)IIL~(r)+C II V(U--Uh)II~ :.~. 
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Die beiden gewichteten Terme werden nun mit einer Technik yon Nitsche [7] 
abgesch~itzt. Wir definieren die Sesquilinearformen 

ah(v, W):= ~ a~k CgkV ~?iw d x  
~h 

und erhalten far beliebiges Vh E Sh 

II lT(u-uh)lli2-.~ < c  la"(U--Uh, ~ "(U--Uh))l + C j" IV(u --uh)l lU--Uhl a . . . .  1 dx  
f2a 

< c  l a a ( u - u a ,  o---"(u - u h ) -  va)l + c  ~ ... dx  
~h 

__<c II V(U--Uh)ll'~_.)(ll V(o- "(u--uh)-  vh)ll~.}+ Ilu--uhBIi__. 2)}. 
Die Approximationseigenschaft (15) ergibt bei Infimumbildung 

II V (a "(u - uh) - Vh)]ll.) < C h II V 2 ( (y -n (u  --  blh))ll ln) 

< c h  p--t  (ll V(U--Uh)lll _.) + IlU-Uhlll . . . .  2~) + c h  LI V2 ull(__.) 

Bei geeigneter Wahl yon p (h)> c h folgt daher 

II V (U -- Uh) L[ i -- .) <--_ c IL u - uh ll l .__ 2) + c h [I V2 ukl(__.). (+ )  

Mit der L/Ssung der Randwertaufgabe 

A v = a  . . . .  2(U--Uh) in ~2, v=O auf  ~(~ 

gilt weiter fiir beliebiges Vh ~ Sh 

Ilu--uh[l{__. 2)=a(U--Uh, v)=a(U--Uh,  V--Vh) 

<C IIV(U--Uh)III -.3 [IV(V--Vh)[I~.)+ ~ IVul IVvI dx .  
.Q Dh 

Anwendung yon (15) und Lemma 5 ergibt 

It VKv-  Va)lll.) <=ch II Vz vlll.)-<_c;- [ln hi v IlU--Uhll( ._ 2). 

Aus (1 2) und Lemma 1 folgt ferner 

[. IVul IVvldx<=ch2 ff ( I V v [ + l V 2 v l ) d x  Ilull~,o 

und wieder tiber Lemma 5 

~ c h 2 Ilnh[ ~+v p -  ~ Ilu-uhll(  - .  ~ 2) [lull~ .... 

Wir erhalten damit 

Ilu--uhH( . . . .  2) < c h  i lnhl  ~ IIV(U--Uh)lll .) + c h  2 [lnhl~+~P -1 llullr~,o. (+ + )  

Durch Kombination yon (+ +) und (+)  folgt dann bei geeigneter Wahl von 
p (h )>  c h Iln hi ~ 

I lu-uhll~_.  23+ II V (U--Uh)I[~--.) < c h II V2 ull( .) + h Iln hi ~ Hu[l~:,o. 
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Mit Hilfe einer Kreisringtechnik, ~ihnlich der im Beweis von Lemma 3 ange- 
wendeten, erschliel3t man leicht 

[I v 2 uJl(-n) < c  [ln h[ ~ I[ullu2,o. 
Dies alles oben eingesetzt ergibt schlieBlich unter Berticksichtigung von Lemma 4 

[[ V(u--uh)llL~(r)<--_ ch [ln hi vn/2+~ [[ f I[L= 

][U--Uhl[L~(r) <ch2 [lnh] ~(n/2+ 1)+~ I[fl[L=. Q.E.D. 
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