Zur Topologie der Abbildungen dreidimensionaler
Mannigfaltigkeiten

Von

Joset Weier, Fulda
{ Eingegangen am 3. September 1957 )

Sind P, @ geschlossene Euklidische Mannigfaltigkeiten, P dreidimen-
sional, @ zweidimensional, a ein Punkt aus @ und F eine Homotopie-
klasse stetiger Abbildungen von P in @, so liegt in F eine Abbildung f
derart, daB die Menge ~%(a) aus endlich vielen paarweis zueinander
fremden doppelpunktfreien geschlossenen Streckenziigen besteht. Seien
K eine simpliziale Zerlegung von {~(a), ferner 4,, 4,, .. . die 1-Simplexe
von K und «; die unten erklirte Vielfachheit modulo 2 von 4, bei (f, a).

Wenn P und @ orientierbar sind, so sei z; eine Orientierung von
A,; und g; die unten definierte Multiplizitdt von z, bei (f, a). Setat man

x,=2a;4; und z; = 2B, x,,

so ist @, ein Zyklus modulo 2 und #, ein ganzzahliger Zyklus. Und es gilt:
Ist F eine unwesentliche Homotopieklasse, liegt also in F eine Ab-
bildung f mit f'(P) = @, so ist

z, ~ 0 modulo 2

in bezug auf die Mannigfaltigkeit P. Sind P, @ orientierbar und F
unwesentlich, so ist ©; ~ 0 in bezug auf P und den Bereich der ganzen
Zablen.

Weiter seien S eine 3-Sphére, T eine 2-Sphére, ¢ ein Punkt aus
T, @ eine Homotopieklasse stetiger Abbildungen von S in 7 und ¢
eine bestimmte Abbildung aus @. Die Menge () bestehe aus endlich
vielen paarweis zueinander fremden doppelpunktfreien geschlossenen
Streckenziigen By, B,, ... Fiir alle 4 seien B ein offenes 2-Simplex und
b} eine Orientierung von B;. Bezeichne o; eine stetige Abbildung von
B! in 8, so daB o;| B} — B! eineindeutig und

Ui(ﬁf — B}) = B,
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Es wird also in jedes B; das stetige Bild eines 2-Simplexes eingespannt.
SchlieBlich seien b; die von oy(b) in B; induzierte Orientierung und
t eine Orientierung von 7. Hierauf gilt:

Es bezeichne ; den Brouwerschen Grad der Abbildung ¢ o, : b; —t und
&; die Multiplizitit von b, ber (¢, g). Ist dann

27}'561‘:01

so stellt @ eine unwesentliche Abbildungsklasse dar.

Sind F,, F, zwei Homotopieklassen stetiger Abbildungen von P in @,
so liegt in ¥, eine Abbildung f, und in F, eine Abbildung f, derart,
daB die Menge aller Punkte p aus P mit f,(p) = f,(p) ein endliches
Polyeder C einer Dimension << 1 ist. Seien L eine simpliziale Zerlegung
von C und 4, ¥y, ... die mit einer Orientierung versehenen 1-Simplexe
aus L. Dann gilt:

Wenn P, Q orientierbar und ¢, die Multiplizitat von y; bet (fy, f,), so
st y = X g y,; ewn ganzzahliger Zyklus. Wenn iberdies

F,=F, und y ~0,

so liegen in F'; Abbildungen gy, g, derart, dafi ¢, (p) == g(p) tn allen. Punkten
p aus P.

In der vorliegenden Arbeit wird nur nachgewiesen, dal die Abbil-
dungen f,, f, existieren und daB die ganzzahlige 1-Kette 2, y; ein
Zyklus ist. Die iibrigen Ergebnisse werden in einer Fortsetzung her-
geleitet.

1. Erliiuterungen und Ergiinzungen

Fiir diesen ganzen Abschnitt bezeichnen P eine dreidimensionale und
Q eine zweidimensionale orientierbare geschlossene Euklidische Mannig-
faltigkeit, P* eine Orientierung von P und @* eine Orientierung von @.

Wenn f,, f, stetige Abbildungen von P in @ und 4 die Menge aller
Punkte p aus P mit f,(p) = f4(p), so heie 4 auch kurz der ,,Schnitt”
von f, und f,. Wie iiblich ist, wenn B Teilmenge eines Euklidischen
Raumes E, B die abgeschlossene Hiille von B beziiglich E. Die weiterhin
auftretenden ,,Simplexe’” sind offen und gradlinig. Wenn C ein solches
Simplex und ¢ eine eineindeutige simpliziale Abbildung von Cin E, so
heiBie p(C) eine ,,Zelle” und gv(—é’ — () eine ,,Sphére”. Wenn a, b Punkte
aus E, so bedeute d(a, b) den Abstand dieser Punkte. Es sei d(B) der
Durchmesser von B.
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Seien m > n natiirliche Zahlen, A ein m-Simplex, B ein (m—n)-
Simplex in 4, p, ein Punkt aus B und C ein n-Simplex in 4 mit p, € C
und B . (C — p,) = 0. Weiter seien p,, . . ., p,, Punkte mit

p; €B fir 1 <m —n und p; €C filr ¢ >m —n

derart, daf§ die Punkte p,, ..., p, linear unabhéngig. Sind dann 4* die
von (pg, ..., p,) In 4, weiter B* die von (pg, . . ., Pp—,) in B und C* die
VOD (Pos Pro—ny1s - - +» Prp) 0 C induzierte Orientierung, so heifle C* auch
die ,,von (4*, B*) in C induzierte Orientierung”.

Zur Erklarung von Vielfachheit und Multiplizitit seien nun m > n
natiirliche Zahlen, M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale
Euklidische Mannigfaltigkeit, 4 ein (m — n)-dimensionales endliches
Polyeder in M, K eine simpliziale Zerlegung von 4, B ein (m — n)-
Simplex aus K, weiter f, { stetige Abbildungen von M in N mit 4 als
Schnitt und ¢ ein Punkt aus B. Dann existieren n-Simplexe C, D mit

qECcM, A . (C—q)=0, (C)+f(C)cDcN.

Fiir p €C — C sei ¢(p) die Projektion von f(p) auf D — D aus f(p).
Wenn nunmehr -+ 8 die beiden Brouwerschen Grade (vergleiche etwa
[1] und [2]) der Abbildung ¢: 0 —C—~ D — D sind, so heie § mod 2
die ,,Vielfachheit” modulo 2 von B bei (f, f'). Hierauf moge M eine
Orientierung M* und N eine Orientierung N* besitzen. Es seien B* eine
Orientierung von B, C* die von (M*, B*)in C und D* die von N* in D
induzierte Orientierung, ferner ¢ die von C* in 0 — ¢ und D’ die von
D* in D — D induzierte Orientierung. Dann heiBe der Grad der Ab-
bildung ¢ : ' — IV die ,,Multiplizitit” von B* bei (f, f', M*, N*).

Sind £, g, h stetige Abbildungen von P in @ und (P) ein Punkt ¢ aus
@, so ist die Multiplizitdt beziiglich (f, g) ndherhin die Multiplizitat
beziiglich (f, g, P*, Q*), die Multiplizitdt beziiglich (f, @) genauer die
Multiplizitst beziiglich (f, b, P*, @*). Seien 4 ein endliches Polyeder
einer Dimension < 1 in P, ferner 4 der Schnitt von (f, ¢) und K eine
simpliziale Zerlegung von A. Sofern dim 4 = 1, seien z,, @,, ... die
mit einer Orientierung versehenen 1-Simplexe von K und e¢; die Multi-
plizitdt von x; bei (f, g); hier heifle X «; »; eine ,,charakteristische Keite”
von (f, g). Wenn dim 4 < 1, so sei die Zahl Null die charakteristische
Kette von ({, ¢).

Satz 1. Sind F,, F, Homotopieklassen stetiger Abbildungen von P in Q,
so liegt in F, eine Abbildung f, und in F, eine Abbildung f, derart, daf
der Schwitt von f, und f, ein endliches Polyeder einer Dimension <1 ist,
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Eine Verschirfung des vorstehenden Satzes findet sich im zweiten
Abschnitt bewiesen. Im dritten Abschnitt wird der folgende Satz ver-
allgemeinert.

Satz 2. Sind f,, 1, stetige Abbildungen von P in Q, der Schnitt von f,, f,
ewn endliches Polyeder evner Dimenston << 1 und x eine charakteristische
Kette von (f,, 1,), so ist z = 0.

Die in Satz 2 in Rede stehende Kette heifie auch ein ,,charakteristischer
Zyklus” von (f,, f,). Man bestétigt sofort:

Satz 8. Sind f,, f, stetige Abbildungen von P in Q und der Schwitt von
(f1s f5) emn endliches Polyeder evner Dimension < 1, so sind alle charak-
teristischen Zyklen von (f,, f,) untereinander homolog in bezug ouf P und
die ganzen Zahlen.

- Zu der Frage, ob die Umkehrung des in der Einleitung angefiihrten
Satzes iiber Abbildung von 3-Sphiren in 2-Sphéren richtig ist, gibt der
nachstehende Satz einen einfacheren Anhaltspunkt.

Satz 4. Seien S eine 3-Sphire, T eine 2-Sphiire, g ein Punkt aus T und
X ein 2-Simplex in S. Dann existiert eine unwesentliche Abbildung f von S
wn T mit

g=X—-X
wnd der Eigenschaft, dof der Grad der Abbildung f|X->T von Null
verschieden 1st. ’

Beweis. Seien £ der 3-dimensionale Euklidische Raum, o ein Punkt
aus B, 4 die Menge aller Punkte p aus E mit d(p, a) = 1, ferner b, ¢
antipodische Punkte auf 4, E, die Ebene durch @ senkrecht auf be, B
die offene 2-dimensionale Vollkugel in E, mit o als Mittelpunkt und 1
als Radius.

Fiir p € B — a bedeute C(p) die Projektion von bp -+ pc auf 4 mit
a als Projektionszentrum. Fiir p € E sei #(p) derjenige Punkt in B, der
von p den kleinsten Abstand hat. Es bezeichne D ein 3-Simplex in K
mit B e D.

Wir setzen p(a) = b und <p(73 — B) = ¢. Wenn p ein Punkt aus B—a,
so sei p(p) der durch die Beziehung

(b, p(p)) = 2 d(a, p)

bestimmte Punkt auf C(p). Offenbar ist die Abbildung ¢ | B topologisch.
Der Grad der Abbildung ¢ : B— 4 ist von Null verschieden.

Fiir p € B—a und 0 << v << 1 sei @(p, 7) derjenige Punkt auf C(p),
der von b den Abstand 7 d(b, ¢(p)) hat. Fiir 0 << v < 1 sei ¢(a, ) = b.
In allen Punkten p aus E sei
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&(p) = d(p, E—D)/(d(p, E—D) + d(p, B)).

Mit Hilfe von z, ¢ und ¢ wollen wir nun eine Abbildung ¢: E—~ 4
definieren. Es sei g(p) = g(z(p), {(p)) fir alle p € E. Offenbar ist ¢
eine stetige Abbildung von E in 4.

Fiir p € B ist «(p) = p und {(p) = 1, daher g(p) = ¢(p, 1) = ¢(p).
Aus g(p) = p(p), p€E B, folgt, daB (g | By }(c) = B~ B. Zum Beweis,
daB

g7'(c) = B—B,

bedeute p einen Punkt aus E— B. Dann ist {(p) < 1. Nach der Erklirung
von g ist ¢(g, 7) = c fiir alle (g, 7) mit ¢ € B und 7 < 1. Mithin g(p) =+ c.
SchlieBlich kann man g unter Festhaltung auf E—D in den Punkt b
deformieren. Hierzu sei
() = p(a(p), (1 —7)(p)

fiir alle (p, 7). Dann ist ¢°=g¢. In allen p ist g%(p) = @(x(p), 0) = b.

Mit Hilfe von ¢ laBt sich f leicht angeben. Es bedeute d einen Punkt
aus S und ¢ eine topologische Abbildung von S—d auf E derart, daf
#(X) = B. Ferner sei ¢ eine topologische Abbildung von 4 auf 7' mit
t(c) =g¢. Dann braucht man nur f(p)=tg(p) fir p €S—d und
H(d) == t'(b) zu setzen.

2. Existenz eindimensionaler Sehnitte

Sind E ein Euklidischer Raum, ferner A4,, 4,, ... in E gelegene
Simplexe und ist jeder Punkt aus E zu fast allen A4, fremd, so heiBe X 4,
ein ,,Polyeder”. Dieses letztere Polyeder ist ,,endlich” oder ,,unendlich”,
je nachdem sein Durchmesser endlich oder nicht.

Satz 5. Seten M, N geschlossene Buklidische Mannigfaltigheiten, dim
M = (dim N) 4+ 1 > 1, ¢ eine positive Zahl und f, g stetige Abbildungen
von M in N. Dann existiert evne zu g homotope Abbildung y von M in N
mit d(g,y) < ¢ derart, dafi der Schniti von f,y ein endliches Polyeder
emmer Dimension < 1 ist.

Beweis. Sind # die Dimension von N, K eine simpliziale Zerlegung
von M, ferner A A, ... fir ¢=—1,0,...,n+ 1 die i-Simplexe
von K und ist K nur hinreichend fein, so gilt: zu jedem A%, das einen
Punkt p mit f(p) = ¢(p) enthilt, existiert eine n-Zelle B, in @ mit

f(4}) 4 9(4}) < B, und d(B}) < e.
Weiter gibt es eine positive Zahl ¢, so daB, wenn dem Simplex 4% keine
Zelle Bj zugeordnet ist,



168 J. Weier

dfp), g(p)) > ¢ fiir alle p € 4L,

Bedeute nun § eine der Zahlen —1,0, ..., n — 1.
Wir machen die fiir § = —1 richtige Annahme, es existiere eine zu ¢
homotope Abbildung ¢’ von M in N mit den Eigenschaften:
f(p) + ¢'(p) fiix p €Z__, X, 4,
(4 + g'(4;) < By
fiir alle B, schlieBlich d(g, ¢') < min (e, {).

Hierauf gibt es eine positive Zahl 7, die die Eigenschaft
hat: wenn ¢’ eine stetige Abbildung von M in N mit d(g, ') < #, so ist
f(AL) 4 ¢'(4L) c B fiir alle (4, k), in denen B definiert.

Weiter existiert zu jedem Bi*' eine (n - 1)-Zelle C, derart, da8
die C;, €, . . . paarweis zueinander fremd und ferner gilt:

A e G e M, fC) +¢(Cy < By,

alle A¢ mit ¢ << § sind zu C,, fremd. Alsdann wende man den nachstehenden
Hilfssatz auf jedes C, an.

Dieser Hilfssatz liefert, wenn j = n — 1 ist, eine zu g homotope
Abbildung ¢” von M in N, die die Elgenschaften hat:

f(p) = ¢"(p ) fiir fast alle P EZ'(A’”‘1 43+,

fiir alle BIt! gilt f(AMHY) -+ g"(A2TY) ¢ BitY, es ist d(g, ¢") < min (g, £).

Wegen d(Bit!) < ¢ und g(4:*') c Byt' verbleibt nur noch der
Nachweis: sind 4 ein (n -~ 1)-Simplex, B der n-dimensionale Eukli-
dische Raum, ferner ¢, )" stetige Abbildungen von 4 in B und gilt

@(p) == y"(p) fiir fast alle Punkte p aus A—4, so existiert eine stetige
Abbildung y* von 4 in B mit " | A—A4 = y* | A4—4 derart, daB der
Schnitt von @, y* ein endliches Polyeder einer Dimension < 1 ist.

Das ist leicht einzusehen. Es seien ¢ ein Punkt aus 4 und y*(q) = ¢(g);
fiir p € A—q weiter w(p) die Projektion von p auf A—A4 aus g, Ag) die
Zahl d(p, 9)/(d(p, q) + d(p, A—A4)) und y¥(p) der Punkt ¢(p) + A(p)
(" w(p) — @ w(p)).

Hilfssatz.  Seien # eine natiirliche Zahl, j eine Zahl mit 0 <7 <=,
8 ein (n-}-1)-Simplex, 7 ein n-Simplex, 4 ein in S gelegenes j-Simplex,
¢ eine positive Zahl und £, g stetige Abbildungen von § in 7' mit

1(p) == g(p) fiix p €A—A.

Dann existiert eine stetige Abbildung y von S in 7 mit g | §—8 =y |S—8
und d(g, y) < & derart, daB gilt: wenn § < n, so ist f(p) == y(p) fiir alle
Punkte p aus 4; wenn'j = n, so ist f(p) == y(p) fiir fast alle p €4,
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Beweis. Durch Differenzbildung j—g¢ reduziert sich der vorstehende
Hilfssatz auf die Aussage: sind E der n-dimensionale Euklidische Raum,
g der Nullpunkt von E und ¢ eine stetige Abbildung von S in E mit
@(Ad—A) c E—q, so existiert eine stetige Abbildung ¢’ von § in E mit
¢ |8—8 =¢'| 8—8 und d(g, ¢') < ¢ derart, daB ¢/(4) ¢ E—q fiirj < =
und (¢ | 4)(g) endlich fiir j = n.

Bedeutet ¢* eine stetige Abbildung von 4 in F mit ¢ | A—4 =
= g* | A—A4, dip | 4, ¢*) < ¢, ¢*(4) c E—q fiir j < n und endlichem
(¢*)"Y(g) fiir § =, so existiert nach einem bekannten Fortsetzungs-
theorem (vergleiche [8]) eine stetige Abbildung ¢** von S in E mit
¢** | 4 = ¢* und ¢** | §—8 = ¢ | §—8.

Offenbar existiert eine positive Zahl ¢ mit 0 << { < ¢, so daB der
Abstand  d(g(p), p**(p)) < ¢ fiir p €4 + (S—8). Hierauf sei ¢/'(p)
gleich ¢**(p), wenn d(p(p), ¢**(p)) << {; sonst jener Punkt auf dem
Halbstrahl aus ¢(p) durch ¢**(p), der von ¢(p) den Abstand ¢ hat.

Verbleibt, die Existenz von ¢* nachzuweisen. Hierzu sei j > 0.
Dann gibt es ein j-Simplex B mit B ¢ 4 und eine positive Zahl ¢, so da$

d(g, ¢(p)) > a fiir p € A—B.

Dann 148t sich leicht eine simpliziale Abbildung o von 4 in E angeben
mit d(p, o) < min (¢, &) derart, daB o(4d)c E—q fiir j < n und ¢~ ¥g)
endlich fiir j = n. Hierauf kann man A(p) = d(p, B)/(d(p, B) - d(p, A—A4))
und ¢* = A ¢ + (1—A4)s setzen.

3. Der zyklisehe Charakter eindimensionaler Sehnitte

Im Gegensatz zum letzten Abschnitt werden hier Urbild- und Bild-
- mannigfaltigkeit als orientierbar vorausgesetzt. Wir wollen zeigen :

Satz 6. Seien M, N orientierbare geschlossene BEuklidische Manmig-
faltigkeiten mit dim M = (dim N) -+ 1 > 1, ferner A ein esndimensionales
endliches Polyeder in M und §, g stetige Abbildungen von M in N mit A
als Schwitt. Dann ist jede charakteristische Kette von (f, g) ein ganzzahliger
Zyklus.

Beweis. Sind M* eine Orientierung von M, N* eine solche von N,
K eine simpliziale Zerlegung von 4 und z eine orientiertes 1-Simplex
aus K, so bezeichne () die Multiplizitét von x beziiglich (f, g, M*, N*).
Ist dann @ ein Eckpunkt von K, so geniigt es wegen u(—z) = — u(z),
die folgenden Aussagen (1) und (2) nachzuweisen, S
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(1). Sind 4,, ..., 4,,, m > 1, die 1-Simplexe aus K mit a als HEck-
punkt und o, der Eckpunkt = @ von 4,, so gilt

;) = Zisq ),

wobei z, die Orientierung a, — a von 4, und z, fiir ¢ > 1 die Orientierung
a—a;,von 4,

(2). Wenn in K nur ein 1-Simplex mit @ als Eckpunkt liegt und y
eine Orientierung dieses 1-Simplexes bezeichnet, so ist u(y) = 0.

Beweis von (1). Offenbar gibt es in M von 7 stetig abhingende n-
Zellen B, 0<<t< 1, derart, daB 4.(B*—B%)=0 fiir alle 7, ferner
A.B=aq, und A.B' aus den Punkten a,, ...,a, besteht. Seien
C,, - .., C,, paarweis zueinander fremde #n-Zellen in B! mit ¢, € C; fiir
alle 7. Weiter seien

w(B% die von (M*, x,) in B® nach einer Erkldrung aus Abschnitt 1,
(B7) die von w(B% vermdge {B°} in B,
(B* — B) die von (B") in B* — F',
(€
(€

(4]

g

o(C,) die von (M*, z,) in C,,
C;) die von w(C;) in C; — C,

w

induzierte Orientierung. Die von (C;) in B! induzierte Orientierung ist
gleich w(B).

Man kann fiirs folgende annehmen, die B® und C; seien Simplexe
und es existiere ein #-Simplex D in N mit

HB) + ¢(B) < D fiir alle 7.

Fiir p € B — B sei h¥(p) die Projektion von f(p) auf D — D aus ¢g(p).
Fiir p €C; — C; sei h(p) die Projektion von f(p) auf D—D aus ¢(p).

Bedeuten dann w(D) die von N* in D und w(D—D) die von w(D)
in D—D induzierte Orientierung, ferner y* den Grad der Abbildung

1 (B — BY) > w(D—D)
und y; den Grad der Abbildung k,: w(C;, — 0;)— w(D—D), so ist
(@) =9 =yt = Ty, = Ty ),
womit (1) bewiesen.
Beweis von (2). Es existieren in M von 7 stetig abhéingende n-Zellen

E,0<t<1, und in N eine n-Zelle F derart, daB 4 . (E° — E) =0
fiir alle 7, ferner
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A. B =a, A.E =0 und (%) + g(E) c F fiir alle =.

Fiirs weitere kann man annehmen, F und die E° seien Simplexe. Be-
zeichne alsdann w*(p) fiir p € B* die Projektion von f(p) auf F—F aus
g(p). Offenbar hat_die Abbildung w': E* — E'—>F—F den Grad Null
Somit hat w?: B0 — E®—F—F den Grad Null. Daher u(y) = 0, wie
behauptet. '

4. Andere Probleme aus der Topologie dreidimensionaler Mannigfaltig-
keiten

Die obigen Sitze handeln vornehmlich iiber Abbildungen drei-
dimensionaler in zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. Der Fall, in dem
die Bildmannigfaltigkeit dreidimensional, wird in einer Reihe &lterer
Arbeiten, so in [4], [7], [9] und [10], behandelt und ist in [3] nochmals
von einer anderen Sicht her beleuchtet worden. Wenn die Bildmannig-
faltigkeit eindimensional, so bieten sich, wie dies nicht anders erwartet
werden kann, verschiedene Moglichkeiten an, die zugehérige Abbildungs-
theorie elementar aufzubauen.

Daneben steht die Gesamtheit jener Fille, in denen die Bildmannig-
faltigkeit eine Dimension grofer als 3 hat. Diese Gesamtheit freilich
ist génzlich uniibersehbar. Lediglich fiir einige Sonderfille liegen Er-
gebnisse vor. So finden sich zum Beispiel in [5] die 3-dimensionalen
Hurewiczschen Homotopiegruppen der n-dimensionalen Rotations-
gruppen mit » > 4 berechnet. Und die durch [6] eingeleiteten Unter-
suchungen von Abbildungen der 3-dimensionalen Sphére in n-dimen-
sionale Sphiren haben zu konkreten Ergebnissen gefiihrt, wie man etwa
[11] entnimmt.
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