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§ 1. Vorbemerkungen

Uber die Theorie der Walshfunktionen gibt es keine ausfiihrlichen Literatur-
angaben. Daher mochte ich am Ende dieser Arbeit eine anfiigen. Ich kann
allerdings nicht behaupten, dafl diese Aufstellung vollstéindig ist.

Das Walshsche Funktionensystem bildet in vieler Hinsicht ein bemerkens-
wertes Orthogonalsystem. Durch seine enge Verwandtschaft mit dem beziiglich
seiner Konvergenzeigenschaften schon sehr gut erforschten Haarschen Ortho-
gonalsystems ist auch das Walshsche Orthogonalsystem schon in vielen Arbeiten
Gegenstand von Konvergenzuntersuchungen gewesen. Abgesehen von diesen
Konvergenzuntersuchungen, die befruchtend auf die Theorie der multiplikativ
orthogonalen Systeme und damit auf die trigonometrischen Reihen gewirkt
haben, gibt es interessante charakteristische Kigenschaften des Walshsystems.

So zeigte Sergio Toni', daB ein in L*[0, 1] reelles Orthonormal-
system {w,(x) | n=0, 1,2, ...}, fir das | w,(2) | =1 und w,(0)=1 gilt,
und fiir das die Anzahl der Unstetigkeitsstellen der n-ten Funktion
w, (%) in {0, 1] gleich # ist, bis auf eine Umnumerierung der Funktionen
identisch mit dem Walshschen Funktionensystem ist. Paul Civin?
zeigte mittels eines kurzen Beweises, da$ ein in L2 [0, 1] multiplikativ
abgeschlossenes Orthonormalsystem unter geringfiigigen zusétzlichen
Voraussetzungen durch eine eineindeutige maBtreue Transformation
des Einheitsintervalles auf sich selbst sich in das Walshsche Funktionen-
system tberfiihren 148t. Mir® gelang es unabhingig von Paul Civin
mittels eines anderen Beweisverfahrens zu zeigen, daB sogar ein in
Li(— ®, -+ ) multiplikativ abgeschlossenes, vollstéindiges Ortho-
normalsystem eine multiplikative Gruppe bildet, in der jedes Element
zu sich selbst invers ist, wie dies bei den Walshfunktionen der Fall ist.

1 Sergio Tons [1].
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Dabei stellte sich heraus, dal die bei Paul Civin gegebenen Voraus-
setzungen, daB das MaB des Grundintervalls u{(— o, 4 oo)}=1
(bei Paul Civin die Linge des Intervalls [0, 1]) und daB die Integrator-
funktion p stetig ist (bei Paul Civin die Verwendung des Lebesgue-
Integrals), eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
von unendlichen, multiplikativ abgeschlossenen, vollsténdigen Ortho-
normalsystemen (kurz G-Systemen) ist. Auch bei den unendlichen
G-Systemen iiber LZ(— oo, + oo) stellte sich eine enge Verwandtschaft
mit dem Walshsystem heraus.

Es ist klar, daBl nach dem oben gesagten bei unstetigen Integratoren
¢ keine unendlichen G-Systeme existieren. Wir werden nun in dieser
Arbeit die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir ableiten,
daB fiir einen unstetigen Integrator y in dem dann notwendigerweise
endlichdimensionalen Hilbertraum Li(—— o, + o) ein endliches G-
System existiert.

§ 2. Endlichdimensionale G-Systeme

Definstion: Ein vollstandiges orthonormuertes Funktionensystem {g,(x)}
diber L — oo, 4+ oo) heifit G-System, folls fiir alle 3 € (— oo, + o) und
fir alle r, s gult

gr( w) gs( x) = Y1, s)( il?) mat G, s)(m) € {gn(w) }'
G-Systeme sind also beziiglich der Multiplikation Halbgruppen.

Wegen der Vollstindigkeit eines G-Systems folgt aus der endlichen
Méchtigkeit eines G-Systems die endliche Dimension des zugehdrigen
Hilbertraumes Lf,(-—- o, 4+ o), wobei wir die Anzahl der Funktionen
des G-Systems, die gleich der Dimension des Hilbertraumes ist, mit m
bezeichnen.

Damit der Hilbertraum L2(— oo, + o) endlichdimensional ist,
ist es notwendig und hinreichend, daB eine Menge von Punkten
{ag, @1, ..., @, 1} mit zugehSrigen Gewichten By, By, ..., 8, 1 >0
existiert, so daB fiir eine beliebige Funktion f(z) gilt

+ o0 m—1
@i = Z pofle).

Zwei Funktionen aus L3(— oo, -+ ), die in den Punkten {e, ¢, . ..
.+ s @y} libereinstimmen, unterscheiden sich also nur um eine Null-
funktion. Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Funktionen eines
Orthogonalsystems gilt daher der
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Hilfssatz: Zwer Funktionen aus {g,(x)}, die in den Punkten {a,, ¢y, . ..
ooy Oy} Ubereinstimmen, sind identisch.

Wir werden den trivialen Fall m = 1 erst bei der Formulierung des
Ergebnisses unserer Uberlegungen beriicksichtigen.

Fir 0<n<m—1 folgt aus der Definition g, (), [g,(®)]%
[gu(2)F, - €{gu(2)}-
Wegen der Normierung folgt

m—1

B (o) =1 fir k=1,2, ... (1)
i=0

Wegen g, > 0 folgt g,(e,) < 1fiiri=0,1,...,m — 1.

Die Indexmenge {0, 1, ..., m — 1} unterteilen wir nun in die drei
Mengen U, B, und €, so daf gilt

g e) | =1 fiir ¢+ €Y,
g.(e¢) =0 fir ¢ €E,
Wir haben dann wegen (1)
=2 ﬁz[gn A + Z' ﬂz[gn(aw)]%-!- Z' ﬂz[gn )"

€Y

Da die erste und dritte Summe von k unabhingig sind, muB auch die
zweite Summe von % unabhiingig sein, weil die Addition aller drei
Summen von % unabhinglg 1 ergibt. Die zweite Summe kann aber
nur dann von k unabhiingig sein, wenn B, = ¢ und damit die zweite
Summe null ist. Daraus folgt, daf die erste Summe gleich 1 ist, was
2 B=1
ieA,

zur Folge hat.

Mit g,(z) und g(x) ist auch g,(x).g(x) = gy, »(#) eine Funktion aus
{9.(®)}. Nun ist ¥y, 5 = U, n A

Daraus und aus

Zﬂiz Zﬁi: Eﬁizl

i €U, i €Uy 1 €Wy, s)

folgt, daB A, = A, = .
Jetzt folgt wegen B, = ¢, daB €, =€, =¢C.
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Wire nun @ =&=¢, dann wiren in {a;};cc alle Funktionen aus

{9,(2)} null und damit im Widerspruch zur Definition, {g,(z)} nicht
m—1

vollstéindig. Daraus folgt, daf % = {0,1,2, ..., m—1}, X g, =1und
§=0

lg9(e;) | = L.

[9,(2)]2 und [g,(=)]* stimmen also in den Punkten {ay, oy, ..., &, 1}
iiberein.

Nach dem Hilfssatz sind sie also identisch. Aus der Identitdt

[9.(2) ] = [g,(2) }

folgt, daBl die Funktionen aus {g,(x)} nur die Werte -1, —1 und 0
annehmen konnen. Da [g,(a,)]* = 1 unabhingig vom Index » gilt, folgt
nach dem Hilfssatz, daB die Quadrate aller Elemente aus {g,()} das-
selbe Element aus {g,(#)} sind. Dieses wollen wir ab jetzt mit g(x)
bezeichnen. Offensichtlich haben alle Elemente aus {g,()} genau die
Nullstellen, die g¢(x) hat.

Aus g,(a;).g4(e) =g, (e) G,n=0,1,2,...,m—1) und dem Hilfs-
satz folgt, dafl go(x) ein Einselement der Halbgruppe {g,(x)} ist. Mit
dem oben gesagten folgt, daf jedes Element aus {g,(®)} zu sich selbst
ein Inverses ist.

Es folgt, daB {g,(z)} beziiglich der Multiplikation eine abelsche
Gruppe ist, die dem direkten Produkt von zyklischen Zweiergruppen
isomorph ist. Daraus folgt, daf die Ordnung von {g,(z)} = m = 2,
also eine Potenz von 2 ist. Damit ist {g,(z)} jeder Untergruppe von
der Ordnung 2' des Walshsystems isomorph. Es sei {b,(%)} eine beliebi-
ge Basis der abelschen Gruppe {g,(#)}. Eine solche Basis besitzt genau
! Elemente. Wir bekommen alle Elemente aus {g,(z)} durch die Bildung
aller endlichen Produkte von Basiselementen, wobei in einem Produkt
ein Basiselement nur einmal als Faktor aufzutreten braucht. Die Gruppe
{9.(2)} hat genau 2’ Untergruppen. Die Funktionswerte einer Funktion
aus {g,(z)} sind in einem Punkt @ € {ay, a, ..., @y_;} dadurch be-
stimmt, daB die Basiselemente in x offensichtlich entweder alle gleich-
zeitig 0 oder jedes fiir sich beliebig - 1 oder — 1 sein kinnen.

Wir werden nun die Gréfie der Zahlen f, By, - . ., Bsi_; bestimmen.
Die Orthonormalitétsrelationen

+ o0 + o

—w —®
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gehen in das Gleichungssystem
o1

Zﬂzgn(az)=60n In=07 ]-: 25 R 2l__1

i=0
iiber, woraus nach einfachen Uberlegungen? g, = 27" folgt.
Wir haben also folgendes Ergebnis:

Satz: In Li— o, + o) ewistiert genau dann ein endliches G-System,
wenn es i (— ©, + ») 2 (1=0,1,...) Punkte ay, ay, ..., ay_,
gibt, von denen jeder das u-Map 2~ hat und jede andere Punktmenge,
die keinen der Punkte o, enthilt, das p-Maf null hat.
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