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Einleitung und Zusammenfassung.

Die charakteristische Funktion eines homogenen Polynomideals
(H-Ideals) ist von D. Hilbert in einer grundlegenden Arbeit [1] in all-
gemeinster Form definiert und in ihren wichtigsten Eigenschaften
bestimmt worden. Schon Hilbert machte in dieser Arbeit darauf auf-
merksam, daB die charakteristische Funktion eine Verallgemeinerung
der von 4. Cayley, G. Salmon, S. Roberts und A. Brill eingefithrten
Postulationsformel ist, und daf die Koeffizienten der charakteristischen
Funktion in engem Zusammenhang mit den von M. Noether definierten
und behandelten Geschlechtszahlen der zugehdrigen algebraischen
Mannigfaltigkeiten stehen.

Im Jahre 1909 hat Sever: [2] mit Hilfe der Postulationsformel die
,,virtuellen arithmetischen Geschlechter” einer algebraischen Mannig-
faltigkeit definiert und viel Miihe darauf verwendet, die Invarianz
dieser Zahlen gegeniiber birationalen Transformationen wenigstens bei
niederen Dimensionen zu zeigen, was u. a. auch von H. T. Muhly und
O. Zariski [3] mit einem gewissen Krfolg durchgefithrt worden -ist.
Wenn auch diese Bemithungen noch zu keinem abschlieflenden Er-
gebnis gefithrt haben, so haben sie doch auBler Zweifel geriickt, dal der
Grundgedanke richtig ist und daf in der Hilbertfunktion implizit eine
Reihe von birationalen Invarianten enthalten sind, deren reine Dar-
stellung noch nicht vollig gelungen sein diirfte.

* Auszug aus einer am Mathematischen Seminar der Universitit Innsbruck
ausgearbeiteten Dissertation.
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Vielleicht kann es bei diesen Untersuchungen niitzen, die etwas
schwerfilligen geometrischen Begriffe der klassischen algebraischen
Geometrie beiseitezustellen und diese Frage mit derselben Methode
weiter zu behandeln, die Helbert bereits in der oben zitierten Arbeit mit
so durchschlagendem KErfolg beniitzt hat. Die inzwischen hochent-
wickelte Idealtheorie vermag in vielen Féillen weitreichende Hilfsmittel
bereitzustellen. In diesem Sinne habe ich in zwei neueren Arbeiten
[6], [6] versucht, unter allgemeinsten Gesichtspunkten zu erforschen,
in welcher Weise die Hilbertfunktion H (¢;a,) und H (¢;a,) zweier
H-1deale a, und a, zusammenhdngen, von denen das eine durch eine
rationale Transformation (y; = @, (#)) aus dem anderen hervorgeht.
Dieser Zusammenhang 146t sich in der folgenden einfachen Formel
darstellen:

Ht;a,)=H(;a)—H(ut; a, + 1),

wo Ut = (@, ¢, - - -» ®,) und u der gemeinsame Grad aller Formen g ist.

Es ist hier interessant zu bemerken, dal Northcott [T] vor kurzem
in dem Bestreben, eine verallgemeinerte Hilbertfunktion fiir Ideale in
Stellenringen zu erkliren, eine in wesentlichen Punkten iiberestim-
mende Formel aufgestellt hat; demnach kénnte man die Hilbertfunktion
H (t; a,) des transformierten Ideals auch als ,,verallgemeinerte Hilbert-
funktion” des urspriinglichen Ideals a, deuten.

Jedenfalls aber geht aus dieser Formel die Bedeutung des in der
nachfolgenden Arbeit behandelten Problems hervor, die explizite Be-
rechnung der Hilbertfunktion H (t; a?) fiir die Potenzen eines H-Ideals a
durchzufithren. Es ist dies als erster Schritt zu werten, das in der obigen
Formel auftretende Glied H (u t; a, + u°) ndher zu bestimmen.

Es ist naheliegend, diese Untersuchung zunéchst auf Hauptklassen-
ideale

a= (‘Pb%, ...,(,D,.)

zu beschrinken, deren Basisformen alle denselben Grad 7 haben. Fiir
diese Ideale ist es gelungen, mehrere geschlossene Formeln abzuleiten,
mit denen man die Hilbertfunktion H (¢; a°) berechnen kann [Formel (3),
(5), (1)]. Ferner konnte bewiesen werden, dal die Koeffizienten der
Hilbertfunktion H (¢; a®) selbst Polynome in g sind, deren Grad genau
angegeben werden kann [Satz (19)].

: W. Grébner.
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Es liegt ein homogener Polynomring K [, @i, ..., ,] iiber einen
beliebigen Korper K zugrunde. Es wird ein Hauptklassenideal

a= (971:(;02: "'3(pr)

betrachtet, dessen Basisformen ¢, alle denselben Grad haben. Folg-ende
Bezeichnungen werden hier festgehalten:

n - 1  Anzahl der Variablen des homogenen Polynomringes;

d Dimension des Ideals;
7 Rang des Ideals;
0 Potenz, zu welcher das Ideal genommen wird. Dabei gilt all-

gemein a® = (1);

¢ Grad der Formen des Ideals, deren Anzahl untersucht wird;
@ Basisformen des Ideals;
T Grad der Basisformen ¢;

m| =1 () firm=0,
0 fiir m <O,

I. Eine Rekursionsformel. ,

Hilfssatz: Sind a und b Ideale eines kommutativen Ringes und ¢
ein Element desselben, das kein Nullteiler ist, so gilt:

[a:¢5]=¢[a:¢: B]' (1)

Setzt man ndmlich [a,p b] =@ ¢,s0ist c ca, o b]: p =[a: @, b].
Andererseits ist ¢ {a: ¢, b] < {a, ¢ b], also
[e,9b] =g ccgla:p bl @ b],
woraus die Behauptung folgt.
Wir betrachten ein Ideal a der Hauptklasse 7! und fiigen eine zu a

relativ prime Form ¢ = ¢, ; hinzu, so daB8 das neue Ideal (a, ¢) wieder
ein Hauptklassenideal ist. Fiir die o™-Potenz dieses Ideals hat man

(0, 9)° =0+ @ (a, 9"

Die Hilbertfunktion der Summe dieser zwei Ideale ist?:

H(t; (0, 9)%) = H (100 + H (5 9 (0, 9)°7Y) — H (85 [a% @ (o, 9)°71)).

1 Das ist ein Ideal des Ranges r oder der Dimension d = n—r, das eine
r-gliedrige Basis besitzt ([4], S. 122),
2 Vgl. [4], S. 158.

Monatshefte fiir Mathematik. Bd. 58/2. 8
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Es 19t zu bemerken, daB jede Potenz eines P-Ideals der Hauptklasse
ungemischt ist?, d. h. aus a:p=aq folgt a?:p=a®firp=1,2, ....
Unter diesen Voraussetzungen folgt mit Verwendung des Hilfssatzes (1):

[0% ¢ (0, @) ] =@ [a®: 9, (0, )] = @ [0%, (0, @)*"]
und wegen af < (a, ¢)¢~" erhilt man
[0, ¢ (0, @) ] =g 2’

Man kann iiberlegen, da8 allgemein gilt:

H@po)=H(; () + H{t—7;0).
Aus diesen Erwigungen ergibt sich eine wertvolle Rekursionsformel fiir
die Hilbertfunktion:
H;(0,99) =Hta) —HEt—v;0)+ HEt—7; (0,9 (2
Fiir p = 1 reduziert sich diese Formel auf die bekannte:

Ht;(a,) =H(t;a) —H (t—7; 0)

da (g, ) das Binheitsideal und daher H (¢ — 7; (g, )% = 0 ist.

Ferner hat die Hilbertfunktion H (¢; o) eines beliebigen Ideals a
den Wert null, wenn ¢ eine negative ganze Zahl ist. Wenn man dies fest-
hilt und die Voraussetzung a: @ = a erfiillt 1st, so gilt die Formel (2)
ganz allgemein fiir £ =0,1,2, ... und fiir ¢ = 1,2, ... Hs ist nicht
gefordert, daff die Basisformen alle denselben Grad haben, ja a selbst
braucht kein Hauptklassenideal zu sein.

I1. Einige Formeln fiir die Hilbertfunktionen fiir Potenzen von Haupt-
klassenidealen mit gleichgradigen Basisformen.

Zuerst soll die Hilbertfunktion fiir die erste Potenz von Haupt-
klassenidealen behandelt werden. Es wird zundchst die Formel an-
gegeben, welche hierauf mittels Induktionsschlufl bewiesen wird.

r

H (5 Qo @ar -5 0)) = Z(— 1Y () {77740, (3)

i=0
Beweis: Durch Einsetzen bekommt man fiir r =1 das richtige
Ergebnis:
H(t; (@) = (3" — {73
3 Vgl. [4], S. 129.

4 Vgl. [4], S. 158 (9e).
5 Vgl. [4], S. 162.
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Nun wird vorausgesetzt, dafl die Formel fiir Ideale der Klasse r bereits
gilt und es wird gezeigt, da sie auch fiir r + 1 richtig ist, solange
r+1=n-+1 ist. Auf Grund der Rekursionsformel (2), fiir p =1,

folgt fiir ein Hauptklassenideal (¢, @5, ..., @), dessen Basisformen
alle denselben Grad t haben:

H @t (00 @0 -+ @) =H & (91, 020 -+, 9) — H (t—75 (91,905 - - -, 9,))-

Beniitzt man die Induktionsvoraussetzung, so kdnnen diese zwei Hilbert-
funktionen durch die folgenden Summen dargestellt werden:
Z (=1 G — 21 () { P

i=0 j=0
Fafit man diese zwei Summen zusammen, so folgt:

41 X .
H (b5 (9, @ -5 ) = Z (=1 (FH) {77577},

i=0
was zu beweisen war.

Kennt man die Hilbertfunktion fiir die Potenzen des Ideals a, und
ist a: @ = a, so kann man durch g-malige Anwendung der Rekursions-
formel (2) auch die Hilbertfunktion fiir (a, ¢)? berechnen:

o—1

Ht;(a,9)) = Z[H({t—jr;0¢)—HE—(G+ D700 (4)
=0

Auch hier ist wieder zu beachten, dafl die Hilbertfunktion fiir ein
negatives Argument ¢ gleich null zu setzen ist. Im iibrigen gilt diese
Formel ganz allgemein fiirp =1, 2, ...
Die folgende Formel beweisen wir durch vollstindige Induktion be-
ziiglich r und p.
r~1
H(t;00) = (37— 2 (1) () () (e m77 ™) fiiro=1,2,... (5)

j=0
Bewess: Durch Einsetzen sieht man, dal die Formel fiir # == 1 richtig
ist.
H(t; (9)9) = (31— {747}
Ferner gilt (5) fiir p=1 und alle r=1, 2, ..., n+1, weil sie dann mit
(8) iibereinstimmt.

Nun setzen wir voraus, dall die Formel (5) bereits fiir alle Potenzen
des Ideals a, sowle fiir die Exponenten 1, 2, ..., p—1 des Ideals (a, ¢)
bewiesen sei. Dann folgt aus (2) mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung:

8%
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r—1
H (t; (C[, 97)9) = (‘;I;") "‘7__2(; (—_1)7 (9+;—1) (fj{:}) {z_g 17/ f+n}
r=1
+7§) (1) (¢¥]=1) (721 ft= @A) =i v}

— I (D e e,
j=0
Das erste Glied der ersten und dritten Summe und das letzte der zweiten
und dritten Summe werden aus der Summenformel herausgenommen
und fiir sich behandelt. Sie ergeben zusammengefaBt die beiden Glieder:

(gi-r) {t—g;-}—n}, (_1)r+1 (9+:—1) {t—- (Q-I;Lr) r+n}.

Nach entsprechender Verdnderung der Summationsbuchstaben bleiben
dann noch die drei folgenden Summen:

r-—2
(-——1) ( )(gj; 71) {t—(9+1;1—7 T+7z}

j=0

-2

I (=17 () @ (T ernrivhy
=0

Z (=) (L) (GHI) { e,
=0

welche zusammengefafit ergeben:

r—2

I (1) (G (4 (T
7

Die zwei Glieder, welche eigens berechnet wurden, werden wieder in die
Summe hineingenommen, so daf wir schlieBlich haben:

H (t;(0,0)0) = (3" — (=17 ()7 ) {77
j=0
damit ist Formel (b) allgemein bewiesen.
Wichtig ist der Spezialfall { = p7. Nach Hinsetzen in (5) bleibt von
der Summe nur das Glied j == 0 stehen.

H (gr;0%) = (*5") — (137, fiw o =1,2, ... (6)

r—1
Eine weitere Formel fiir die Hilbertfunktion von Potenzen von
Hauptklassenidealen mit gleichgradigen Basisformen lautet:
—1

¢ ,
H(t; 0% = X ("ti7Y) H (—jr; 0) (7)

j=0
Beweis: Zunichst wird die Richtigkeit der Formel
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H@;0% =H (¢; a7 ") + (""" ) H (t—(o—1) 7; a) (7Ta)

durch Verwendung von (5) gezeigt. Durch Verinderung des Summations-
index bekommt man:

H (550 = (49 2 (1) ((357) (P45 (= i),
i=1 '
Die Summe zerlegen wir in zwei dadurch, daBl wir folgende Beziehung
verwenden:
CFF) CH7 = G) (70— 7)) (5T,
deren Richtigkeit man durch einfaches Berechnen der rechten Seite be-
stitigen kann. Dies fithrt nach einer leichten Zwischenrechnung auf

1
H (109 = ()= (1) (1)) () {07 ) +

T

+ (157 2 (Y Qe

r—1
=0

woraus wegen (5) und (3) die zu beweisende Formel (7a) folgt. Wendet
man (7a) p-mal rekursiv an, so erhdlt man (7).

111. Die Hilbertsehen Koeffizienten fiir Potenzen von Hauptklassenidealen.

Die Hilbertfunktion H (t; a¢) ist fiir gentigend groe Werte von ¢
ein Polynom in ¢, dessen Grad gleich der Dimension d des Ideals a ist.
Wihrend die vorausgehenden Formeln fiir alle Werte von ¢ giiltig waren,
ist das bei den folgenden Formeln immer erst von einer unteren Schranke
an richtig. Fiir gewdhnlich schreibt man die Hilbertfunktion in der
folgenden Gestalt:

d
H (00 =2 Iy (L), t=T. (8)
=0

Im allgemeinen steht fest, daBl die Hilbertschen Koeffizienten &g, 4y, . . .,
b, ganze rationale Zahlen sind. Hier werden sie Funktionen von g sein.
Fiir manche Zwecke ist folgende Schreibweise besser:

H(t; 09 = Z’Ia (2 =T 9)

Jede dieser beiden Darste]lungen 148t sich in einfacher Weise in die
andere iiberfiihren.

s Vgl. [4], S. 161, (15a).
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Fiir die weiteren Ausfithrungen brauchen wir die folgenden drei Hilfs-
formeln (10), (11) und (12), bei denen # eine natiirliche Zahl, ¢ und &
beliebige reelle Zahlen bedeuten:

(") = 2(,) (A (10)
,_
S =£0 1Y () ) (11)
0fire=0,1,...,0—1,
Tk (1o fir ¢ =,
72;( Ve = ein Polynom in ¢ vom (12)

Grad e—n fiir @ > n.
Die Richtigkeit der Formel (11) kann man mit Hilfe von (10) zelgen,
es gilt ndmlich:

(7 = (1) (=) = (1) B ) () = E (1) () (2

j=0 j=0

o0
=2 z"und
l—z .,

Beweis von (12): Bildet man die ¢'* Ableitung von

multipliziert mit (1—z)", so erhilt man:

(I—z)"~ %1 = (1—a)" X (*1*) 2".
V=0l
Aus dem Koeffizientenvergleich geht hervor, dafl rechts alle Koeffi-
zienten derjenigen Potenzen von z verschwinden, welche grofler als
n—a—1 = 0 sind. Ist aber % = a, so sind die Koeffizienten aller Po-
tenzen von z gleich eins. Daher findet man nach kurzer Zwischen~
rechnung:

n

 (ati 0 fir «=0,1,2,..., 50—,
ji( )(7)( )= {( —1)* (,2,) fir e =n,n4+1, ...,
wo @ zunichst alle Zahlen 0, 1, 2, ... bedeuten darf. Da aber links der
Ausdruck ein Polynom vom Grade « in ¢ darstellt, das fiir unendlich
viele Werte von ¢ mit der rechten Seite, die null oder wieder ein Po-
lynom in @ ist, iibereinstimms, so gelten diese Beziehungen identisch in
a, d. h. fiir beliebige (reelle oder komplexe) Zahlen a. Im folgenden
werden diese Formeln jedoch nur fiir ganze rationale Zahlen verwendet.

Rechnet man von den Binomialkoeffizienten auf Potenzen um,

so folgt:

(13)

? Vgl. [4], S. 162.
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0 fir «=0,1,2, ..., n—1,
(—1"n! fir e=na,

ein Polynom in ¢ vom Grade a-—n
fir o >n.

Aug (13) und (14) geht (12) hervor.

Die Formel (11) gilt aber nicht mehr fiir das Symbol {*;°}, und
daher haben die folgenden Eutwicklungen nur fiir die Werte von ¢
Geltung, die groB genug sind, so daf die Symbole {*~/*7”*+"} mit
den gewohnlichen Binomialsymbolen tibereinstimmen. Infolgedessen mufl
immer vorausgesetzt werden:

1= (o +v—1)7—n.

Durch Einsetzen von (3) in (7) erhilt man:
o—1
H 500 = X057 (170 (7050

= v=0

Mit Hilfe von (11) kann dleSe Gleichung so umgeformt werden:

(1) () (at5)* = (14)

i

H

" g-1 .
H(t;09) = 2 (1) (F2.2 2 (77 2( 17 () (T2,
n=0 j=0 r=0
und wegen (12) verschwindet die letzte Summe fiir alle u < 7. Setzen
wiri=pu—rundn—r=d,so folgt'

a
H (508) = Z (1% (5059 5 (471 2 (1) () @),
=0 j=0 'v—~0
Aus dieser Formel kann man die &-Koeffizienten ablesen.
oe=1 r
k= (=) 2 (Y (=070, i=0,1,...,d. (15a)
§=0 =0
Durch Verwendung von (11) in (5) und mit Riicksicht darauf, daB die
k; nach (15a) Polynome in v vom Grade r+4 sind, erhilt man fiir die
k; eine weitere Formel:

r—1
k= X (—1y it et (g4l (‘@inm. (15b)

r~1—j
j=0

Die h-Koeffizienten berechnet man aus den k-Koeffizienten. Mit Hilfe
von (10) findet man allgemein:

by = 2( Yk, (16)
Aus (16) und (15a) folgt SO]Illf;
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k3 Q——l ) r i
b= E(—1)"+ () 2 (7Y (1) () (2. (17a)
p#=0 =0 »=0

Verwendet man (10) in (5) und beriicksichtigt, da die 4, nach (17a)

Polynome in 7 vom Grade -4 sind, so folgt:
r—1

he= () — 2 (=1 (@) @52 (9577, i=0,1,...,d. (1Th)
i=0 :

Die Berechnung der %-Koeffizienten ist einfacher als die der A-
Koeffizienten, weil die k-Koeffizienten den Faktor »n nicht enthalten,
welcher die Anzahl der Variablen des zugrundeliegenden Korpers an-
gibt, wihrend ihn die A-Koeffizienten enthalten.

Der erste Hilbertsche Koeffizient A, = %, wird als die Ordnung des
betreffenden Ideals bezeichnet®. Dariiber konnen wir auf Grund (15a)
und (12) eine allgemeine Aussage machen.

Die Ordnung %, der ¢*" Potenz eines Hauptklassenideals
vom Range 7, dessen Basisformen alle den Grad 7 haben, ist (18)
ein Polynom in ¢ und v vom Grade r ,und zwar gleich:

oy =hy= (777

Handelt es sich um ein Hauptklassenideal a mit nicht gleichgradigen
Basisformen, so lautet die Ordnung des Ideals a?: -

by=lhy= V" Nty ... 7,

AbschlieBend werden noch einige allgemeine Aussagen iiber die

Hilbertschen Koeffizienten gemacht. Diese gelten sowohl fiir die %, als
auch fiir die %;. Sie ergeben sich aus (12), (15a) und (17a).

I. Die Hilbertschen Koeffizienten fiir die Potenz ¢ von (19)
Hauptklassenidealen, deren Basisformen alle den Grad «
haben, sind Polynome in 7, deren Grad gleich ist dem
Rang r des betreffenden Tdeals, vermehrt um den Index
des jeweiligen Koeffizienten. ’

II. BEs verschwinden alle jene Potenzen von 7, welche
Kleiner als 7 sind.

ITI. Die Koeffizienten dieser Polynome in 7 sind Polynome
in g, deren Grad gleich ist der betreffenden Potenz von 7.

s Vgl. [4], 8. 161, 15.
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