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Einleitung und Zusammenfassung. 

Die charal~eristische Funktion eines homogenen Polynomideals 
(H-Ideals) ist yon D. Hilbert in einer grundlegeMen h_rbeit [1] in all- 
gemeinster Form definiert und in ihren wichtigsten Eigenschaften 
bestimmt worden. Schon Hilbert machte in dieser Arbeit darauf auf- 
merksam, dab die charakteristische Funktion eine Verallgemeinerung 
der yon A. Cayley, G. Salmon, S. Roberts und A. Brill eingefiihrten 
Postulationsformel ist, und dab die Koeffizienten der charakteristischen 
Funktion in engem Zusammenhang mit den yon M. Noether definierten 
und behandelten GescMechtszahlen der zugehSrigen algebraischen 
Mannigfaltigkeiten stehen. 

Im Jahre 1909 hat Severi [2] mit Hiffe der Postulationsformel die 
,,virtuellen arithmetischen Geschlechter" einer algebraischen Mannig- 
faltigkeit definiert und viel Miihe darauf verwendet, die Invarianz 
dieser Zahlen gegeniiber birationalen Transformationen wenigstens bei 
niederen Dimensionen zu zeigen, was u. a. auch yon H. T. Muhly und 
O. Zariski [3] mit einem gewissen Erfolg durchgefiihrt worden ist. 
Wenn auch diese Bemiihungen noch zu keinem abschlieBenden Er- 
gebnis gefiihrt haben, so haben sie doch auBer Zweifel geriickt, dab der 
Grundgedanke riehtig ist und dab in der ttilbertfunktion implizit eine 
Reihe yon birationalen Invarianten enthalten sind, deren reine Dar- 
stellung noch nicht v611ig gelungen sein diiffte. 

* Auszug aus einer am Mathematischen Seminar der Universit/~t Innsbruck 
ausgearbeiteten Dissertation. 
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Vielleieht kann es bei diesen Untersuchungen niitzen, die etwas 
schwerfalligen geometrischen Begriffe der klassisehen algebraisehen 
Geometrie beiseitezustellen und diese Frage mit derselben Methode 
welter zu behandeln, die Hilbert bereits in der oben zitierten Arbeit mit 
so durehschlagendem Erfolg beniitzt hat. Die inzwisehen hoehent- 
wickelte Idealtheorie vermag in vielen F~illen weitreichende Hiffsmittel 
bereitzustellen. In diesem Sinne babe ich in zwei neueren Arbeiten 
[5], [6] versueht, unter allgemeinsteu Gesichtspunkten zu erforsehen, 
in weleher Weise die Hilbertfunktion H (t; a~) und H(t; %) zweier 
H-Ideale az und % zusammenhitngen, von denen das eine dureh eine 
rationale Transformation (y] =~j  (x)) aus dem anderen hervorgeht. 
Dieser Zusammenhang lal~t sich in der folgenden einfaehen Formel 
darstellen: 

H (t; %) = H (t; a~) - -  H (# t; a~ + ~t), 

wo u ----- (q0, ql . . . .  , ~n) und # der gemeinsame Grad aller Formen q~. ist. 

Es ist bier interessaut zu bemerken, dal~ Northcott [7] vor kurzem 
in dem Bestreben, eine verallgemeinerte Hilbertfunktion fiir Ideale in 
Stellenringen zu erklaren, eine in wesentlichen Punkten tibereinstim- 
mende Formel aufgestellt hat; demnach k5nnte mar! die Hilbertfunktion 
H (t; %) des transformierten Ideals auch als ,,verallgemeinerte Hilbert- 
funktion" des urspriinglichen Ideals ax deuten. 

Jedeafalls aber geht aus dieser Formel die Bedeutung des in der 
nachfolgenden Arbeit behandelten Problems hervor, die explizite Be- 
rechnung der Hilbertfunktion H (t; ae) flit die Potenzen eines H-Ideals a 
durehzuffihren. Es ist dies als erster Schritt zu werten, das in d er obigen 
Formel auftretende Glied H (# t; a~ + u t) n~her zu bestimmen. 

Es ist naheliegend, diese Untersuehung zunachst auf Hauptklassen- 
ideale 

a = . . . ,  

zu besehranken, deren Basisformen alle denselben Grad v haben. Fiir 
diese Ideale ist es gelungen, mehrere gesehlossene Formeln abzuleiten, 
mit denen man die Hilbertfunktion H (t; a e) berechnen kann [Formel (3), 
(5), (7)]. Ferner konnte bewiesen werden, da] die Koeffizienten der 
Hilbertfunktion H (t; ae) selbst Polynome in ~ sind, deren Grad genau 
angegeben werden kann [Satz (19)]. 

W. Gr6bner. 
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Es liegt ein homogener Polynomring K Ix0, x ,  . . . ,  x~] fiber einen 
beliebigen KSrper K zugrunde. Es wird ein Hauptklassenideal 

= (91, 9~, . . . ,  9~) 

betrachtet, dessen Basisformen 9i alle denselben Grad haben. Folgende 
Bezeichnungen werden bier festgehalten: 

n -k 1 o Anzahl der Variablen des homogenen Polynomringes; 

d Dimension des Ideals; 

r Rang des Ideals; 

Potenz, zu welcher das Ideal genommen wird. Dabei gilt all- 
gemein a ~ = (1); 

t Grad der Formen des Ideals, deren Anzahl untersueht wird; 

9 Basisformen des Ideals; 

r Grad der Basisforme n 9; 

{:}{,:, 
0 fiir ~ < O. 

I. Eine Rekursionsformel. 

Hil/ssatz: Sind a und b Ideale eines kommutativen Ringes und 9 
ein Element desselben, das kein Nulltefler ist, so gilt: 

[a, 9 5] = 9 In: 9 ,  r~]. (1) 

Setzt man n~mlich [a, 9 5] : 9 c, so ist c _c [a~ 9 5] : 9 ~- [a : 9, hi. 
Andererseits ist 9 [a : 9, 5] _c [a, 9 5], also 

[a, 9 5] = 9 c _~ 9 [a : 9 ,  5] _~ [a, 9 5], 

woraus die Behauptung folgt. 
Wir betraehten ein Ideal a der Hauptklasse r 1 und fiigen eine zu a 

relativ prime Form 9 = 9~+1 hinzu, so dab das neue Ideal (a, 9) wieder 
ein ttauptklassenideal ist. Fiir die ~te-Potenz dieses Ideals hat man 

(a, 9) e = ae + 9 (~, 9) '~ 

Die Hilbertfunktion der Summe dieser zwei Ideale ist~: 

H (t; (a, 9) e) ----- H (t; a e) ~- H (t; 9 (a, 9) e-*) - -  H (t; [a e, 9 (a, 9)e-1]). 

I Das  is t  e in Idea l  des  Ranges  r oder  der  D imens ion  d ~ n - - r ,  das  e ine  
r-gl iedrige Basis  bes i t z t  ([4], S. 122). 

2 Vgl. [4], S. 158. 

Monatshefte fur Mathematik. Bd. 58/2. 



lo6 P.A. Plattner: 

Es ist zu bemerken,  dab jede Potenz ebxes P-Ideals  der Hauptklasse  
ungemiseht  ist 3, d. h. aus a : ~v = a folgt ae : ~ ---- ae fiir 0 ---- 1, 2, . . . .  
Unter  diesen Voraussetzungen folgt mit  Verwendung des t t i lfssatzes (1): 

[a~, ~ (a, ~)~-~] = ~ [aQ: ~, (a, ~)~-~] = ~ [a ,~ (a, ~)~-~] 

und wegen ct ,~ c (a, ~v) ~-1 erh/flt man  

Man karm iiberlegen, daft allgemein gilt: 

H (t; ~ c) = H (t; (~)) + H (t - -  ~; c). 

Aus diesen Erw~gungen ergibt sieh eine wertvolle Rekursionsformel fiir 
die t t i lber t funkt ion:  

H (t; (ct, cp)e) = H (t; cd) - -  H ( t - -  ~; cd) + H ( t - -  ~; (a, q~)e-1). (2) 

Ffir ~ = 1 reduzier t  sich diese Formel  auf  die bekannte :  

U (t; (a, ~)) = H (t; a) - -  H (t - -  v; (~)4, 

d~ (~, q~)o d~s Einheitside~l trod daher  H (t - -  T; (2, q))o) = O ist. 

Ferner  ha t  die t I i lber t funkt ion  H (t; a) eines beliebigen Ideals a 
den Wef t  null, wenn t eine negative ganze Zahl ist. Wenn  man dies fest- 
h~ilt und die Voraussetzung a : q~ = a erfiillt ist, so gilt die Formel  (2) 
ganz allgemein fiir t = 0, 1, 2, . . .  und  fiir ~ = 1, 2, . . .  Es ist nicht  
gefordert,  dab die Basisformen alle denselben Grad haben, ]a a selbst 
braueht  kein Hauptklassenideal  zu sein.. 

II. Einige Formeln fiir die Hilberffunktionen fiir Potenzen yon Haupt-  

klassenidealen mit  gleichgradigen Basisformen.  

Zuerst  soll die Hi lber t funkt ion  fiir die erste Potenz yon  Haup t -  
klassenidealen behandel t  werden. Es wird zun/~ehst die Formel  an- 
gegeben, welehe hierauf  mittels InduktionsschluB bewiesen wird. 

H (t; (~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ ) )  = x ( - -  1)J (~) {~-~:+~}. (3) 
i=0 

Beweis: Dutch  Einsetzen bekommt  man f i i r r - - - - 1  das riehtige 
Ergebnis:  

H (t; (~)) = ('+") - -  . - ~ + . 1 5  I n f .  

8 Vgl. [4], S. 129. 
4 Vgl. [4], S. 158 (9e). 
5 Vgl. [4], S. 162. 
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Nun wird vorausgesetzt, dal] die Formel fiir Ideale der Klasse r bereits 
gilt und es wird gezeigt, da~ sie aueh fiir ~ + 1 riehtig ist, solange 
r + 1 =~ n + 1 ist. Auf Grund der Rekursionsformel (2), fiir e = 1, 
folgt fiir ein Hauptklassenideal (~1, ~2, . . . ,  ~,+1), dessen Basisformen 
alle denselben Grad z haben: 

H (t; (~1, ~2, . . . ,  ~,+1)) = H  (t; (~i, ~ . . . .  , ~,) - -  H (t--z;  (~1, ~2 , . . . ,  ~))- 

Beniitzt man die Induktionsvoraussetzuag, so kSn~en diese zwei Hilbert- 
funktionen dutch die folgenden Summen dargestellt werden: 

(__ l)j (;){t-j :+~}_ ~ (_l)j (~){t- (j+~)~+~}. 
i=0 i=o 

Fal]t man diese zwei Summen zusammen, so folgt: 

r + l  

H (t; (~1, ~ ,  ., ~ + 0 )  = Z ( - -  l )  ~ (~1) ~t-j ~+~ 
" "  l n J~ 

i=0 
was zu beweisen war. 

Kenat  man die Hilbertfunktion fiir die Poteazen des Ideals a, und 
ist a : ~ = a, so kann man durch e-malige Aawendung der Rekursions- 
formel (2) auch die Itilbertfunktion fiir (a, ~)e bereehnen: 

Q--1 

H(t; (a,~)e) = X[H(t--]7:; ae-J)--H(t- - ( i  § 1)~; a,~ (4) 

Auch bier ist wieder zu beaehten, da~ die Hitbertfunktion fiir ein 
negatives Argument t gleieh null zu setzen ist. Im iibrigea gilt diese 
Formel ganz allgemeia fiir e ---- 1, 2, . . .  

Die folgende Formel beweisen wir durch vollstiindige Induktion be- 
ziiglich ~ und e. 

r - - 1  

H(t; ar ---- (t+~)__ 27 (--1) i (r (~+;-}) {t-e ~-~i ~+~} flit e----l, 2 , . . .  (5) 
i=0 

Beweis: Dutch Einsetzen sieht man, dab die Formel f i i r r  ---- 1 richtig 
ist. 

H (t; (v), ~ = r  {~-,o~+.} 

Ferner gilt (5) fiir e = l  und alle r----l, 2, . . . ,  n+l,  weil sie dana mit 
(3) iibereinstimmt. 

Nun setzen wit voraus, daI] die Formel (5) bereits fiir alle Poteazen 
des Ideals a, sowie fiir die Exponenten 1, 2, . . . ,  e--1 des Ideals (a, ~) 
bewiesen sei. Dana folgt aus (2) mit Hiffe der Induktionsvoraussetzung: 

8~ 
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r - -1  

j = 0  

q- 27 {--]~J (e+i-l~/~+,-1~ {t- ~J ~ j Jt,-1-jl (e+1)~-J~+~} 
j=o 

~ (__11J {,o+J-21 {~+r-:11 
_ , - , ,  J , , ,-~,{'- '~ 

j=o 

Das erste Glied der ersten nnd dritten Summe nnd das letzte der zwei~en 
und dritten Summe werden aus der Summenformel herausgenommen 
und fiir sich behandelt. Sie ergeben zusammengefaBt die beiden Glieder: 

(%+,) { , - ~ + n } ,  (__1),+~ (,o+;-~) {,-(~+:)~+~}. 

Nach entsprechender Verinderung der SummationsbuchsLabea bleiben 
dann noch die drei folgenden Summen: 

r - -2  

27 (--ly"/~+J~ /Q+'-h V+lJ ~,-2-~ J {t- (o+1) ~-j ,+~} 
j = 0  

,~' (__1)] (Q+~--I) ~r--l--j{~~ tft--(~+l)'r--j "r+~Qn J 

y=0 

, j+l J ~ , - ~ - j  {~- ~+~}, 
i = 0  

welche zusammengefaSt ergeben: 
~'--2 _r (_~/,~+-~+~ (Z+,_~) {~-(,o+~)~-~-~+~}. 
y=o 

Die zwei Glieder, welche eigens berechnet wurden, werden wieder in die 
Summe hineingenommen, so da$ wit schlieBlich haben: 

P 
H (t; (a,q~)e) -- (t+~)___~(__l)~" (,o+]-]) 07+,) {t- e , - , + . }  ; ,  

j = o  

damit is~ Formel (5) allgemein bewiesen. 

Wichtig ist der Spezialfall t ---- er. Nach Einsetzen in (5) bleibt yon 
der Summe nut  das Glied ?" ---- 0 stehen. 

H (Or; r = (,o~+~) __ ~'~ ~, fiir e = 1, 2, . . .  (6) 

Ei~e wei~ere l%rmel fiir die Hilbertfunktion yon Potenzen yon 
Hauptklassenidealen mit gleichgradigen Basisformen lautet: 

H (~; a~) = _r (,+~-~) H ( t - - i~ ;  a) (7) 
] = 0  

Beweis: Zuniichst wird die Rich~igkeit der Formel 
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H (t; a+) = H (t; a, 0-1) § (,0+~_~) H ( t - - ( e - - l )  ~; n) (7a) 

dureh Verwendung yon (5) gezeigt. Dutch Veranderung des Summations- 
index bekommt man: 

r 
H (t; a '0) = (~+++) + Z (--1)J (+~L7 ~) c,~ {~- (++~-~)+++} 

j=i 

Die Summe zerlegen wit in zwei dadurch, daI~ wir folgende Beziehung 
verwenden: 

= ( j )(~_+;-}), 

deren Richtigkeit man dutch einfaehes Bereehnen der rechten Seite be- 
stiitigen kan_u. Dies fiihrt nach eLuer leiehten Zwischenreehnung auf 

r--1 
H(t;  a + ) =  ( + + ) - - 2 : ( - - 1 ) J  ++J-~ ~++'-~ ( J ) , , _ ~ _ j ,  {~-<,o-~++j)~++} + 

j=O 

+ (++_~y~) z' (--:W (~) {'- <+-1+j)++,+}, 
1=o 

woraus wegen (5) und (3) die zu beweisende Formel (7a) folgt. Wendet 
man (7a) @-real rekursiv an, so erhalt man (7). 

IlL Die Hilbertsehen Koeffizienten fiir Potenzen yon Hauptklassenidealen. 

Die I-Iilbertfunktion H (t; a e) ist fiir geniigend grol~e Werte yon t 
ein Polynom in t, dessen Grad gleich der Dimension d des Ideals a ist. 
W/ihrend die vorausgehenden Formeln fiir alle Werte von t giiltig waren, 
ist das bei den folgenden Formeln immer erst yon einer unteren Sehranke 
an richtig. Fiir gewShnlich schreibt man die Hilbertfunktion in der 
folgenden Gestalt: 

d 
S ( t ;  {~@) X h i t 6 = ---- (~-i), t > T. (8) 

i=0 

Im allgemeiaen steht fes~, da~ die Hilbertsehen Koeffizienten h0, hi, . . . ,  
h d ganze rationale Zahlen sind. Hier werden sie Funktionen yon @ sein. 

Fiir manche Zwecke is~ folgende Sehreibweise besser: 
d 

H (t; a~) = Z k+ ~/t+d-q~_+ i, t => T. (9) 
i=0 

Jede dieser beiden Darstelhmgen litBt sich in einfacher Weise in die 
andere iiberfiihren. 

* Vgl. [4], S. 161, (15a). 
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Fiir die weiteren Ausfi ihrungen brauchen  wir die folgenden drei Hilfs- 
formeln (10), (11) und (12), bei denen n e i n e  natiirl iche Zahl, a und  b 
beliebige reelle ZaMen bedeuten:  

(~+~) = 27  ( ~ ) ( 2 _ #  7 ( 1 0 )  

]=0 

(o;b) 27(--1)J (~) ~-J ----- (~_j), (11) 
Y=O 

0 fiir a =  0, 1, . . . ,  n - - l ,  
n 

27 ( - -1 )  j (~) ((~+~)b) = ( - -1)  ~ b~ fiir a = n, (12) 
j=0 ein Po lynom in a v o m  

Grad  a - - n  fiir a > n. 

Die Richt igkei t  der Formel  (11) kann  m a n  mi t  Hilfe yon  (10) zeigen; 

es gilt  namlich:  

(~;~) (_1)~ ( - o + ~ + n - ~ )  ~ ~ - ~ + n - 1  = = ( - -1 )  27 (j) ( n--] ) = "~' ( - -1 )  j (~) (n--y)'a--J 
j=0 ]=o 

1 = 27 x ~ und  Beweis yon (12): Bildet  m a n  die a t" A b M t u n g  yon 1 - - x  ~=0 

mult ipl iz ier t  m i t  ( l - - x )  ~, so erhiilt man :  
c~ 

( l - - x )  n - ~ - I  = ( l - - x )  ~ Z P + q  xL 

Aus dem Koeffizientezivergleich geht  hervor,  dab  rechts  alle Koeff i -  

zienten derjenigen Po tenzen  yon x verschwinden,  welehe grSBer als 
n - - a - - 1  ~ 0 sin& I s t  aber  n = a, so sind die Koeff iz ienten aller Po- 

tenzen yon  x gleieh eins. Daher  f inder  m a n  nach knrzer  Zwischen-- 

rechnung:  

0 fiir a = 0, 1, 2, . . . ,  n - - l ,  (13) .~ (-1); (D r  = ~ ~ �9 _ 
i=o  ( - -1)  ( , -~ )  fur  a - -  n, n - ~ l ,  . . . ,  

wo a zungchst  alle Zahlen 0, 1, 2, . . .  bedeuten  darf.  D a  abe t  l inks der 
Ausdruck  ein Po lynom yore  Grade  a in a darstellt ,  das fiir unencUich 
viele Wer te  yon a mi t  der rechten  Seite, die null oder wieder ein 1)o - 
l ynom in a ist, i ibereinst immt,  so gelten diese Beziehtmgen identisch in 
a, d. h. fiir beliebige (reelle oder komplexe)  ZaMen a. I m  folgenden 
werden diese Formeln  j edoch nur  fiir ganze rat ionale  Zahlen verwendet .  

Rechne t  m a n  yon den Binomialkoeff iz ienten auf  Potenzen  urn, 
so folgt:  

7 Vgl .  [4], S. 162. 
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l 
0 fiir a = 0 , 1 , 2 , . . . , n - - 1 ,  

'~ (--1)~n! fiir a = n ,  
( - - ly  (D (~+i)~ = (14) 

j=o ein Polynom in a yore Grade a - - n  
fiir a > n .  

Aus (13)and (14) geht (12) hervor. 
Die Formel (11) gilt abet nicht mehr fiir das Symbol a-b { ~ }, und 

daher haben die folgenden Entwicklungen nur fiir die Werte yon t 
Geltung, die grol] ge~ug sind, so dab die Symbole {t-j ~-~ ~+~} mit 
den gewShnliehen Binomialsymbolen iibereinstimmen. Infolgedessen muB 
immer vorausgesetzt werden: 

t > (@ ~ - v - - 1 ) ~ - - n .  

Dutch Einsetzen von (3) in (7) erh/flt man: 
@-i . r 

It (t; as) = 27 (r+~-l) _r ( - -W (D ('- cJ+j) ~+D. 
y=O ~=0 

Mit Hilfe yon (II) kann diese G1eiehung so umgeformt werden: 

5-1 " 1 ~ ~ (0+~)~), H (t; as) = X (--I)" (t+l;s) X ('+~-~) Z (--) (~) 
#=0 j=O ~.=0 

und wegen (12) verschwindet die letzte Summe fiir alle # < r. Setzen 
wir i = # -- r und n -- r = d, so folg~: 

d . 5-1 . r 
H (t; as) ---- Z (--1) i+~ (t+!-~*) 2 (~+~-1) 27 (--1)~ (.)," (q+'-),+~ ~,. 

~=0 ~'=0 v = 0  

Aus dieser Formel kann man die k-Koeffizienten abtesen. 

5-1 . r 

~ = (--1)  ~+" x ('+~.-~) Z ( - - I F  (D ~(J+~>,+~ ~,, i = 0, 1, . . . ,  d. (15a) 
/=0 ~=0 

Dureh Verwendung yon (11) in (5) und lnit Riicksieht darauf, dab die 
k~ nach (15a) Polynome in ~ yore Grade r-4-i sind, erhalt man fiir die 
k~ eine weitere Forme]: 

r - -1  

k i ---- X (--1) '+i+i+~ (5+J-1)(~+;-}),((5+J),+i ')- (15b) 
] = 0  

Die h-Koeffizienten berechnet man aus den k-Koeffizienten. Mit Hilfe 
yon (10) finder man allgemein: 

h i  d--/$ : X (~_~) k~. (16) 
# = 0  

Aus (16) und (15a) folgt somit: 
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i ~--1 r 

h, = s ( - - I )  . + ' , , _ . ,  _ ,  , , ( - - I )  G) ,  . + .  , -  (17a) 
#=0  j~O ~,=0 

Verwendet man (10) in (5) und berticksiehtigt, dai] die h i naoh (17a) 
Polynome in ~ veto Grade r + i  sind, so folg~: 

~+, *), i -=  O, I , . . . , d .  (17b) 
j=o 

Die Berechnung der k-Koeffizienten ist einfacher als die der h- 
Koeffizienten, weil die k-Koeffizienten den Faktor n nicht enthalten, 
welcher die Anzahl der Variablen des zugrundeliegenden KSrpers an- 
gibt, w~hrend ihn die h-Koeffizienten enthalten. 

Der erste Itilbertsche Koeffizient h o = ko wird als die Ord_uung des 
betreffenden Ideals bezeichnet s. Dartiber kSnnen wit auf Grund (15a) 
und (12) eine aUgemeine Aussage maehen. 

Die Ordnung h0 der ~tcn Potenz eines Hauptklassenideals 
veto Range r, dessert Basisformen alle den Grad ~ haben, ist (18) 
ein Polynom in Q und v vom Grade r ,und zwar gleich: 

ko = he = ( ~ + ; - 1 )  ~ 

Handelt es sieh um ein Hauptklassenideal a mit nicht gleiehgradigen 
Basisformen, so lautetdie Ordnung des Ideals ae: 

k0 = he = (0+~-1) ~1 ~ . . .  ~. 

AbschlieJ]end werden noeh einige' allgemeine Aussagen tiber die 
Hilbertschen Koeffizienten gemach~. Diese gelten sowohl ftir die h, als 
aueh ftir die k~. Sie ergeben sieh aus (12), (15a) und (17a). 

I. Die Hilbertsehen Koeffizienten fiir die Potenz q yon (19) 
Hauptklassenidealen, deren Basisformen alle den Grad z 
haben, sind Polynome in z, deren Grad gleieh ist dem 
Rang r des beSreffenden Ideals, vermehrt um den Index 
des jeweiligen Koeffizienten. 

II. Es verschwinden alle jene Potenzen yon v, welehe 
kleiner als r sind. 

III. Die Koeffizienten dieser Polynome in v sind Polynome 
in Q, deren Grad gleich ist der betreffenden Potenz yon 3. 

vg]. [4], s. 161, is. 
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