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Vollfiihr~ ein starres ebenes System E auf ebener Unterlage E' einen 
zwangl~ufigen Bewegungsvorgang B = E/E', so beschreiben die ein- 
zelnen Punkte yon E Bahnkurven in der Ebene E', die sieh im allgemeinen 
stets voneinander unterseheiden. Wit fragen nun naeh solchen Be- 
wegungsvorgangen, bei denen jede Bahnkurve in der Rastebene E' 
nicht nut von einem Punkt X = X 0 der Gangebene E, sondern gleich- 
zeitig aueh noeh von weiteren Punkten X1, X2, . . .  X~, . . .  yon E durch- 
laufen wird. Ein Beispiel eines Bewegungsvorgangs mit solch mehffach 
durchlaufenen Bahnen erlang~e erst jiingst praktisehe Bedeutung: Der 
Quersehnitt des zylinderfSrmigen Geh~uses des NSU-Wankel -Motors  

ist eine iibersehneidungsfreie zweibogige Epitrochoide. Der ebenfalls 
zylindriseh geformte Dreiecksl~ufer wird einer Troehoidenbewegung 
(Kreisrollung) unterworfen, wobei die drei Anliegepunkte des Quer- 
sehnittes, in denen die Diehtleisten angebraeht sind, ein gleichseitiges 
Dreieek bflden und auf obiger Epitroehoide wandern. Diese Kurve 
wird somit von drei Punkten des bewegten Systems (L~ufer) besehrieben. 

Es erweist sieh als zweekm~fiig, die beiden Ebenen E, E' als Gauss- 

sche Zahlenebenen anzusehen und reehtwinkelige Achsenkreuze als ihre 
Repr~sentanten zu w~hlen. Wit fassen hierzu die auf dem Gangkreuz 
{ U; xl, x2} in E ful~enden kartesisehen Koordinaten xl, x~ eines reellen 
Punktes X zu einer komplexen Zahl z = xl + i x~ mit i n = -- 1 zu- 
sammen. Gleiches gesehehe in E' mit den auf dem Rastkreuz { U' ; xl' , %' } 
begriindeten kartesisehen Koordinaten xl', x~' yon X. Im festen System 
E' wird also der Punkt X dutch x' ~ x 1' ~- i x 2' erfal~t. Diese kom- 

plexen ZaMen x, x' entspreehen den Vektoren U X  bzw. U ' X .  GehSr~ 
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zum Ursprung U im Rastsystem die Zahl u' = u~' + i u2', die somit 

den Vektor U' U vertritt, so gilt gem/~l] Abb. 1 bei Einfiihrung des Dreh- 

xl 

Abb. 1. Gang- und Rastebene 

winkels ~, dutch den das Gangkreuz gegeniiber dem Ras~kreuz verdreht 
erscheint, 

z'  = u' + x e ~ .  (1) 

Sind nun u ' =  u'(t), q -  ~(t) geniigend oft stetig differenzierbare 
Funktionen eines reellen Parameters t (Zeit) mit gemeinsamem Defi- 
nitionsbereich, so wird dutch (1) ein zwangl~tufiger Bewegungsvorgang B 
beschrieben, d. h. genauer gesagt die Bahnkurve dargestellt, die ein 
Punkt X tier Ebene E bei B durchlauft. 

I) Im besonderen wollen wit nun ffir I~ voraussetzenl: 

a) Die Funkt ion u' = u' (t) sei periodisch mit der Periode T,  

b) Der Drehwinkel q~ hgnge linear yon der Zeit t a b :  ~(t) = ct + d. 

Erteilt man dem Parameter t den Zuwachs T, so ergibt sich 

u'(t + T) + z e ~(~+~) = u'(t) + z l  e ~(~) 
mi t  

X 1 ~ ~ e @T. 

Fiigt man allgemeiner zu te in  ganzzahliges Vieffaches yon T hinzu, so 
wird 

u'(t  + kT )  + x e ~(t+~) = u'(t) + x k e i~<') 

1 Vgl. H. R. Miiller, Kinematik (Samml. G6schen, Bd. 584/584a, Berlin 
1963), S. 96. 
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mit 
x~ = x e ~ r ,  k = ganz. (2) 

Falls nun vT ein ganzzahliges Vial]aches yon 2 z ist, so grit 

~i ~ ~2 ~ . . .  ~ X k - ~  . , .  ~---~. 

Der Bewegtmgsvorgang B hat  in diesem Fall selbs$ die Periode T. 
Ist  ]edoch cT kein ganzzahliges Viel]aches yon 2 g, so wird die Bahn- 

kurve eines jeden Punktes X auch yon weiteren Punkten clef Gang- 
ebene E durchlaufen. Diese Punkte  X1, X2, . . .  X~, . . .  gehen wegen 
(2) aus X durch Drehung um den Ursprung U mit ganzzahligen Viel- 
fachen yon cT als Drehwinkel hervor. Die Punkte  X 0 ---- X, X~ . . . .  X k , . . .  
bi]den also einen regelm~ifligen Polygonzug. 

Ist  im besonderen cT ein rationalzahl~ges Viel/aches von 2 ~, also 
m 

cT = 2 ~ . - -  ( m u n d  n ganz, teilesfremd), so schliel]t sich dieser 
n 

Polygonzug, d. h. fallen die Punkte ffir k > n mit  schon betrachteten 
Punkten zusammen: Xj = Xj+~. Zu jedem Punkt  X gibt es in diesem 
Fall endlichviele Punkte  X1, X2, . . .  X~_I, die mit ibm zusammen in 
der Gangebene E ein regelm~ifliges n-Eck bflden und bei B auf der gleichen 
Bahnkurve wandern. Der Bewegungsvorgang B besitzt die Periode nT 
und kann dutch Ffihrung der Eckpunkte dieses regelmaBigen Vielecks 
yon E auf des gleichen Ku~ve yon E' erzeug~ werden. 

Man gelangt zu abziihlbar unendlich vielen Punkten X1, X~ . . . .  X k . . . .  
wenn cT ein irrationalzahliges Viel]aches yon 2 ~r ist. Des unendliche 
(sich nicht schlieBende) regelm~flige Polygonzug in E l/~Bt sich auf der 
gleichen Bahnlinie yon E' bei B bewegen. 

Nus fiir den Ursprung U, d. h. fiir x = 0, fallen diese Punkte  X k tri- 
vialerweise zusammen. 

Ffir die Umkehrbewegung B ' - - E ' / E  fungieren diese Punkte  
X 0 = X, X1, . . .  Xk, . . .  als Stfitzpunkte, dusch die die frfiher gemein- 
sam duschlaufene Bahnkurve stets hindurchgleitet. 

Einfache Beispiele finden wit in den Trochoidenbewegungen 2. Sie 
entstehen dusch Rollung eines Kreises p vom Halbmesser r auf einem 
Kreis p '  vom Halbmesser r '  ---- (1 - -  c) r. Ffir sie gilt, wie man Ieicht 
einsieht, 

X'  ~ - -  e r e ~t ~ -  x e ~t. 

Vgl. auch W .  W u n d e r l i c h ,  Uber  Gleitkurvenpaare aus Radlinien. Math. 
Nachr. 20 (1959), 373--380. 
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Abb. 2 zeigt das Oehiiuseprofil des Wankel-Motors mit c = ~/3 oder 
r' : r ~- 2 : 3. In Abb. 3 ist v = 1/a oder r '  : r = 3 : 4. 

X 1 

X1 

xo 

x2 
Abb. 2. Von drei Punkten beschriebene Abb. 3. Von vier Punkten beschriebene 

zweibogige Epitrochoide dreibogige Epitrochoide 

]I) Wir wollen nun die allgemeinsten Bewegungsvorgdnge ermitte]n, 
bei denen eine mehr]ache Bahndurchlau]ung dutch Punkte /esten zeitlichen 
Abstands T jeweils stattfindet. 

Sollen die Bahnen zweier Punl~e X, X~ der Gangebene E sich 
decken, so mul~ fiir feste (komplexe) Werte x, x 1 wiederum 

u'(t § T) § x e~(~+T) = u'(t) § x~ e ~ )  (3) 

erfiiUt sein. Diese Beziehung muff im besonderen auch fiir den Ursprung 
U, also ffir x----0 gelten. Bezeichnen wir den zugehSrigen Weft  yon 
x~ mit  q, so ist 

u'(t + T) = u'(t) + q e ~('). (4) 
Aus (3) und (4) folgt 

oder 

e~[r T)-r _ xl - -  q _ ei~~ 
x 

x 1 ~ q ~ -  X e i~~ 

r ~- T) - -  r = % = konst. 

Di / /er enzengIeivhung Die (6) ffir den 
v o n d e r  Zeit t kann leicht gelSst werden, da ja 

~o*(t) ---- c t m i t c  = konst. 

(5) 
(6) 

Drehwinkel ~ in Abhiingigkei~ 
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als spezielle LSsung bekannt ist. Gem/ill 

~ * ( t  + T)  - -  ~ * ( t )  = ~o (7)  

setzen wir e T  ---- ~o und betrachten die Funktion 

co(t) = ~ ( 0  - ~* ( t )  = ~( t )  - ~ t. 

Ffir sie gilt wegen (6), (7) 

co(t + T)  - co(t) = 0. 

co(t) ist also periodiseh mit der Periode T.  Somi t  hat qJ(t) die Gestalt 

~(t) = ~ t + co(t) (s)  

mit  einer reeUen Konstanten c und beliebiger periodischer Funk t ion  co(t) 
der Periode T .  

Zwecks Kennzeichnung der Funktlon u' =- u'(t) fassen wit (4) eben- 
falls als Di/]erenzengleichung auf: 

u'( t  + T)  - -  u'(t)  = q e ~r (9) 

Hierbei ist q eine komplexe Konstante und ~(t) yon der Gestalt (8). 
Um (9) zu 15sen, fragen wit, was dureh geeignete Verschiebung des 

Aehsenkreuzes in der Gangebene E bewirkt werden kann. Man fiihrt 
hierzu 

x = y + s (s = komplex, konst.) (10) 

in (1) ein und erhiilt 
y'  = x'  = v'(t) + y e ~(t) (11) 

mit 
v'(t) = u'(t)  -]- s j~(t). (12) 

Daraus entnlmmt man unter Beachtung yon (6) 

u'( t  -}- T)  - -  u'(t)  = v'(t  -}- T)  - -  v'(t) -I- s e ~(`} (1 - -  ei~'). 

Withlt man nun naeh Vergleieh mit (9) die noeh verf'tigbare GrSl~e s so, 
dal~ 

q = s(1 --  e '~*) (13) 
grit, dann wird 

v'(t + r )  - v'(t) = o, 

also v' (t) eine periodische Funk t ion  mi t  der Periode T .  Hierbei ist nut auf 

1 - -  e ~~ # 0, also ~o # 2 kzt (k ---- ganz) 

zu achten, u' (t) ist somit yon der Form 

u'(t) = v'(t) - -  s d ~(t). (14) 



Bewegungsvorg~nge mit mehrfach durchlaufenen Bahnkurven 331 

Durch (1) in Verbindung mit (8) und (14) sind nun die allgemeinsten 
Bewegungsvorgiinge mit mehrfacher Bahndurchlaufung und T = konst. 
bestimmt. 

IID Nun wenden wit uns den Bewegungsvorg~ingen zu, bei denen der 
zeitliche Abstand T der au] gleicher Bahn bewegten Punkte mit der Zeit t 
variiert: T----- T(t). 

In genau der gleichen Weise, wie frfiher bei II lassen sich nun die 
Gleichungen (3) bis (6), sowie die Bedingung (9) herleiten. Die Funktion 
t * =  ~v(t) kann jedoch weitgehend beliebig vorgegeben werden; sie sei 
nut wenigstens stfiekweise umkehrbar. Ihre AuflSsung nach t mSge mit 
t = y~(t*) bezeichnet werden. Dann ist T = T(t) bestimmt, denn es 
folgt aus (6) 

T = r( t )  ~- F(q~(t) + q4) --  t. (15) 

Wit vollziehen nun einen Wechsel in der Variablen und sehreiben start (9) 

u'(~(t* + ~o)) - u'(~(t*)) = q e% 
Mit der Abkiirzung 

u'(t) =- u'(v(t*)) = w'(t*) (16) 
linden wit also in 

w'(t* + q~o) - -  w'(t*) = q e ~t~ (17) 

eine Di/]erenzengleichung yore friiher unter II behandelten Typus: ?0 
entspricht nun dem frfiher konstanten Weft T. GemK$ (8) ist c = 1 
und ~o ~ 0 zu nehmen. 

Nach (14) kann man also w'(t*) in der Gestalt 

w ' ( t * )  = v ' ( t * )  - s e ~~ ( i s )  

ansetzen. Damit gelangt man sehliel~lich wegen (16) zu 

u' (t) : v'(?(t)) - -  s e ~v(t), (19) 

wobei v'(t*) eine beliebige periodische Funktion der Periode ~0 ist. 
Bei Vorgabe yon q muB s wieder so gew/~blt werden, dal] (13) erfiillt ist. 
(1) und (19) geben dann fiber die allgemeinsten Bewegungsvorgange mit 
mehrfacher Bahndurchlaufung Aufschlul]. 

IV) N u n  untersuchen wi t  die Verteilung und die Lage der Punkte 
yon E, die bei B eine gemelnsame Bahn in E'  beschreiben. 

Aus (6) folgt sofort ffir festes T (Fall I u n d  II) 

~(t + 2 T) - ~(t) = 2 ~o 

und daraus dutch vollstandige Induktion 

q(t + kT)  -- ~(t) = k ~o, k = ganz. (20) 
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Wegen (5) und (13) gilt 

xl = s § (~ - s) e ~ .  

Mit (20) finden wit, daft der Punk~ X k yon E m i t  

x~ = s + (x --  s) e ~k~' (2i) 

im zeitlichen Abstand kT den gleichen Punkt der gemeinsamen Bahn- 
kurve passiert wie der iusgangspunkt X. Wit besti~tigen hierzu nitmlich 

u'( t  + k T )  § x e iq<t+kT) -~ u'(t) % x~ e i~(0. (22) 

Im Fall III, also bei beliebiger Vorgabe yon r gilt (21) ebenfalls 
wegen (16), (18). An die Stelle yon (22) tritt 

~v'(t* § k ~o) + x e ~(~'+k~') = w'(t*) § xk e ~*. 

Die Punkte  X o ---- X ,  X i ,  X2, �9 �9 �9 Xk,  �9 �9 � 9  Gangebene E sind somit 
gckpunk te  eines regelmliJ3igen Polygons bzw. Polygonzuges, dessen Mitre 

im  Ursprung S des verschobenen Gangkreuzes liegt (y  -~ O, x ~ s). Bei B 
werden diese 1)unkte auf der gleichen Bahnkurve beweg~. Der eingangs 
behandel~e Sonderfall I, ja noch spezieller die Trochoidenbewegungen 
sind also bereits fiir Bewegungsvorg/inge mit mehrfach beschriebenen 
Bahn~lrven typisch. (Vgl. auch VI !) 

m 
Fiir ~o ~ 2 ~ ---  ist der Bewegungsvorgang B geschlossen, er besitzt 

n 

in den F/~llen I und II hinsichtlich der Ver/inderlichen t die Pe~,iode n T  

bzw. im Falle III  beziiglich t* die Periode n q~o und wegen 

die Drehzahl m. 

V) Der Inhalt  F x des Flg~henstiickes, das durch die Bahnkurve eines 
1)unktes X yon E bei einem geschlossenen Bewegungsvorgang B in der 
Ebene g '  berandet wird, kann nach der Formel 

1 1 
~ = ~ ~ (~1' d~ '  ~ '  ~ 1 ' )  = ~ 7  ~ (~' d~' - -  ~' a~') 

berechnet werden. Hierin ist durch Uberstreichen die Bildung des 

----- X l  t - -  ~ 2  " Konjugiums angedeutet: ~' i ' 
Mit Jakob Steiner kann man fiir die ~laohe auch 

F x m z [ x  x - -  (x "s* § ~c s*)] § $'~ (23) 

schreiben, wobei dutch 

s* ~ p d~ (24) - r  
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der Schwerpunkt S* der Gangpolbahn bei einer Belegung mit den Massen- 
elementen d~ gegeben ist und F~ die Bahnfliiche des Gangursprungs U 
bedeutet a. 

Fiihrt man 
U p _____ - -  ~ e i~ 

ein, so wird der Momentanpol P im beweglichen System E durch 

qP 
erfaBt und gilt 

1 

Bei geschlossenen (periodischen) Bewegungsvorg~ngen mit mehr- 
facher Bahndurehlaufung mul3 naturgem~ti] 

Fx = Fxl~ fiir k ~- 1, 2, . . .  (26) 

gelten. In I-Iinbliek auf (10) und (21) findet man 

y ~ = ( x  - s)  (~  - 3) = (xk - s)  ( ~  - 3) = y~ ~. 

Mit der Fl~iehenformel (23), bezogen auf das versehobene Gangkreuz 
(Ursprung S), folgt aus (26) daher 

( x  - s)  ( ~ * - ~ )  + ( x  - ~) ( s*  - s)  = (x~ - s)  (3* - 3) § ( ~  - 3) ( s*  - s)  

oder sehlieBlieh 
S * - - s ~ O .  

Der Steiner-Punkt S*/gllt also mit dem Ursprung S des versvhobenen 
Gangkreuzes zusammen ~. Die F1/ichenformel (23) vereinfacht sich auf 

Der Steiner-Punkt S* ~ S ~st also stets der gemeinsame Mittelpunkt 
der au] gleicher Bahn bewegten regelmdfiigen Vieleeke. 

u Bisher gingen wit davon aus, da~ das Zeitgesetz, also die Ab- 
hiinglgkeit yon dem als Zeit gedeuteten Parameter t wesentiieh sei. 
Verzichten wit darauf und betrachten wir allein den geometrischen 

3 Vgl.  W. Blaschke-H. R. Miiller, E b e n e  K i n e m a t i k  (Mi inchen  1956), S. 113. 
M a n  k a n n  a u c h  d i r ek t  r (p - -  s) dq~ ~ 0 n a e h w e i s e n ,  e~w~ d a d u r c h ,  d~l~ 

m a n  m i t t e l s  e ine r  Fourier-Entwicklung zeig t :  

nT m 
f w(t) e--it d t ~ O ,  w e n n  w(t~- T) =w(t)  u n d  T = 2 z - - .  
o 
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Sachverhalt, was bereits auch in IV und V geschehen ist, so bietet sich 
wegen (19) der Drehwinkel ~ ~ t* als vorteilhafter, ,,nati~rlicher" Para- 
meter an. Bei seiner Verwendung und bei geeigneter Wahl des Gang- 
kreuzes in E, n~tmlich bei Wahl des Ursprungs U im Steiner-Punkt S*, 
was s ---- 0 und q ~ 0 zur Folge hat, werden wit geradezu auf Fall I 
mit c ~ 1, d ~ 0 gefiihrt. 

Die allgemeinsten Bewegungsvorg~inge mit mehr/acher Bahndurch- 
lau/ung s~nd also im Wesentlichen bereits dutch Fall I er]aflt; jeder solche 
Bewegungsvorgang l~i~t sich au] diese ~orm trans/qrmieren. 


