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Vollfiihrt ein starres ebenes System E auf ebener Unterlage E' einen
zwangliufigen Bewegungsvorgang B = E/E’, so beschreiben die ein-
zelnen Punkte von E Bahnkurven in der Ebene E’, die sich im allgemeinen
stets voneinander unterscheiden. Wir fragen nun nach solchen Be-
wegungsvorgingen, bei denen jede Bahnkurve in der Rastebene E’
nicht nur von einem Punkt X = X, der Gangebene E, sondern gleich-
zeitig auch noch von weiteren Punkten X, X,, ... X, ... von E durch-
laufen wird. Ein Beispiel eines Bewegungsvorgangs mit solch mehrfach
durchlaufenen Bahnen erlangte erst jiingst praktische Bedeutung: Der
Querschnitt des zylinderférmigen Geh#uses des NSU-Wankel-Motors
ist eine iberschneidungsfreie zweibogige Epitrochoide. Der ebenfalls
zylindrisch geformte Dreiecksldufer wird einer Trochoidenbewegung
(Kreisrollung) unterworfen, wobei die drei Anliegepunkte des Quer-
schnittes, in denen die Dichtleisten angebracht sind, ein gleichseitiges
Dreieck bilden und auf obiger Epitrochoide wandern. Diese Kurve
wird somit von drei Punkten des bewegten Systems (Léufer) beschrieben.

Es erweist sich als zweckmiBig, die beiden Ebenen E, E’ als Gauss-
sche Zahlenebenen anzusehen und rechtwinkelige Achsenkreuze als ihre
Reprisentanten zu wihlen, Wir fassen hierzu die auf dem Gangkrenz
{U; @,, @,} in E fuBlenden kartesischen Koordinaten z,, 2, eines reellen
Punktes X zu einer komplexen Zahl z = z; 4 ¢ 2, mit * = — 1 zu-
sammen. (leiches geschehe in E' mit den auf dem Rastkreuz {U’; =", ;' }
begriindeten kartesischen Koordinaten «,”, ;" von X. Im festen System
E' wird also der Punkt X durch 2’ = z," + ¢ &,” erfait. Diese kom-

plexen Zahlen z, ' entsprechen den Vektoren UX baw. U'X. Gehors
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zum Ursprung U im Rastsystem die Zahl o' = u," + ¢ u,’, die somit
den Vektor U’U vertritt, so gilt gemif Abb. 1 bei Einfithrung des Dreh-

Abb. 1. Gang- und Rastebene

winkels ¢, durch den das Gangkreuz gegeniiber dem Rastkreuz verdreht
erscheint,
¥ =u + ze (1)
Sind nun »' = '(t), ¢ = @(?) geniigend oft stetig differenzierbare
Funktionen eines reellen Parameters ¢ (Zeit) mit gemeinsamem Defi-
nitionsbereich, so wird durch (1) ein zwanglidufiger Bewegungsvorgang B
beschrieben, d. h. genauer gesagt die Bahnkurve dargestellt, die ein
Punkt X der Ebene E bei B durchliuft.
I) Im besonderen wollen wir nun fiir B voraussetzen!:
a) Die Funktion w' = ' (t) set periodisch mit der Periode T,
b) Der Drehwinkel @ hinge linear von der Zeit t ab: () = ct + d.
Erteilt man dem Parameter ¢ den Zuwachs T, so ergibt sich
Wt + T) + x 70D = o/ (1) 4 2, O
mit
z, = x &7,
Fiigt man allgemeiner zu ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von T' hinzu, so
wird
W (t 4+ kT) -+ x 0D = /(1) + 3, 7O

1 Vgl. H. R. Miiller, Kinematik (Samml. Goschen, Bd. 584/584a, Berlin
1963), S. 96.
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mit

@, = © 6, k = ganz. 2)

Falls nun ¢T ein ganzzahliges Vielfaches von 2 7 ist, so gilt
By=Ty= ... =8= ... =1.

Der Bewegungsvorgang B hat in diesem Fall selbst die Periode 7'

Ist jedoch ¢T kein ganzzakliges Vielfaches von 2 z, so wird die Bahn-
kurve eines jeden Punktes X auch von weiteren Punkten der Gang-
ebene E durchlaufen. Diese Punkte X, X,, ... X, ... gehen wegen
(2) aus X durch Drehung um den Ursprung U mit ganzzahligen Viel-
fachen von ¢T als Drehwinkel hervor. Die Punkte Xo =X, X, ... X, . ..
bilden also einen regelmdifitgen Polygonzug.

Ist im besonderen ¢T ein rationalzahliges Vielfaches von 2z, also

m
el =2 . . (m und n ganz, teilerfremd), so schlieBt sich dieser

Polygonzug, d. h. fallen die Punkte fiir £ >> » mit schon betrachteten
Punkten zusammen: X; = X, ,. Zu jedem Punkt X gibt es in diesem
Fall endlichviele Punkte X,, X,, ... X, ;, die mit ihm zusammen in
der Gangebene E ein regelmiifiges n-Eck bilden und bei B auf der gleichen
Bahnkurve wandern. Der Bewegungsvorgang B besitzt die Periode nT
und kann durch Fiihrung der Eckpunkte dieses regelméBigen Vielecks
von E auf der gleichen Kurve von E erzeugt werden.

Man gelangt zn abzihlbar unendlich vielen Punkten X,, X,,... X, ...
wenn ¢TI ein errationalzahliges Vielfaches von 27 ist. Der unendliche
(sich nicht schlieBende) regelmifige Polygonzug in E 1a8t sich auf der
gleichen Bahnlinie von E’ bei B bewegen. '

Nur fiir den Ursprung U, d. h. fiir & = 0, fallen diese Punkte X tri-
vislerweise znsammen.

Fir die Umkehrbewegung B’ = E’/E fungieren diese Punkte
X, =X,X,,... X, ... als Stiitzpunkte, durch die die friiher gemein-
sam durchlaufene Bahnkurve stets hindurchgleitet.

Einfache Beispiele finden wir in den ZTrochoidenbewegungen®. Sie
entstehen durch Rollung eines Kreises p vom Halbmesser r auf einem
Kreis ' vom Halbmesser ' = (1 — ¢) r. Fiir sie gilt, wie man leicht
einsieht, '

¥ =—creét 4 xé”

2 Vgl. auch W. Wunderlick, Uber Gleitkurvenpaare aus Radlinien. Math.
Nachr. 20 (1959), 373 —380. '
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Abb. 2 zeigt das Gehéduseprofil des Wankel-Motors mit ¢ = !/, oder
¥:r=2:3.InAbb. 3istc=1"/,0der ' : r = 3: 4.

Abb. 2. Von drei Punkten beschriebene  Abb. 3. Von vier Punkten beschriebene
zweibogige Epitrochoide dreibogige Epitrochoide

IT) Wir wollen nun die allgemeinsten Bewegungsvorginge ermitteln,
bei denen eine mehrfache Bahndurchlaufung durch Punkie festen zettlichen
Abstands T jeweils stattfindet.

Sollen die Bahnen zweier Punkte X, X, der Gangebene E sich
decken, so muf fiir feste (komplexe) Werte z, , wiederum

W+ T) + 2 ™0 = /() + a, 60 (3)

erfiillt sein. Diese Beziehung muf} im besonderen auch fiir den Ursprung
U, also fiir x = 0 gelten. Bezeichnen wir den zugehorigen Wert von
x; mit g, so ist

u'(t+ T) = ' (t) + ¢ &7 (4
Aus (3) und (4} folgt
glottm—o1 _ 279 _ iy
z
oder
T, = q + &, (5)
ot + T) — ¢(t) = g, = konst. (6)

Die Differenzengleichung (6) fir den Drehwinkel ¢ in Abhingigkeit
von der Zeit ¢ kann leicht gelost werden, da ja

p*(t) =ct mit ¢ = konst.



330 H. R. Miller

als spezielle Losung bekannt ist. Gemil
g*t+ T) — o*(t) = 9o (7)
setzen wir ¢I' = ¢, und betrachten die Funktion
o(t) = (t) — ¢*(t) = ¢(t) — ct.
Fiir sie gilt wegen (6), (7)
ot + T) — wft) =0.
o(t) 1st also periodisch mit der Periode 7. Somit hat () die Gestall

o) = ¢t + () (8)

mat ewner reellen Konstanten ¢ und beliebwger periodischer Funktion o(f)
der Periode T.

Zwecks Kennzeichnung der Funktion «' = «/(¢) fassen wir (4) eben-
falls als Differenzengleichung auf:

W+ T) — o' (t) = q . 9)
Hierbei ist ¢ eine komplexe Konstante und ¢(¢) von der Gestalt (8).
Um (9) zu losen, fragen wir, was durch geeignete Verschiebung des

Achsenkreuzes in der Gangebene E bewirkt werden kann. Man fiihrt
hierzu

r=y+s (s = komplex, konst.) (10)
in (1) ein und erhélt
y/ =7 = 'v’(t) + ye'iw(t) (11)
mit
v (t) = o' (f) + s €70, (12)

Daraus entnimmt man unter Beachtung von (6)
wW(t+T)—w(t) =0+ T)— () + s 70 (1 — &),

Wihlt man nun nach Vergleich mit (9) die noch verfiigbare GroBe s so,
da8

g =s(1 — e'%) (13)
gilt, dann wird
Vit 4+ T) —v'(t) =0,

also v'(f) etne periodische Funktion mit der Periode T. Hierbei ist nur auf
1 — ¢ =0, also @, == 2 kn (k = ganz)
zu achten. «’(¢) ist somat von der Fm'm
w(t) = v'(t) — s €0, (14)
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Durch (1) in Verbindung mit (8) und (14) sind nun die allgemeinsten
Bewegungsvorgéinge mit mehrfacher Bahndurchlaufung und 7' = konst.
bestimmt,

IIT) Nun wenden wir uns den Bewegungsvorgingen zu, bei denen der
zeitliche Abstand T der auf gleicher Bahn bewegten Punkie mit der Zeit ¢
varviers: T = T'(t).

In genau der gleichen Weise, wie frither bei II lassen sich nun die
Gleichungen (3) bis (6), sowie die Bedingung (9) herleiten. Die Funktion
t* = p(t) kann jedoch weitgehend beliebig vorgegeben werden; sie sei
nur wenigstens stiickweise umkehrbar. Thre Auflésung nach ¢ moge mit
t = p(t*) bezeichnet werden. Dann ist 7 = T(¢) bestimmt, denn es
folgt aus (6)

T = T(t) = ylp() + @) — t. (18)
Wir vollziehen nun einen Wechsel in der Variablen und schreiben statt (9)

o (p(t* + o) — ' (p(t*)) = g "
Mit der Abkiirzung
' (t) = ' (p(t*) = w' (%) (16)

finden wir also in

w (% + o) — w'(tF) = g &” (17
eine Differenzengleichung vom frither unter IT behandelten Typus: ¢,
entspricht nun dem frither konstanten Wert 7. Gem#fl (8) ist ¢ =1
und o = 0 zu nehmen,

Nach (14) kann man also w'(t*) in der Gestalt

w'(t*) = v/ (%) — s ¢ (18)
ansetzen. Damit gelangt man schlieflich wegen (16) zu
' (t) = o' (¢(t) — s €70, (19)

wobei v'(t*) eine beliebige periodische Funktion der Periode ¢, ist.
Bei Vorgabe von ¢ muB s wieder so gewéhlt werden, dafl (13) erfiillt ist.
(1) und (19) geben dann iiber die allgemeinsten Bewegungsvorgénge mit
mehrfacher Bahndurchlaufung AufschluB.

IV) Nun untersuchen wir die Vertetdlung und die Lage der Punkte
von E, die bes B eine gemeinsame Bahn in B’ beschreiben.

Aus (6) folgt sofort fiir festes 7' (Fall T und IT)

¢t +2T)—ogt) =2¢
und daraus durch vollstindige Induktion
¢t + kT) — olt) = k gy, k& = ganz. (20)
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Wegen (5) und (13) gilt
z, = s+ (x — s) &,
Mit (20) finden wir, daB der Punkt X, von E mit
Z, = 8 + (z — §) %% (21)
im zeitlichen Abstand kT den gleichen Punkt der gemeinsamen Bahn-
kurve passiert wie der Ausgangspunkt X. Wir bestétigen hierzu ndmlich
W@+ kT) 4+ x e = o/ (1) + z, 7O, (22)
Im Fall III, also bei beliehiger Vorgabe von ¢(f) gilt (21) ebenfalls
wegen (16), (18). An die Stelle von (22) tritt
w (B + ko) 4+ @ CH = o' (%) 4w, o
Die Punkte X, = X, X, X,, ... X,, ... der Gangebene E sind somst
Eckpunkte eines regelmifigen Polygons bzw. Polygonzuges, dessen Mitte
wm Ursprung S des verschobenen Gangkreuzes liegt (y = 0, x = s). Bei B
werden diese Punkte auf der gleichen Bahnkurve bewegt. Der eingangs
behandelte Sonderfall I, ja noch spezieller die Trochoidenbewegungen

sind also bereits fiir Bewegungsvorgéinge mit mehrfach beschriebenen
Bahnkurven typisch. (Vgl. auch VIY)

m
Fir py=2ax o ist der Bewegungsvorgang B geschlossen, er besitzt

in den Fillen I und II hinsichtlich der Veréinderlichen ¢ die Periode nT
bzw. im Falle IIT beziiglich t* die Periode n ¢, und wegen
$do=ng,=2mn
die Drehzahl m.
V) Der Inhalt Fy des Flichenstiickes, das durch die Bahnkurve eines
Punktes X von E bei einem geschlossenen Bewegungsvorgang B in der
Ebene E’ berandet wird, kann nach der Formel

1.
Fy =3 $ (2 day — z, day’) gf)(:c do’ — 2’ dz’)

berechnet werden. Hierin ist durch Uberstrelchen die Bildung des
Konjugiums angedeutet: ©’ = z," — i z,’.
Mit Jakob Steiner kann man fiir die Fliche auch
Fy=mn[zz — (z5* + 2 %]+ Fy (23)
schreiben, wobei durch

(24)
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der Schwerpunkt S* der Gangpolbakn bei einer Belegung mit den Massen-
elementen dp gegeben ist und F, die Bahnfliche des Gangursprungs U
bedeutet?.

Fiihrt man

’

W= —ue?
ein, so wird der Momentanpol P im beweglichen System E durch

.

o U "
=y—t—— =1 e
r @
erfalt und gilt
1 - -
Fy=7¢up+up)de (25)

Bei geschlossenen (periodischen) Bewegungsvorgéingen mit mehr-
facher Bahndurchlaufung muf naturgemaf

Fy=Fy fir k=12, ... (26)
gelten. In Hinblick auf (10) und (21) findet man

yg:(17“3)(‘2“5):(%“3)(@*5)z?/kgk'

Mit der Flichenformel (23), bezogen auf das verschobene Gangkreuz
(Ursprung 8), folgt aus (26) daher

(& — 8) (3*—3) + (& — 5) (5* — 8) = (&, — ) (F* — ) + (7 — ) (" —5)
oder schlieflich

s* —s=0.

Der Steiner- Punkt 8* fiillt also mat dem Ursprung S des verschobenen
Gangkreuzes zusammen®. Die Flichenformel (23) vereinfacht sich auf

Fe=mnyy+Fy=mmn(z—s)(z — )+ Fy
Der Steiner-Punkt S* = S st also stets der gemeinsame Mittelpunkt
der auf gleicher Bahn bewegten regelmdfigen Vielecke.
VI) Bisher gingen wir davon aus, dafl das Zeitgesetz, also die Ab-

hingigkeit von dem als Zeit gedeuteten Parameter ¢ wesentlich sei.
Verzichten wir darauf und betrachten wir allein den geometrischen

3 Vol. W. Blaschke-H. R. Miiller, Ebene Kinematik (Miinchen 1956), S. 113.
* Man kann auch direkt ¢ (p — s) dp = 0 nachweisen, etwa dadurch, daf
man mittels einer Fourier-Entwicklung zeigt:
al m
{ w(t) e—* dt =0, wenn w(t + T) =w@) und 7T =2=n P
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Sachverhalt, was bereits auch in IV und V geschehen ist, so bietet sich
wegen (19) der Drehwinkel ¢ = t* als vorteilhafter, ,,natiirlicher” Para-
meter an. Bel seiner Verwendung und bei geeigneter Wahl des Gang-
kreuzes in E, ndmlich bei Wahl des Ursprungs U im Stevner-Punkt S*,
was § = 0 und ¢ = 0 zur Folge hat, werden wir geradezu auf Fall I
mit ¢ == 1, d = 0 gefiihrt.

Die allgemeinsten Bewegungsvorginge mit mehrfacher Bahndurch-
laufung sind also vm Wesentlichen bereits durch Fall I erfaft; jeder solche
Bewegungsvorgang lipt sich auf diese Form transformieren.



