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Das Wienersche Mal} einer gewissen Menge
von Vektorfunktionen

Von

Wilhelm Fleischer, Salzburg
(Bingegangen am 20. Juli 1970)

In dieser Arbeit soll ein metrischer Satz von HLAWKA [3] zur Theorie
der C-Gleichverteilung auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen
werden. Eine Ungleichung, die HLAWKA in [3] beweist, wird unten als
Hilfssatz 1 angefithrt. Weiters wird hier eine Methode verwendet,
welche BERNSTEIN bei seiner Verschirfung der TSCHEBYSCHEFFschen
Ungleichung beniitzte (vgl. [6]), wodurch eine Gleichung der MaBtheorie
(siehe [2], § 3b) anwendbar wird, was schon den Beweisschluf} liefert.
Fiir Definitionen und Ergebnisse zur Theorie der Gleichverteilung sei
noch der Bericht von CIGLER-HELMBERG [1] erwihut, fiir Sétze iiber
das Wienersche MaB etwa das Buch von IT0-McKEAN [5].

Gegeben sei die Menge W der stetigen Funktionen §) von I ==[0,-- o)
in den R, Ist (T, ¢) fiir 7 >0 und ¢ > 0 eine reellwertige und meB-

bare Funktion mit sup [|a(7,?)|dt <+ oo und im [e&(7,t)dt =1,
0

T—>w 0

so heillt §) aus W eime A4-gleichverteilte Funktion, falls fiir jeden Quader

k
Q@ =1l {a,, f,) aus dem k-dimensionalen Einheitswiirfel die Beziehung

y=1
@

lim T a(T, 1) aq ({90)) d = X@Q) &)

L~

erfiillt ist. Dabei sei ¢, die charakteristische Funktion von @, 4 das
Lebesguesche MaB im R* und

{6 - &) = (G—1& -0 &-1&D)

Hiir den folgenden Satz seien noch zwei Bedingungen durch (7, ¢) er-
fillt:
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a) Bezeichnet ¢(t) eine reellwertige und stetige Funktion iiber I,

denn existiere stets ein T, sodaB f ) é%9dt fir T > T, gleich-

mabig stetig ist.

b) Fiir jedes 6 > 0 sei fe“’zl“("")dT <+ .

(efT) = fa¥T,t)dt. )
0
Es gilt nun der

Satz: Die Menge der A-gleichverteilten Y) aus W hat das Wienersche
Maf Eins.

Bemerkung: Bekanntlich ist fiir die Beziehung (1) notwendig und
hinreichend, daB fiir jeden Gitterpunkt m < o aus R* die Gleichung

lim [a(7,t) ™™t = 0 (2)
r?—w 0
richtig ist.
Hilfssatz 1 (HLAWKA): Es sei h(t) = 0 eine mefbare Funktion tiber
I, 8> 0 und A,, die Menge der (¢, .. .,1t,) mit t,> 0 fiir alle v und
0<ty <ty<... <<ty Dann gilt

{ % R(z,) e('l)%lp’v diy ... dty, < 'lﬂn [R¥(x)da)™ . (8)

dgp v=1

Hilfssatz 2. Es set 0 <ty <ty << ... <1, &, 8, ..., &, reelle Zahlen,
m == 0 ein Gitterpunkt und p,, das k-dimensionale Wienersche Maf3. Dann
18t

% n 2

[ I oo m gy () = [T e~ IMBED 6D (=0).  (4)
w v=1 =1 #

Beweis durch vollstidndige Induktion:

Fiir n = 1 ergibt sich die Behauptung durch elementare Rechnung.
Anderseits ist die linke Seite von (4)

r k2 i,y - M0 _r= 12
H(2n(tv—_tv—1))_ ! jesv iam by 2C—tr—1) dt),,. (5)
=1 Frd

Hier bedeute 4, =0, 9y =0, §; = (&1, .« 3 &)y -+ oy

90 = (E@-vyit1,..., ) und |9 || die euklidische Norm im R¥,
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Die beiden letzten Faktoren in (5) sind aber

a1 ~n—sll®
y [ e En1tew i,y g 2172 g Dp_q | e =i
R* B
_1';:5”_71,-—1”2 ' —Bj2 —kj2
e n—t_D dy,, mit y = 2alt,_—1,_5)) (@n(t,—1, 1)) . (6)

Der Ausdruck (6) ist jedoch

”Dn—l‘bn-—Z”z

2(ln_1-l __2) dr)
a--1°

—kf2 B .
(27'5(tn__1— n—2)) f e (Epm] T (BE L, Uy 1> e
2
~arlnl| %2 Gt )
Jetzt liefert die Induktionsannahme schon die Behauptung.

Beweis des Satzes: Es sei T > 0, n eine natiirliche Zahl und 11 ein
Gitterpunkt == 0 im R*. Dann gilt mit a(T, t) = a(Z):

il :I‘?a(t) @ 2E<m, 9O 7 12"‘ dpy(y) =
w0

o o« 2r {(—=1P2ni¢m, LIS
={f... aft,) e diy ... dty, du,(9) =
w o 0 »=1
[
2n
EY ® 25 on (~DP2nicm, b )
= (... [ I o) ITe (D) dty . .. dty,. ®)
0 0 u=l W p=1
2n

Fiir eine Permutation o der &,, sei A3, die Gesamtheit der Tupel
(s s B) MUE 0 <y <Tyy < ..o < lygq,- Also ist der letzte Ausdruck

(). d,, 9)
UE@Zn Agn

Nun folgt fiir einen Summanden in (9)

Ig‘,(---)dtl...dt%]g

2n 2n e2ai(m,Y()
< [ I Jat) || [ 1T e dp,(9) | dby ... dty,,  (10)
dgp 0=1 W y=1
n
wobei ¢, = -1 und X'¢, = 0, denn A3, kann ja durch eine Permutation
=1

13%
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der Variablen, also durch eine Transformation, deren Funktional-
determinante den Betrag 1 hat, in A4,, iibergefiihrt werden.

Wegen Hilfssatz 2 kann (10) durch

2n
2 —27%||m|{2 (= e”)2 (ty—~tp.1)
§ 1T faft,) e p=r dy ... dt, (11)

gy, y=1
2n

nach oben abgeschiitzt werden. Wenn man (2 ¢)? fiir gerades » durch 1
u=y

und fiir ungerades » durch O ersetzt, so wird (11) kleiner oder gleich

n n —2n?ml| %y —tay_1)
[ fat)] 1T e .. dby. "2
Agn =1 =1

Nach Hilfssatz 1 ist (12) nicht groBer als

1 =
J— 2 n
L Jew . (13)
Da man iiber alle o der &,, summieren muB, erhilt man schlieBlich
o 2 1 o
[| fa(T, ) emiamve gy dyw(x))<£f [ a¥(T, &) di)" (14)
w0 P

Zur Abkiirzung werde jetzt (T, Y)= _f ol T, t) e 2™ ™0 gy
0
gesetzt,

Pann ist mit £ >0
2n

2
35 (my=ee

© 32"’ ®

fooshe |y ldu, = Z G0 1y [ du, <

und somit
f el du, < 27D, (15)
w

Mit reellem 9 bilde man die Menge
1
A={y|eM = [eMdu}2{y|ly| =l +log2 + (D).

Da [e¥du, > u,(A)e [el¥ du,, so erhilt man die Ungleichung
W w

1
pl{Y 1y =y +log2 + a(T))}) < 7. (16)
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Setzt man in (16) ¢ = d/e(T) mit 6 > 0 und y = 82/e(T) — log 2,
so folgt
10 |1 y(T, ) | = 20}) < 267D (17

Wegen b) ist daher
JAQT YT, ) | = 20) dpy(y) = [y | [ 9(Z, 1) | = 26)) T <

<2 [e DT < 4w,
0

Somit mul fiir jedes 6 > 0 die Menge der Y, fiir die
FAT ] YT, | > o) < + o

ist, das Wienersche Mafl Eins haben.

LaBt man ¢ eine Nulifolge durchlaufen, so bekommt man die Aus-
sage, daB fiir u, - fast alle ) aus W das Lebesguesche MaB der Menge
{T||y(T, )| > 6} kleiner als -+ = fiir jedes 6 > 0 ist. Fiir diese § aus
W mul} aber wegen a) die Gleichung

lim y(7,9) =0
T o0
gelten.

Beachtet man noch die Abzéhlbarkeit der Gitterpunkte, so folgt
die Beziehung (2) fiir x,,- fast alle § aus W, und alles ist gezeigt.
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