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In dieser Arbeit sell ein metrischer Satz von HIAWKA [3] zur Theorie 
der C-Gleichverteilung auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen 
werden. Eine Ungleichung, die HLAWKA in [3] beweist, wird unten als 
Hilfssatz 1 angeffihrt. Weiters wird hier eine Methode verwendet, 
welche BERNSTELN bei seiner Verseh~rfung der TSCHEBYSCHEFFsohen 
Ungleichung benfitzte (vgl. [6]), wodureh eine Gleichung der Ma~theorie 
(siehe [2], w 35) anwendbar wird, was schon den Beweisschlul3 liefert. 
Ffir Definitionen und Ergebnisse zur Theorie der Gleiehverteilung sei 
noeh der Bericht von CIGLER-HELMBEt~G [1] erw~hnt, fiir S/~tze fiber 
das Wienersche Mal~ etwa das Bueh yon IT6-McKEAN [5]. 

Gegeben sei die Menge W der stetigen Funktionen t) yon I+- - [0 ,+  co) 
in den R k. Ist a(T, t) ffir T > 0 und t > 0 eine reeltwertige und melt- 

er ~o 

bare Fun~ion mit sup f ] a( T, t) l dt < -~ co und lira S a( T, t)dt = 1, 
T 0 T--->~ 0 

so heil~t t) aus W ehle A-gleichverteilte Funktion, falls ffir jeden Quader 
k 

Q-= H [% ft,) aus dem k-dimensionalen Einheitswfirfel die Beziehung 

me 

lim f a(T, t) % ({t)(t)}) dt = ).(Q) (1) 
T - - - > ~  0 

erfiilE ist. Dabei sei cQ die eharakteristisehe Funktion yon Q, ). das 
Lebesguesehe Mal3 im R k und 

{(~...., ~D} = (~-[$d, ..-, $~-[~k]). 

Fiir den folgenden Satz seien noeh zwei Bedingungen dureh a(T, t) er- 
fiil]t: 
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a) Bezeiehnet ~(t) eine reellwertige und stetige Funktion iiber I +, 
o~ 

da,~m existiere stets ein T~o , sodaB f a(T, t) e~Odt fiir T > T~ gleieh- 
o 

m~Big stetig ist. 

b) Ffir jedes ~ > 0 sei j" e-~l"(~)dT < + o~. 
0 

(,4T) = ~ a'( T, O~t. ) 
0 

Es gilt~ nun der 

Satz: Die Menge der A-fleichverteilten t) aus W hat das Wienersche 
Marl Eins. 

Bemerkung: Bekanntlich ist flit die Beziehung (1) notwendig und 
hinreiehend, dab f'tir jeden Gitterpunkt m 4= ~ aus R ~ die Gleichung 

o~ 

lira S a(T, t) e~'~<m,~(t)>dt ~--- 0 (2) 
T ---~ ~ 0 

riehtig ist. 

Hil]ssatz 1 (HLAWKA): Es sei h(t) ~ 0 eine meflbare Punktion iiber 
I+, fl > 0 und A~= die Menge der (tl, . . . ,  t~) m i t t ,  > 0/i~r allev und 
0 < tl < t~ < . . .  < t,z~. Dann girt 

2n ,-1 1 
I n h(t,) e (-i) ~', ~It~... ate, <_ n T ~  ( Ih~(z)dz)"" (3) 
A 2 a  , = 1  �9 0 

Hil]ssatz 2. Es sei 0 ~ t i < t~ < . . .  < t~, el, e2 . . . . .  s~ reelle Zahlen, 
m 4= ~ ein Gitterpunkt und /% das k-dimensioq~ale Wiener Marl. Dann 

ist 
B r6 2 2 r* 2 

.[ H e~i<m'~(t')> d#~(t)) = H e - ~  iimlli,~,) (t~-t,_i) (to_=O). (4) 
W , = 1  ~=1 

Beweis dutch vollsts Induktion: 

Fiir n = 1 ergibt sieh die Behauptung durch elementare Reehnung. 
Anderseits ist die linke Seite von (4) 

. I I~, - th,- l l l  ~ 
H (2~z(t --t ,_l)) -k/~ f e~,~'~<~"'"r e 2(t,-t,-x) dO,. (5) 

Hier bedeute t o == O, ~o - -  o, ~i = (~l, . . . ,  ~k) . . . .  , 
~. = (~<._~>~+1 ..... ~ )  una II ~ I1 die eu~idi~ohe ~orm i m  R ~. 
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. e  

Die beiden letzten Faktoren in (5) sind aber 

f e @a-l+ea)2'g(ra'~n-l> e 2(ta-l-tn-2) don_  1 f e~a2~i<m'~n--On--1 ~. 
.~k .Rk 

i l V n - ~ n - l l [ 2  -~12 -k /~  

Der Ausdruck (6) ist jedoch 

(2~(tn_l--tn_~)-) ~/~ ~ e (~n-l+~.(~:~i<m, %-!~ e 

. e  

2(tn-l-t~-2) dt)~_l" 

= S - - .  f 11 ~(t.) S ~ 
0 0 ,u=l  W I,=1 

2; 

(6) 

(7) 

~-- I H ] a(to) I1 I 1-1 e d#~o(t)) ] dt~ . . .  dt2n , (10) 
A2n @=1 W y = l  

2a 

wobei e,, ~ + 1  T.md 27 e~, ----- 0, denn A~,~ kann ja durch eine Permutation 

18o 

Fiir eine Permutation a der | sei A~ die Gesamtheit der Tupel 
(tl, �9 . . ,  t2~) mit 0 < t ,a)< t<~) < . . .  < t~(~). Also ist der letzte Ausdruck 

X ~ ( . . . ) d t ~ . . .  gt~. (9) 
ae~2n A ~ 2n 

Nun folgt fiir einen Summanden in (9) 

Jetzt  liefert die Induktionsannahme schon die Behauptung. 

Beweis des Satzes: Es sei T > 0, n eine natiirliche ZaM und m ein 
Gitterpunkt # ~ im i~ ~. Dann gilt mit a(T, t ) =  a(t): 

r 162  

S I f a(t) e ~,m,~(,)~ dt 1 ~" @~(~) = 
W 0 

r162 2n (-- 1)~2~i(m, tl (t$,)> 

----- f ~ . . .  ~ H a(t,)e dr1 . . ,  dt~ d~t~(t)):  
W 0 0 y ~ l  

�9 ,H~, 

2n 2n (--1)'~2ni (ra,t) (~v)) 

d#~(t)) dt~ . . . dt~,. (8) 



196 W. FImlSoH~,t~ 

dutch eine Transformation, deren Funktional- 

Zur Abkiirzung werde jetzt y (T ,~ ) )=  . fa(T, t )  e~:~<m'~(t)>dt 
0 

gesetzt. 

Dana ist mit s > 0 

w E 2~' ~ 8 2n 

w" [ cosh e I Y I d/~, =,=0(2n) ! S  - -  ~ l y I ~" d/x,~ --, ,=on! < X - -  (a(r))"-----e A'(z) 

und somit 

e ~lyl d/~ w ~ 2e 3~(z9. (15) 
W 

Mit reellem ? bilde man die Menge 

1 
A = {Ole ~l't ~ e  v I e'I'[ d/~} ~ {t) II Y I 2>;(Y + log2 + sM(T))}. 

w 

Da ] e "1~1 d/% 2> ~t,~(A) e ~ f e "I~l d#,~, so erhalt man die Ungleiehung 
W W 

1 
/%o({9 I I Y I 2> ~" 0' + log 2 § e~a(T))}) __ e - ' .  (16) 

der Variablen, also 
determinante den Betrag 1 hat, in A~ fibergefiihrt werden. 

Wegen Hilfssatz 2 kann (10) dutch 
2n 

; 11 t a(t,) l e "=" d t l . . ,  dt2~, (11) 
~2n v=l 

2n 
nach oben abgeschi~tzt werden. Wenn man (X %)~ ffir gerades ~ durch 1 

und ffir ungerades v dutch 0 ersetzt, so wird (11) kleiner oder gleich 

f /-/ I a(t,,)l / /  e dr1.., d%~. (12) 
A2n # = 1  p=l 

Naeh ttilfssatz 1 ist (12) nieht gr51]er als 

1 | 
~(oJ" .~(t) ~t) ~ . (13) 

Da man fiber alle a der | summieren mul l  erhalt man schliel~lieh 

(2n)! = 
f l  Sa (T , t )  e~"~<m'~(~ (~a2(T , t )d t )  '*" (14) 

W 0 0 
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6/a(T) mit d > 0 und Y = d2/a(T) --  log 2, 

(17) 

Setzt man in (16) e = 
so folgt 

#~.({t) J[ y(T, O) I ~ 2d}) ~ 2e -~'/~(" . 

Wegen b) ist daher 
ao 

W 0 

2 f e -~'/~(~') dT  < 't- oo. 
0 

Somit mul3 fiir jedes ~ > 0 die 3Ienge der t), fiir die 

2 ({T l l  y(T, ~)1 > ~}) < § 

ist, das Wienersche MaB Eins haben. 
L~Bt man ~ eine Nullfolge durchlaufen, so bekommt man die Aus- 

sage, dab f i i r / ~ -  fast alle 1) aus W das Lebesguesche MaB der Menge 
{T  I I y(T, t)) I > 6} ldeiner als + ~ fiir jedes ~ > 0 ist. Fiir diese t) aus 
W mul~ aber wegen a) die Gleichung 

Jim y( r ,  ~ ) = o 
T..-~ o, 

gelten. 
Beachtet man noch die Abzahlbarkeit der Gitterpunkte, so folgt 

die Beziehung (2) fiir/~.- fast alle t~ aus W, und alles ist gezeigt. 
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