Notiz zu einem Satz iiber Diophantische
Approximationen.

Von

L. Sehmetterer, Wien.

( Eingelangt am 28. April 1952.)

Kanagasabapathy® hat eben mit Hilfe eines Satzes von Davenport
(1946)? gezeigt: Es gibt ein reelles irrationales ¢ und ein reclles ¢, so
daf die Ungleichung

h
lyd—or—ea| <5
! =1y
fiir irgendein 2,0 <h <1 in ganzen (z, y) mit y == 0 unlosbar ist.
Damit ist also gezeigt, dall ¢ = 1/4 die ,,beste Konstante” ist, wenn
man auch nur die Existenz mindestens einer ganzzahligen Ldsung

; ¢
(¢, %), y &= 0 der Ungleichung |y ¢ —a—a| <7 fir alle irra-

ly
tionalen ¢ und alle reellen o verlangt. Das ist das inhom]ogene Analogon
zu einem Satze von Prasad3. Bekanntlich hat kiirzlich Hofreitert das
Gegenstiick zum Satz von Prasad fiir die ganzen Zahlen aus k (4) be-
wiesen.

Es darf nun in diesem Zusammenhang vielleicht darauf hingewiesen
werden, daBl sowohl das Ergebnis von Kanagasabapathy als auch der
entsprechende Satz fiir die ganzen Zahlen aus k (4) leicht aus einer
fritheren Arbeit (1938) von Hlawka® folgen, Wir zeigen genauer, indem
wir uns zur Vereinfachung der Schreibweise auf den Korper % (¢) be-
schrénken, folgenden

Satz: Bs gibt ein komplexes irrationales ¢ und ein komplexes f,
so dafl
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fiir jedes % mit 0 < |% l < 1 in ganzen (%, y) mit ¥ == 0 aus £ (¢) unlésbar
ist. Die Konstante 1/2 ist die ,,beste” ihrer Art.
Beweis: Wir betrachten nach Hlawka die komplexe Irrationalzahl

(1) —4/Br 1
v 20 :

welche der Gleichung
2b22—24¢(b—1)24+1=0, bganz >0, (2)
geniigt. Es sei nun (1) fiir ganze z, y und y == 0 aus k (4) und irgendein 2

mit 0 < | 2| < 1 16sbar. Dann kann man mit passendem 2 0 < [A|<C1
schreiben:

" 14+4 &
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oder :
h
2yﬁ—2w—1——7}=7. (3)
Sei nun
'\/2"“\/2—8“9]“7’1 <l \/2+\/2_Slﬁllk! (4)
419 | 49|
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Es ist 5+ 53 <|9|< A Weiter hat man fitr b=05(|4|) offenbar
B (1—|h)—B B+ |k )+ 16 > 0. Nun wihle man
4

b= max (b (| 4 ) ). )

VI
Man beachte zunschst, da8 fiir hinreichend groBies b

179]

Weiter gilt:
12y —22—1—i|=||22+1+1i]|—|2y0]|]|=
=|vz—[2y0]|=v2—[2yP]

da aus (4) |y | < \/—2— folgt. Es ist aber 4/2— |2 yﬂ[>l—ﬂ, weil
2]9| ||
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das Polynom in |y]| 2|9 ||yP—+/2 |y |+ |} |im Intervall (4) stets
negativ ist. Nun sei
" L o
> T,
y 2(b—|h|y/b24+1) )

Wegen (5) ist der Nenner positiv. Nach Hlawka® gilt der Satz: Fiir alle
ganzen x, y aus k (¢) mit z = (1 4 4) mod 2 ist stets
[ba2—2i(b—1ay-+2y*|=2b
Aus (3) und (2) folgt aber

I %
Qb & —2i(b—1)Ey+ 2y +2[2hiq/BE L 1— y: 1=0,

mit £ =2z 41474, also £=1 4 ¢ (2). Wegen (6) ist aber

o blRP
2 h|A/02+1 + Iy12<2b’

also nach dem zitierten Satz von Hlawke auch unter der Voraussetzung
(6) ein Widerspruch hergeleitet. Damit ist aber alles gezeigt, wenn noch

|20 (\/2+\/2——8'ﬁ[|h[\’
2(b—|h|4/b?+1) 419

nachgewiesen wird.
Dies ist aber dquivalent mit

(U —2] 0] |h]+/T—4[0[[h])(b— /B 1) >2[0] k0.

1
Wegen | 9 | < A ist dies um so mehr der Fall, wenn

2 2
(1— b——-]h[\/b2 1)>—
ist.

2
Fiir hinreichend grofles b ist (1 ——b—) > 15 also

— 4
b——!hl\/b2—-]—-1>;

zu erfiillen und dies ist wegen (5) stets der Fall.

Daraus und aus dem Satze von Hlawka® iber die inhomogene
Approximation durch Zahlen aus % (7) ergibt sich auch die Tatsache,
daB 1/2 die ,,beste” Konstante ist.
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