
Eine Bemerkung zur gleichm~ifligen Gleichverteilung 
mod 1 

Von 

Peter Gerl, Wien 

(Eingegangen am 10. Juni 1965) 

Wit betrachten im folgenden Folgen reeller Zahlen/(n) (n = 1, 2, . . .  } 
mit der Eigenschaft: ](n 4 - 1 ) .  (/(n))-l---> oo f'dr n ~ ~ .  Es wird 
gezeigt, dal~ unter dieser Voraussetzung die Menge der Zahlen a, f'tir 
welehe f in) . a gleichmi~l~ig gleichverteilt (g. glv.) rood 1 ist, das (Lebes- 
guesehe) Mal3 Null besitzt, anderseits abet, dab die bier auftretende 
Nullmenge nie leer ist. Dadureh werden Ergebnisse yon [3] und [4] 
verallgemeinert, we nut Folgen /(n} natiirlicher Zahlen betraehtet 
warden. Aul]erdem soil gezeigt werden, daI] die Bedingung 
hm/ (n  q-1) .  ( [ ( n ) ) - l =  o~ in gewisser Weise seharf ist, als n~imlich 

lira nieht (lurch lirn,sup ersetzt werden darf. Flit die hier verwendeten 
Begriffe sei auf [1] oder [3] verwiesen. 

Zun~iehst zwei Hilfss~itze: 

Hil]ssat~ 1: Es sei die Folge x(n) g. glv. rood 1. Gilt fiir eine Folge 
y(n) 

~xm (z(n) - -  yCn)) = O, 

so ist aueh die Folge y(n) g. glv. mod 1. 

Beweis: Siehe [1]. 

as 
Es sei nun r,  = ~ (%, b. natiirliehe Zahlen) eine Folge rationaler 

Zahlen mit l i m r . + l . r :  1 = oo. Zu gegebenem e > 0 (und < 1) deft- 

nieren wit n0(r~, ~) als die kleinste natiirliche Zahl mit 

1 
X - - < l - - e .  
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Hil]ssatz 2: Es sei r neine Folge rationaler Zahlen re_it 

t im r.+ 1. r j  1 = 0r 

Wit w~thlen fiir ein festes n _> no(r n, s) eine natiirliche Zahl Pn mit 

8 8 oo ] 
( k + l - - ~ ) r . > p . > ( k + ~ +  X - - ) r ~  (knatfirlich) 

i = n + l  ?'i 

und definieren welter rekursiv: 

Pm+~= rm+ ~ ffir m ~ n .  

([a] bedeutet jene ganze Zah] mit [a] ___ a < [a] + 1). 

P~ 
Behauptung: Es existiert lim - -  ~ a und es gilt 

/0. e. 
[ a - - - - l < - -  mit e ~ - > 0 f i i r n - ~  ~.  (1) 

Beweis: Man zeigt wie in [3], dab 

P~ P~+k k 1 c 
0 _ _ <  - - _ _ < I  _ _ < - -  

~'a rn+k i=1 rn+i rn+l 

gilt, woraus die Existenz yon a mud die Abschatzung (1) folgt. 

Es sei jetzt r~ eine beliebige Folge reeller Zahlen; wir verwenden 
folgende Bezeichuung: 

E(rn) = {a I rn.a ist g. glv. mocl. ] }. 

Satz 1: Is t  r ,  (n = 1, 2 . . . .  ) eine Folge reeller Zahlen mit  

r~ 

so gilt 

~(E(r~)) ~ 0 (~ . . .  Lebesguesches Mal~). 

Beweis: Es gibt eine Folge natiirlicher Zahlen a~ mit 

a~ 
[*" - -  ]0" I <  10-"; 

es ist klar, dal~ a ,+ l . a s  1 -+ ~ fiir n ~ m. 

Nach Hilfssatz 2 gibt es eine Zahl a 4 :0  und natfirliche Zahlen 
b. mit 
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oder 

10 ~ , b~ 10 ~+~ 

a n a ~ + ~  

. - - - -  

m i t  s~ -~ 0 fiir n --~ ~ .  

a ~ a~ 

I . - -  
an+ l 

und  die rechte  Seite s t reb t  flit  n - >  Go gegen Null;  auI~erdem gilt 
b~+ 1 . b~ -1 ~ oo. Es  folg~ also: 

a~ 

an+l 

X 
Nach Hilfssatz  1 liegt x C E ( r~ )  genau dana ,  w e n n -  C E(b~), 

woraus welter  
E(r ) = a .  Z(b ) (2) 

folgt. Naeh  [4] (Theorem D) gilt nun  2(E(b~) )  = 0, woraus  sieh ,~ (E(r , ) )  = 0 

ergibt.  
W. z.b .w.  

Aus der Beziehung (2) folgt:  I s t  x CE(bn), so hegt  a .  x C E ( r ~ ) .  

Z u s a m m e n  mi t  Satz 2 yon  [3] erhal ten  wir also: 

Satz 2: I s t  % eine beliebige Folge reeller Zahlen mi t  

rn+l 
- -  --> oo f i i r n  --> ~ ,  

rn 

so gibt  es s tets  (i. a. sogar nichtabz/~hlbar vMe)  Zahlen a, f~r  welehe 

die Folge r .  . a g. glv. rood 1 ist. 

Wi t  wollen nun  noch zeigen, dal] die Vorausse tzung 

rn+l 

r~ 

in gewissem Sinn nicht  abgesehw/~cht werden kann ;  setzt  m a n  n~mlich 

v o n d e r  Folge r~ nu t  voraus :  

hmin f  r~+--k < l imsup r ' + l  - -  0% (3) 
n ~ oo rn ~ _> ~ r~ 

so t re ten  folgende zwei F~lle wirktieh auf:  
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1. Es gibt Folgen r~, die (3) erffillen, so dal~ E(r,) 4= r 

2. Es gibt Fotgen r~, die (3) erffillen, so da~ E(r,) -= r 

ad 1) Es sei a,  eine Folge reeller Zahlen mit lira a ~ + l . a ~ =  ~.  
Nach Satz 2 ist E(a~) 4= r Ist a C E(%), so sind die beiden Folgen 

a~a und ( % + l )  a 

g. glv. rood 1. Wit betrachten nun eine neue Folge p~, definiert dutch 

P~n -~ as, P~n+ i = an @ 1. 

Klarerweise gilt dann a C E(T~), womit ein Beispiel fiir FM1 1 gegeben 
1. _ ]  ist, denn es ist ia l iminfp.+l.p~-i = 1 < Jlmsup P~+I.P~ = m. 

ad 2) Zunichst  einige Bezeichnungen: Es sei a _> 2 eine natiirliche 
Zahl, /(n) eine Folge na~firlicher Zahlen mit 
/(n) < ](n + 1) (/(-- n) ---- 0 fiir n > 0). Wit setzen 

[ i  ~ i ~ / ( 2  k + 2 ) - / ( 2  k + 1) 
k 

g(n) = a lOk+l)+i ffir ----Z(/(2j)=l - - / ( 2 j  - -  1)) + k + i + 1 

= 0 , 1 ,  . . .  

das heil3t, g(n) bedeutet die Folge 
al(1),  a 1 ( 1 ) + 1  . . . ,  a 1(2), a1(3), . . . ,  a/(2n),  a l (2 n+  l), a l ( ~ n +  l ) +  l . . . 

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der 

Satz 3: Ist die Folge /(n) so gewiihlt, da~ /iir eine geeignete Konstante c 
gilt: 

1 
lim ~ -  X 1 = 0, (4) 

l(n+ ~ -  l(n) > c 

dann ist die FoOe g(n). a / i i r  kein a g. glv. rood 1. 

Beweis: Is~ die Folge g(n) a nicht glv. rood 1, daml auch sicher 
nicht g. glv. Wir betrachten daher den Fall, dal~ g(n). a glv. mod I i s t .  
Setzen wit zur Abkiirzung noch d = [c] + 1. Aus der Glv. folgt nun: 
Es gibt zu jedem p (natiirlich) eine Folge nk(p) (/~ = 1, 2, . . .  ) mit 

0 < g(nk(p)) a < r -2dp (rood 1) (5) 
und weiter 

1 
lim ~ -  27 1 = r - ~ P ;  

27-->~ nk(p ) < 2r 
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das he i s t  also, die Folge nk(p) besiSzt positive asymptot ische Dichte.  
Wegen (4) gibt  es daher  sieher ein k, so da]~ 

0 ~_ g(nk(p) + i) a ~ r -1 (rood 1) (Fli t  i -~ 0, 1, . . . ,  p - -  1). 

Es folgt also welter  
1%(~)+p-1 

]ira - 27 %(o, ~-1)(g(n) a) = 1 
~->| iP ~=n k (p) 

(g~ . . .  charakterist isehe Funk t ion  yon  A) and  die Folge g(n)a ist 
n ieht  g. glv. rood 1. w.z .b .w.  

W~hl t  man  nun  insbesondere die Folge /(n) so, daft einerseits (4) 
erf'dllt ist, anderseits  fo r  eine (hinreichend diinne) Teilfolge n k gilt: 

lim (/(n k -~ 1) - -  t(n~)) = oo, 

so ergibt  sich aus Satz 3 eine Folge g(n) mit  E(g(n)) ---- ~ und 

g(n + 1) g(n + 1) 
l iminf  - -  - -  a < l imsup _ o~. 

,,§ ~ g ( n )  ~ §  ~ g ( n )  

(Man setze z. B . / ( 1 )  ---- 1, ](n -~ 1) : ](n) ~- 1 fOr n # 2 k 

/(n Jr- 1) ----/(n) ~- n flit  n ---- 2~). 

Bemerkung: Satz 3 vemllgemeiner t  ein Ergebnis yon  Dowidar-  
Petersen [2] (Th. 6 ' ) ;  der  dor t  bewiesene Satz ergibt  sieh for  ](n) = n. 
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