Eine Bemerkung zur gleichmiifligen Gleichverteilung
mod 1

Von

Peter Gerl, Wien
( Eingegangen am 10. Juni 1965)

Wir betrachten im folgenden Folgen reeller Zahlen f(n) (n =1, 2, ...)
mit der Eigenschaft: f(n + 1) . (f(n))™' - o fiir » - . Bs wird
gezeigt, daf unter dieser Voraussetzung die Menge der Zahlen ¢, fiir
welche f(n) . « gleichmiBig gleichverteilt (g. glv.) mod 1 ist, das (Lebes-
guesche) Mafl Null besitzt, anderseits aber, da die hier auftretende
Nullmenge nie leer ist. Dadurch werden Ergebnisse von [3] und [4]
verallgemeinert, wo nur Folgen f(n) natiirlicher Zahlen betrachtet
wurden. AuBerdem soll gezeigt werden, daf die Bedingung
lim f(n 4+ 1). (}(n)) "' = o« in gewisser Weise scharf ist, als nimlich
li—:n nicht durch limsup ersetzt werden darf. Fiir die hier verwendeten
Begriffe sei auf [1] oder [3] verwiesen.

Zunichst zwel Hilfssitze:

Hilfssaiz 1: Es sei die Folge #(n) g. glv. mod 1. Gilt fiir eine Folge
y(m) ‘
lim (z(n) — y(n)) = 0,
T 0

so ist auch die Folge y(n) g. glv. mod 1.
Bewens: Siehe {1].

Es sel nun 7, = (a,, b, natiirliche Zahlen) eine Folge rationaler

B
by
Zahlen mit lim 7, ,.7;' = co. Zu gegebenem &> 0 (und < 1) defi-

ny>x
nieren wir ny(r,, &) als die kleinste natiirliche Zah! mit

e ]
2 —<1l—s

n=n, 'n
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Hilfssatz 2: Es sei r,, eine Folge rationaler Zahlen mit
lim 7, ;.77 = .
B0

Wir wihlen fiir ein festes n > ny(7,, ) eine natiirliche Zahl p, mit

1
(k+1«~—)r >p,,>(lc+ —{—E ——)r (% natiirlich)

f=n-1 z

und definieren weiter rekursiv:

m

Py = [—~rm+1] fiir m > n.
Tﬂl

([«] bedeutet jene ganze Zahl mit [o] << ¢ < [a] + 1).

Behauptung: Es existiert lim B « und es gilt

nyo Tu

&[<——ml’cs-—>0furn~>oo (1)

'rn n

|a—
Beweis: Man zeigt wie in [3], dafl

n k3 k ]‘ c
0o o Tott _ 5 <

Ta Togk  i=1 Tnti T+l

gilt, woraus die Existenz von ¢ und die Abschitzung (1) folgt.
Es sei jetzt 7, eine beliebige Folge reeller Zahlen; wir verwenden
folgende Bezeichnung:
E(r,) ={a|7,.¢ist g. glv. mod. 1}.
Satz 1: Istr, (n = 1,2, ...) eine Folge reeller Zahlen mit

’rn-i- 1

- o fiir n - oo,
n

so gilt
AME(r,)) =0 (4 ... Lebesguesches Maf).

Beweis: Es gibt eine Folge natiirlicher Zahlen a, mit

[’rn - lgn I < 10—”;

es ist klar, da8 a, .0, ~ ® fiir n — ©.

Nach Hilfssatz 2 gibt es eine Zahl ¢ 4 0 und natiirliche Zahlen
b, mit
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10 b, 107+
e — |<e.
a’n a’n+1
oder
n
’ O
llon ”‘bn|<c'an+1

und die rechte Seite strebt fir n — oo gegen Null; auflerdem gilt
by - byt — . Es folgt also:

ay,

=8n

|r, 0 —b, | <10™" ¢ .
Ayt

mit ¢, - 0 fiir n — o,

z
Nach Hilfssatz 1 liegt x € E(r,) genau dann, wenn = € E(b,),

woraus weiter
E(r,) = . E(b,) (2)

folgt. Nach {4] (Theorem D) gilt nun A(E(b,)) =0, woraus sich A(E(r,)) =0
ergibt.
w.z.b.w.

Aus der Bezichung (2) folgt: Ist x € E(b,), so liegt «.z € E(r,).
Zusammen mit Satz 2 von [3] erhalten wir also:

Satz 2: Ist 7, eine beliebige Folge reeller Zahlen mit

Tnt1

— o fir n - oo,
n

so gibt es stets (i. a. sogar nichtabzihlbar viele) Zahlen «, fiir welche
die Folge r, . @ g. glv. mod 1 ist.

Wir wollen nun noch zeigen, dafl die Voraussetzung

fn+ 1
Ta

— oo fir n - o

in gewissem Sinn nicht abgeschwicht werden kann; setzt man némlich
von der Folge r, nur voraus:

rn . 7‘714
liminf 2= < Limsup L — w, (3)

n>® Ta B> ® Tu

so treten folgende zwei Fille wirklich auf:
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1. Es gibt Folgen r,, die (3) erfiillen, so daB E(r,) = ¢
2. Es gibt Folgen 7,, die (3) erfiillen, so daBl E(r,) = ¢.
ad 1) Es sei a, eine Folge reeller Zahlen mit lima,,,.0;" = oo.
Nach Satz 2 ist E(a,) + ¢. Ist « € E(a,), so sind die beiden Folgen
a, o und (o, + 1) a

g. glv. mod 1. Wir betrachten nun eine neue Folge p,, definiert durch

Pon = Gpy Pony1 = & + L
Klarerweise gilt dann « € E(p,), womit ein Beispiel fiir Fall 1 gegeben

ist, denn es ist ja liminf p, ;. p, " = 1 < limsup p,,;.p; ! = .
n > N> 0

ad 2) Zunichst einige Bezeichnungen: Es sei @ > 2 eine natiirliche
Zahl, f(n) eine Folge natiirlicher Zahlen mit
f(m) < f(n 4+ 1) ((— »n) = 0 fiir n > 0). Wir setzen

0<i<f2k-+2)—f2k+1)
k
gln) = &/EHD fiir o = Z(f24) — 2§ — 1) + ki + 1

i=

E=0,1,...
das heiBit, g(n) bedeutet die Folge
dD, g OFL g GO lm pfent) gjentntl

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der

Satz 3: Ist die Folge f(n) so gewdihit, dap fiir eine geeignete Konstante ¢
gult:
lm — ¥ 1—=0 1)
im - == 0,
N>w N n<N (
oty —fm) =z ¢

dann ist die Folge g(n). a fiir kein « g. glv. mod 1.

Beweis: Ist die Folge g(n) @ nicht glv. mod 1, dann auch sicher
nicht g. glv. Wir betrachten daher den Fall, daB g(n).e« glv. mod 1 ist.
Setzen wir zur Abkiirzung noch d = [¢] + 1. Aus der Glv. folgt nun:
Es gibt zu jedem p (natiirlich) eine Folge n,(p) (k= 1,2, ...) mit

0 < g(m(p)) & <7~°7 (mod 1) (5)
und weiter

1
lim — X 1 =¢"%p,
Ny N n(p)y <N
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das heiBt also, die Folge #,(p) besitzt positive asymptotische Dichte.
Wegen (4) gibt es daher sicher ein %, so da8
0<g(n(p) +9)a<<r*(modl) (Riir ¢=0,1,...,p—1).
Es folgt also weiter
1 m@)tp-1
lim = F g ~agn) o) =1
p>> P n=ny (p)
(x4 - - - charakteristische Funktion von 4) und die Folge g(n) ¢ ist
nicht g. glv. mod 1. w.z.b.w.

Wihlt man nun insbesondere die Folge f(n) so, daB einerseits (4)
erfillt ist, anderseits fiir eine (hinreichend diinne) Teilfolge =, gilt:

lim (f(n + 1) — f(n)) = oo,

k>
80 ergibt sich aus Satz 3 eine Folge g(n) mit E(g(n)) = ¢ und
n-+1 n—+1
timing 2O limsup getl)
wro  9(1) e 9(0)

(Man setze z. B. {1) =1, f(n 4 1) = f(n) + 1 fiic n == 2
fln 4 1) = f(n) + n fiir n = 2F).

Bemerkung: Satz 3 verallgemeinert ein Ergebnis von Dowidar-
Petersen [2] (Th. 6'); der dort bewiesene Satz ergibt sich fiir f(n) = n.
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