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1. Raumkurven mit vorgeschriebenem sphérischen
Hauptnormalenbild

Sei ¢ =1(s) die vektorielle, auf die Bogenlinge s bezogene Dar-
stellung einer hinreichend oft differenzierbaren Kurve I des drei-
dimensionalen euklidischen Raumes. Verlegt man ihr begleitendes
orthonormiertes Dreibein, bestehend aus der Tangente e¢;=g'=
=dg/ds, der Hauptnormale ¢; ="/» und der Binormale ez=¢; Xez,
durch Parallelverschiebung in den Ursprung O, so fiihrt es dort
eine Biindelbewegung aus, wenn der Punkt g die Kurve ! durch-
lduft. Diese Bewegung kann in jedem Augenblick als infinitesimale
Drehung um eine bestimmte, durch den Darbouxschen Vektor
b =1e; +xes gekennzeichnete Momentanachse aufgefalt werden,
wobei » die Kritmmung und 7 die Torsion von I bezeichnet. Im
Verlauf der Bewegung iiberstreicht diese Achse im Gangsystem das
Strahlbiischel in der von den Vektoren e; und e¢3 aufgespannten
Ebene & | es, wihrend sie im Rastsystem einen gewissen Kegel IT
erzeugt, der den Richtkegel der Strecktorse © darstellt, auf der
die Kurve ! als geodétische Linie verlauft. Wie die Kinematik
lehrt, beriithrt die Ebene ¢ den Kegel I7 lings der Momentanachse
» und rollt gleitungslos auf ihm ab. '

FaBt man blof die Elemente auf der Einheitskugel ins Auge
(vgl. Abb. 1), so hat man dort den die Punkte ¢; und es verbinden-
den Grofkreis q in &, welcher auf der als Spur des Kegels I7 auf-
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tretenden Rastpolkurve p abrollt. Da g die gemeinsame sphérische
Bahnnormale der Punkte e; und es darstellt und die Kurve p
berithrt, kann letztere als die gemeinsame sphdirische Evolute des
durch e; (s) erklirten sphérischen Tangentenbildes ¢; und des durch
es(s) beschriebenen sphirischen Binormalenbildes ¢z der Kurve !
bezeichnet werden. Wegen ¢ | ez ist p im Sinne der Kugelgeometrie
»polar zum sphérischen Hoauptnormalenbild c;, das durch ea(s)
erklirt ist.

Ist nun fiir eine Raumkurve ! das sphérische Hauptnormalen-
bild ¢ vorgeschrieben, so kennt man auch die dazu polare Kurve p,
und das sphérische Tangentenbild ¢; ist unter den wo! sphdrischen
Evolventen von p zu wihlen. Ist dies geschehen und steht auch die
Parameterbelegung ¢z (s) auf ¢z zur Verfiigung, so ist die gesuchte
Raumkurve ! durch eine einfache Integration zu finden. Die
Rechnung verlduft folgendermaBen: Aus ¢; und der Ableitung
¢, =des/ds erhélt man zundchst durch duBere Produktbildung den
Darbouxschen Drehvektor § = ¢z X ¢y. Sein Betrag

0] =|ej| = A=V2+ 2 (1)

ist die von M. A. LANCRET eingefiihrte ,,ganze’* Kriimmung von 1.
Der Einheitsvektor b/A beschreibt das sphérische Strecktorsen-
bild p. Bezeichnet v den durch

x=Acosv, 7= Asinv (2)
bestimmten Winkel zwischen b und e, so gilt:

b e2 X ey

2 el

= ¢18inv 4 ez cosv. (3)

Aus der mit Beniitzung der Frenetschen Gleichungen gebildeten
Ableitung

oY (ezesey) |, . ,
(7) =——-l~e—zlsie2_—.(elcosv——e3smv)v (4)

vom Betrag |v'| erhilt man nun die Bogenlinge von p mit

3 e'e"
__f 2 2 2 (5)
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Jetzt 14Bt sich der Tangentenvektor ;" anschreiben mit
e1 = (b/A)sinv— (ey/A) cosv, wobei D =r¢aXe;, A=ley|. (6)

Integration liefert schlieBlich die Darstellung ¢ = f e1ds der Raum-
kurve /. Durch Bildung der Ableitung von (6) wird man sich noch
vergewissern, dall das zunichst noch unsichere Vorzeichen in (5)
richtig gewidhlt wurde; man findet tatséichlich e'1= ACOSY.¢g = xe.
Wegen der willkiirlichen Integrationskonstante in (5) erhdlt man
ool Tangentenbilder ¢;(s) und damit, abgesehen von Parallelver-
schiebungen, ebensoviele Losungskurven /.

Ist das Hauptnormalenbild ¢; nun nicht auf die Bogenlinge s
von I, sondern durch eine Darstellung es = ¢z () auf einen beliebigen
Parameter u bezogen, so wird die Raumkurve [ erst dann bestimm-
bar, wenn zusitzlich die Abhingigkeit s(u) vorgeschrieben wird.
Mit é;=des/du und ez X ¢ kennt man jedenfalls die Richtungen
von ¢ und D, und man kann daher mit Hilfe der zugehérigen Ein-
heitsvektoren den Tangentenvektor analog zu (6) ansetzen durch

_eréz .
eal |é2]

e1 COS ¥ . (7)
Nach Bildung der Ableitung ¢; liefert die Orthogonalitétsbedingung
(¢1028) =0 eine Bestimmungsgleichung fiir 4, die dann anstelle
von (5) auf
(e2 ez é2) du ®)
€2
fithrt. Mit Riicksicht auf ¢ =e¢,§ und |e;|= 4 erhilt man schlief-
lich nach Festsetzung der Integrationskonstante in (8) als Dar-
stellung der Raumkurve /:

r= f [(ez X &2) sin v — &3 cos v] (dufa), (9)

wobei die Bogenlinge s im Sinne wachsenden Parameters » gezéhlt
wird (s >0). Statt der Abhiingigkeit s(u) kann also der Verlauf
A(u) der Lancretschen Kriimmung A vorgeschrieben werden. Dieses
Ergebnis steht in Einklang mit den Entwicklungen bei K. STRUB-
ECKER [10, 165—167], ist aber insoferne etwas allgemeiner, als
dort als spezieller Parameter die Bogenlinge von c¢; verwendet
wurde, was das Endresultat (9) trotz |é2|=1 nicht vereinfacht;
iiberdies erscheint nun der geometrische Hintergrund ausreichend
aufgehellt. '
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2. Raumkurven mit fester Hauptnormalenneigung

Sind sémtliche Hauptnormalen einer Raumkurve [ gegen die
xy-Ebene eines kartesischen Normalkoordinatensystems unter dem
festen Winkel y geneigt (welcher auf das Intervall 0 <y <=/2
eingeschrinkt werden darf), so ist das sphéirische Hauptnormalen-
bild cs ein Kreis der Einheitskugel, der mit Beniitzung der positiven
Konstanten

m=cosy, n=siny (m24n2=1) (10)
durch
ez = (—m cosu, —msinu,n) (11)

angesetzt werden mag. Das dazu polare sphirische Streckiorsen-
bild p ist dann ebenfalls ein Kress, beschrieben durch

eré2

= (ncosu,nsinu, m). (12)

lés
Die von den rektifizierenden Ebenen der Kurve ! eingehiillte
Streckiorse @ ist naturgemi$ eine unter dem Winkel (7/2)—yp
ansteigende Béschungstorse ; die Kurven mit fester Hauptnormalen-
neigung konnen mithin als geoddtische Linien auf Boschungstorsen
charakterisiert werden.

Abb. 1. Biindelbewegung des begleitenden Dreibeins einer Raumkurve mit
fester Hauptnormalenneigung (y = 30°)
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Das sphérische Tangentenbild ¢; der Raumkurve ! ist gemil
Abschnitt 1 eine sphirische Kreisevolvente, ndmlich eine Evolvente
des Kreises p (12); dieselbe entsteht als Bahn eines Randpunktes
der Kreisscheibe ¢, die auf dem Drehkegel I7= Op abrollt (Abb. 1).
Es handelt sich — wie auch beim Binormalenbild ¢z — um eine
unter dem Winkel p ansteigende sphdrische Boschungslinie.

Gemif Formel (8), in der (e2é2é2) =m2n, ergibt sich die auch
unmittelbar erkennbare Bogenlédnge von p mit

v=nU, (13)

wenn man die unwesentliche Integrationskonstante unterdriickt.
Fiir das Tangentenbild ¢; findet man iiber (7) die Darstellung

2 =ncosu sinnu— sinucosnu,
e11y =nsinusinnu + cosucosnu, (14)
2 =msinnu,

die auch direkt aus Abb. 1 abgelesen werden kinnte. Die komplexe
Zusammenfassung

x' iy = (42) [(1 +n)ed-miv | (1 —p)edtmiv]  (15)

148t die wohlbekannte, auf A. ENNEPER zuriickgehende Tatsache
erkennen, daB eine sphirische Boschungslinie im Grundrifl als
Epizykloide erscheint [10, 221]. Gleiches gilt fiir das zu ¢; kongruente
Binormalenbild ¢s:

7 cos % CcosSnu -+ sinu sinnu,
e1X ¢2 ==¢3 4 n sinu cosnu—cosu sinnu, (16)

mceosnu.

Durch Auswertung der Frenetschen Relationen é = §e; = $xeq,
ég=3Se;=—357es und ép=4e, erhdlt man fir die Kriimmung z,
die Torsion 7 und die Lancret-Kriitmmung 2 der Raumkurve [ die
grundlegenden Formeln

$x=mecosnu, Sr=msinny, ISi=m. (17)

Hinsichtlich des Vorzeichens wird man sich am besten iiber die
iiblichen Konventionen hinwegsetzen.
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3. Kurven mit konstanter ganzer Kriimmung

Nach Annahme des Bogenelements ds = § (u)du kann man durch
Integration der mit (14) definierten Linienelemente dy = e1ds =e¢;§du
die verschiedensten speziellen Raumkurven fester Hauptnormalen-
neigung finden. So ergeben sich beispielsweise fiir s =tgnu die geo-
ditischen Linien auf dem Drehkegel mit der Offnung 2y = 2aresina,
fiir s =secnu jene ausgezeichneten Geodétischen auf Schraubtorsen,
welche die Bahnschraublinien orthogonal durchsetzen und daher
Gewindekurven sind. E. SALKowsk1 [8] ermittelte auf Grund von
(17) die hieher gehorigen Raumkurven konstanter Kriimmung (etwa
x=1: §=mecosnu); sie fallen fir rationales nz£1/2 algebraisch
aus. Ebenso bestimmte er die einschlégigen Kurven konstanter
Torsion {etwa 7—1: § =msinnu) sowie in [9] die Bertrand-Kurven
fester Hauptnormalenneigung (4dx - Br=1:§=Amcosnu +
+ Bmsinnu); beide sind stets transzendent.

Hier sollen nunmehr die noch aussténdigen Kurven konstanter
ganzer Krimmung untersucht werden. Mit der zuldssigen Normie-
rung A=1 hat man wegen (17) §=m, und die Integration von
(14) bzw. (15) liefert die Darstellung der gesuchten Kurve [ in der
Form:

z iy = (12m) [(L+n)2el=m i (1—n)2e@+nis],

18
: z2=—(m?[n)cosnu. 1)

Der Ubergang zur reellen Paramecterdarstellung wire durch
Trennung in Real- und Imaginérteil leicht zu vollziehen. Gerade
die komplexe Form 1dBt aber sofort erkennen, daf sich die Raum-
kurvel im GrundriB auf eine Epitrochoide abbildet [10, 97]. Dieselbe
ist im iibrigen durch Flachpunkte in den inneren Scheiteln aus-
gezeichnet, die sich fiir cosnu = 0 einstellen; in diesen der zy-Ebene
angehdrenden Punkten von ! verschwindet nimlich zufolge (17)
die Kriimmung x=cosnu (Wendepunkte), wihrend die Torsion
die Extremwerte v= 4-1 annimmt. Umgekehrt verschwindet die
Torsion 7=sinnwu in den Henkelpunkten sinnu =0, wo die Kriim-
mung den Hochstbetrag x| = 1 erreicht.

Bildet man unter Heranziehung der konjugierten Grée in (18)
das Produkt (x + iy)(x—7<y), so erhilt man

22+ 3 = m2cosnu + (4n2/m?) = (n2m?) (22 4 4), (19)

11
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was besagt, daB die Kurve I auf einem einschaligen Drehhyperboloid
verlauft.

Fir die Streckebene findet man mit Beniitzung ihres Normalen-
vektors ¢s (11) nach kurzer Rechnung die Gleichung

mrcosyu +mysinu—mnz=2cosnu. (20)

In Abhéngigkeit von dem als Zeit deutbaren Parameter u erfihrt
diese Ebene eine Lagendnderung, welche sich aus einer gleich-
formigen Drehung um die z-Achse und einer harmonischen Schwin-
gung z=—(2/n)cosnu lings dieser Achse zusammensetzt. Die bei
einem solchen ,harmonischen Umschwung* (Frequenz n, Ampli-
tude 2/n) von der Ebene (20) eingehiillte ,,Umschwungtorse* ist
die Strecktorse @, auf der die Kurve ! als geodétische Linie verlauft.

Wie W. KauTNyY [2] in seiner Untersuchung des harmonischen
Umschwungs gezeigt hat, ist die Gratlinie einer Umschwungtorse
(fir n#1) Boschungslinie auf einer Drehfliche 2. Ordnung. Im
vorliegenden Fall tritt als Gratlinie k& der Strecktorse @ eine zum
Tangentenbild ¢ (14) affine, unter dem Winkel (#/2)—y an-
steigende Boschungslinie auf, deren Darstellung sich aus (20) und
der ersten und zweiten Ableitung nach « mit

x = (2n/m) (ncosucosnu + sinusinnu),
y = (2n/m) (r sinu cosnu—cosu sinnu), (21)
= —(2m3[n) cosnu

ergibt. Diese Gratlinie % verlauft, wie man leicht nachpriift, auf
dem Drehellipsoid

ma (22 + y2) + nt2? =4 m2n2. (22)

Die in der Grundebene z=0 vorhandene Spurkurve h der
Boschungstorse @ ist eine zum Grundrifi der Gratlinie £ (21) und
damit auch zum GrundriB} (15) von ¢; dhnliche Epizykloide, deren
Stiitzfunktion f(u)=(2/m)cosnu unmittelbar aus (20) abzulesen
ist. Hieraus ergibt sich dann der Kriimmungsradius von A mit
o=f+ f=2mcosnu. Bei der Verebnung der Torse O geht der
Kontingenzwinkel du eines Bogenelements von % in ndu = dv iiber
— man vergleiche die entsprechende Verebnung des Richtkegels
IT gemsB (13) —, und der Kriimmungsradius ¢ vergroBert sich
mithin auf

¢ = o/n = (2m|n)cosv. (23)



Kurven konstanter ganzer Kriimmmung 165

Aus dieser Abhéngigkeit zwischen Richtungswinkel » und Kriim-
mungsradius § folgt dann die Darstellung der verebneten Spurkurve k:

= f@cosvdv:(fm/2n)(2v—i—sin2v),
24
37=f@sinvdvz(m/2n)(1——cos2v). 24

Sie lehrt, daB die Grundspur % der Strecktorse @ bei deren Ver-
ebnung in eine gemeine Zykloide kb verwandelt wird. Den Erzeugen-
den von & entsprechen dabei wegen der Erhaltung der rechten
Winkel mit 7 die Normalen von k. Die Gratlinie & von @ geht dem-
nach in die Evolute von h iiber, das ist eine dazu kongruente
Zykloide k. Die Kurve [ schlieBlich wird als geoditische Linie auf
O zu einer Geraden [, und zwar zur Scheiteltangente n§=m von k
(vgl. Abb. 2). — Aus der bekannten Eigenschaft, dafl die Kriim-
mungsradien der Zykloide A durch die Grundlinie / halbiert werden,
folgt, daB die Kurve ! die zwischen Grundspur und Gratlinie k&
befindlichen Erzeugendenabschnitte der Strecktorse © hilftet, was
ein Blick auf die z-Koordinaten in (18) und (21) bestitigt.

Die Hauptergebnisse seien noch zusammengefafit im

Satz 1. Die Roumkurven konstanter ganzer Krivmmung 2= 1 und
fester Hauptnormalenneigung y=arcsinn gegen eine waagrechie
Grundebene 2 =0 verlaufen auf einschaligen Drehhyperboloiden (19)
mit der Offnung 2y und erscheinen im Grundrif ols Epitrochoiden
(18) der Familie (1—n): (1+n) mit Flachscheiteln. Die zugehérige
Streckiorse (20) ist eine unter dem Winkel (7/2)—7y geboschte Um-
schwungtorse der Frequenz n, die als Grundspur eine Epizykloide
der gleichen Familie besitzt. Dieselbe geht bei der Verebnung der Torse
ebenso wie deren Gratlinie (21) in eine gemeine Zykloide (24) iiber.

Nach dem Gesagten 148t sich ein einfaches Modell folgender-
maflen herstellen: Man schneidet aus Karton gemiBi dem aus
Abb. 2 ersichtlichen Muster ein Stiick aus, das von einem Bogen
einer gemeinen Zykloide % und den zugehérigen Teilen der Evoluten-
zykloide k begrenzt ist. Nach Eintragen der Scheiteltangente [
von % wird der Karton lings vieler Tangenten von k vorgeritzt.
Verbiegt man nun das Modell derart, dal der Rand % eben bleibt
— etwa unter Aufsetzen auf eine Tischplatte —, dann wird es zu
einem Teil einer Umschwungtorse, wobei % in einen Epizykloiden-
bogen, %k in die Gratlinie und [ in eine Kurve konstanter ganzer
Kriimmung mit fester Hauptnormalenneigung iibergeht. Je nach
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dem Ausmall der Verbiegung kann man alle Neigungen von
y1=19,5° (ny = 1/3, h=Kardioide) bis yz=90° (n2 = 1) erreichen.

Fir rationale Werte der Kennzahl n ergeben sich durchwegs
algebraische Gebilde (vom Geschlecht Null). Wird n=pu/» als ge-
kiirzter Bruch mit 0 < u <v angeschrieben und w=-exp (sufv) als
neuer (komplexer) Parameter eingefithrt, dann ist iiber die Dar-
stellungen (18) und (21), die rational in w ausfallen, festzustellen,
daB die Raumkurve ! und die Gratlinie % ihrer Strecktorse die
gemeinsame Ordnung 2(u-») haben. Aus (20) hingegen findet
man fiir die Strecktorse die Klasse 2.

Abb. 2 illustriert die einfachste Annahme n = 1/2. Hier betrigt
die Hauptnormalenneigung y = 30°; die zugehdrige Kurve kon-
stanter ganzer Kriimmung ist von 6. Ordnung und verlduft als
geoditische Linie auf einer Umschwungtorse 4.Klasse, die als
Grundspur eine zweispitzige Epizykloide (,,Nephroide*“) aufweist.

Verebmmg der
Greckiorse &

Auris

/.

Grondril}

Abb. 2. Kurve konstanter ganzer Kriimmung A=1 mit fester Haupt-
normalenneigung (y = 30°; n = 1/2, m =}3/2)
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4. Bewegung des begleitenden Dreibeins

Die Bewegung des begleitenden Dreibeins ei,es,e3 lings der
Raumkurve I gegeniiber dem ruhenden System @,y,z wird in Ab-
héngigkeit vom Zeitparameter » durch die Wanderung des Kurven-
punktes ¢ (18) und die Verdnderung der Vektoren ei (14), ¢z (11)
und ez (16) erfalt. Ein im Achsenkreuz e1, ¢z, es mittels der Koordi-
naten &,%,( festgelegter reeller Punkt nimmt zur Zeit u die Lage

p=r-+&e1t+meatCes (25)

ein. Ausgefiihrt ergibt dies in komplexer Zusammenfassung:
1
x+iy= —# (1+4n-+m({+e8)]ed-—mie_—gmyein
m
1—n . .
+ R [l—n—m (i et i, (26)
2m

z=mésinnu -+ ny -+ (mnr)(nl—m)cosnu.

Mit &,5,{=const hat man in (26) bereits eine Parameterdar-
stellung der Punktbahnen. Diese erscheinen im Grundriff im all-
gemeinen als Radlinien 3. Stufe der Familie (1—=x): 1: (1 +n) [11],
die sich fur Punkte der rektifizierenden Ebene 5 =0 auf Epitro-
choiden reduzieren, ebenso wie fir die Punkte der zur Haupt-
normale parallelen Geraden £=0, m{= - 1—n. Die beiden der
Binormale &=%=0 angehorenden Punkte (= (4 1-—n)/m be-
schreiben Umschwungkurven [2] auf koaxialen Drehzylindern und
bilden sich im Grundrif} sogar auf Kreise ab. — Wie ohne Wieder-
gabe der etwas weitliufigen Rechnungen vermerkt sei, verlaufen
die Punktbahnen (26) auf Drehflichen, die durch Rotation einer
Ellipse um die z-Achse entstehen!. Diese Drehflichen sind im all-
gemeinen von 4. Ordnung, reduzieren sich aber fiir Punkte in der
Normalebene £ = 0 (und nur fiir solche) auf Drehfidchen 2. Ordnung.
Die Punkte der zur Hauptnormale parallelen Gerade £=0, {=m/n

1 Zum Nachweis braucht man bloB in der ersten Zeile von (26) den Dreh-
faktor expiu abzuspalten und anschlieBend nu=v zu setzen. Die Koordi-
naten z,y,2 werden dann durchwegs linear in sinv und cosv, was eine Ellipse
definiert.
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durchlaufen durchwegs ebene Bahnen (z=:const) in Gestalt von
Radlinien 3. Stufe
2 —n)2
T + iy — Lj;_!:n_) e(l*n)iu_.mneiu_,(.l_”:z_ e(L+n) iu,
2mmn 2mn (27)

z=mnn.

Unter ihnen findet sich eine zu 5 =0 gehdrige, von einem Punkt
der Binormale erzeugte Epitrochoide, die in der Grundebene z=0
verlduft und zum GrundriB der Kurve ! (18) dhnlich ist.
Die von der Hauptnormale §={=0 iiberstrichene Haupi-
normalenfliche @ der Leitkurve ! wird gemafl (26) durch
ztiy= Me(l-n)iu_mr,,ieiu I+ Me(l+n)iu,
2m 2m (28)
z ==nn— (m2n)cosnu

mit verdnderlichem % und % beschrieben. Ihre Spurkurve in der
Grundebene z = 0, gekennzeichnet durch % = (m/n)2cosnu und dem-
gemal dargestellt durch

iy =
(29)

({1 R 2 1) el (L)t (1 20) e+ 4],

2m n?
ist eine Epitrochoide fiir n+1/2, die sich fiir #»=1/2 auf einen
Kreis reduziert. Die iibrigen Schichtenlinien z= const sind Rad-
linien 3. Stufe bzw. Epitrochoiden der Familie 1 : 3.

Wegen der festen Neigung y ihrer Erzeugenden besitzt die
Fliche @ als Richtkegel einen Drehkegel mit z-paralleler Achse
und der Offnung m—2y. Wie bekannt [5, 7], ist ihre Striktions-
linie g dann mit dem UmriB fiir die GrundriBprojektion identisch,
wird also von der Berithrungslinie des umschriebenen z-parallelen
Zylinders I' gebildet. Jede Tangentialebene desselben enthilt
neben der Hauptnormale ¢ von ! auch den im gleichen Punkt an-
gebrachten Darboux-Vektor b (vgl. Abb. 1), also die Erzeugende
der Strecktorse @. Der Grundrifl von g deckt sich daher mit jenem
der Gratlinie & von @ und ist demnach eine Epizykloide, die geméf
(21) durch

Z iy = (nfm) [(1 -+ n)ed=» ¥ — (1—n)e@+wiu]  (30a)
dargestellt wird (Abb. 2). Der Vergleich mit (28) liefert dann fiir
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die Striktionslinie g die Relation #=cosnu und damit die noch
fehlende Koordinate
12 —m2

Z2=-——— COSTU. (30Db)
n

Die Striktionslinie g ist mithin fiir y#n/4 (n#m) eine zur Grat-
linie %k affine Boschungslinie auf einem gewissen Drehellipsoid.
Als Steigwinkel findet man (7/2)—2y. Da ¢ also alle Erzeugenden
des Zylinders I" unter dem festen Winkel 2y schneidet, handelt es
sich um eine geoditische Linie desselben und gleichzeitig auch nm
eine solche der Hauptnormalenfliche @.2 — Im Sonderfall
y=un/4 (m=n= 1/1/5) wird die Striktionslinie eben und fillt mit
der Basiszykloide des Zylinders I” zusammen.

Im Zentralpunkt £§=0, 7=cosnu, {=0 der Erzeugenden e
der Hauptnormalenfliche @ liegen nun folgende Flichentangenten
vor: die Tangente ¢ der Striktionslinie ¢ und die dazu konjugierte
Erzeugende ?||z des lings g berithrenden Zylinders I', ferner die
zu ¢ normale ,,Zentraltangente d||d (Neigung (7/2)—y). Der Ver-
gleich der Neigungen lehrt, daB d und e die Winkel zwischen ¢
und # halbieren, also zu ¢ und # harmonisch liegen. Hieraus folgt,
dafl die Zentraltangente d Schmiegtangente der Hauptnormalen-
fliche von [ ist, eine Eigenschaft, die nach A. MANNHEIM charak-
teristisch fiir alle Raumkurven konstanter ganzer Kriimmung ist [6].

Die Bewegung des begleitenden Dreibeins lings der Kurve !
148t sich bekanntlich in jedem Augenblick als infinitesimale
Schraubung um eine bestimmte Momentanachse auffassen, deren
Richtung durch den Darbouxschen Drehvektor b (3) gegeben ist.
Um sie zu finden, kénnte man nach jenen Punkten (&,7,() fragen,
deren Bahntangente die Richtung d hat. Die Auswertung dieser
Bedingung fithrt iiber (26) und

(T+ig):2=net:m (31)
auf
§=tisinnu, n=cosnu, (=1cosnu. (32)

Damit bestéitigt sich die bekannte Tatsache, daf die momentane
Schraubachse mit der vorhin betrachteten Zenfroltangente d der
Hauptnormalfliche @ von [ identisch ist; sie kann als Grenzlage des
Gemeinlots zusammenriickender Hauptnormalen gedeutet werden.

? Derartige Strahlfidichen mit gleich geneigten Erzeugenden, die eine
geoddtische Striktionslinie mit Zykloidengrundri besitzen, sind wiederholt
auch in einer Arbeit von W. JAxk [1] aufgetreten.
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Die Ortsfliche der zeitlich verdnderlichen Momentanachse d
im Gangsystem, das bereits durch (32) dargestellte Gangaxoid, ist
ein Konotd 4. Grades, und zwar ein spezielles, als Umschwung-
wendelfliche [3] erzeugbares Kugelkonoid mit der Gleichung
&2n2 4 n2 (2= ({2 Es besteht aus jenen Normalen des Drehzylinders
g2+ 2=1, deren FuBpunkte die Ellipse in der Ebene n=17_ er-
fiillen, und ist bei waagrechter Erzeugendenlage die einzige nicht-
triviale Regelfliiche mit durchwegs ebenen Fallinien, nédmlich
Elipsen [4, 12].

Das zugehorige, im ruhenden System auftretende Rastaxoid ist
das von den Zentraltangenten d erfiillte Striktionsband ¥ von @.
Es wird gemdl (26) und (32) dargestellt durch

B4 iy = (opm) [(1 -+ ) el=m 6 (1 —n) e+ ia] - mteis,
33
z = (n—m?/n)cosnu -+ mt. (33)
Die Spurkurve in der Grundebene z=0, gekennzeichnet durch
mnt = (m2-—n?)cosnu, ist im allgemeinen eine Epitrochoide

wtiy=(1/2m)[(1+ 2n)ed-mi% 4 (1—2n)elrmin], (34)

die sich im Sonderfall » = 1/2 auf einen Kreis reduziert (und zwar
auf denselben wie bei der Hauptnormalenfliche ®). Die iibrigen
Schichtenlinien z = const sind Radlinien 3. Stufe fiir n=£1/2 bzw.
Epitrochoiden fiir n = 1/2.

Die Hauptnormalenfliche @ (28) und ihr Striktionsband ¥ (33)
haben nach allem eine weitgehend dhnliche Bauart. Wahrend je-
doch eine Regelfliche und ihr Striktionsband, die nach M. CrasLEs
in einer austauschbaren Beziehung zueinander stehen [5, 7], einander
lings ihrer gemeinsamen Striktionslinie im allgemeinen bloB be-
rithren, findet im vorliegenden Fall zwischen @ und ¥ lédngs der
Striktionslinie ¢ (30) sogar Oskulation statt.

AbschlieBend seien die Hauptresultate wieder zusammengefalt:

Satz 2, Wihrend der Bewegung des begleitenden Dreibeins ldngs
einer Rowmbkurve konstanter ganzer Kriimmung und fester Haupt-
normalenneigung y = arcsinn schrotet ein spezielles Kugelkonoid (32)
auf dem Striktionsband (33) der Hauptnormalenfliche (28). Die letzi-
genannten beiden Flichen oskulieren einander entlang ihrer gemein-
samen geoddtischen Strikiionslinie (30), welche fir n+1/2 Béschungs-
linie auf einem Drehellipsoid ist und sich fir n=1/2 auf eine
Nephroide reduziert.
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