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K u r v e n  konstanter ganzer K r i i m m u n g  
und fester Hauptnormalenneigung 

Von 

Walter Wunderlich, Wien 

Herrn Prof. Dr. J. Krames zum 75. Geburtstag gewidmet 

Mit 2 Abbildungen 

(Eingegangen am 29. Februar 1972) 

1. Raumkurven mit vorgesehriebenem sph~risehen 
Hauptnormalenbild 

Sei ~ = ~ (s) die vektorielle, auf  die Bogenl~nge s bezogene Dar- 
stellung einer hinreichend oft differenzierbaren Kurve 1 des drei- 
dimensionalen euklidischen Raumes. Verlegt man ihr begleitendes 
orthonormiertes Dreibein, bestehend aus der Tangente el ~--~'~ 
-~d~/ds, der Hauptnormale e~ = ~"/n und der Binormale e3 ~ el x e2, 
durch Parallelverschiebung in den Ursprung O, so ftihrt es dort 
eine Bfindelbewegung aus, wenn der Punkt  ~ die Kurve l durch- 
1/~uft. Diese Bewegung kann in jedem Augenblick als infinitesimale 
Drehung um eine bestimmte, durch den Darbouxschen Vektor 
b = v e l + ~ e s  gekennzeichnete Momentanachse aufgefaBt werden, 
wobei n die Kriimmung und v die Torsion yon 1 bezeichnet. Im 
Verlauf der Bewegung fiberstreicht diese Achse im Gangsystem das 
Strahlbfeschd in der yon den Vektoren r und r aufgespannten 
Ebene v~_l_e2, w/~hrend sie im Rastsystem einen gewissen Kegel 1-1 
erzeugt, der den Richtkegel tier Strecktorse {9 darstellt, auf  der 
die Kurve l als geod~tische Linie verl~uft. Wie die Kinematik 
lehrt, beriihrt die Ebene ~ den Kegel/ /1/~ngs der Momentanachse 
b und rollt gleitungslos auf  ihm ab. 

FaBt man blol~ die Elemente auf  der Einheitskugel ins Auge 
(vgl. Abb. 1), so hat man dort den die Punkte  el und e3 verbinden- 
den Groflkreis q in v q, welcher auf  der als Spur des K e g e l s / / a u f -  
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tretenden Rastpolkurve p abrollt. Da q die gemeinsame sphiirische 
BahnnormMe der Punkte  el und es darstellt und die Kurve p 
beriihrt, kann letztere als die gemeinsame spharische Evolute des 
durch el (s) erkli~rten sphi~rischen Tangentenbildes cl und des durch 
ca(s) beschriebenen sphiirischen Binormalenbildes ca der Kurve l 
bezeichnet werden. Wegen v~ • e2 ist p im Sinne der Kugelgeometrie 
,,polar" zum sph~rischen Hauptnormalenbild ca, das durch e2(s) 
erkl~rt ist. 

Ist nun fiir eine Raumkurve 1 das sphi~rische Hauptnormalen- 
bild c9. vorgeschrieben, so kennt man auch die dazu polare Kurve p, 
und das sph~rische Tangentenbild cl ist unter den ~ i  sph~irischen 
Evolventen yon p zu w~hlen. Is t  dies geschehen und steht auch die 
Parameterbelegung r (s) auf  c2 zur Verftigung, so ist die gesuchte 
Raumkurve I durch eine einfache Integration zu finden. Die 
Rechnung verl~uft folgendermal3en: Aus e2 und der Ableitung 
e'2 = dc2/ds erhiflt man zun~chst durch ~uBere Produktbildung den 

! 

Darbouxschen Drehvektor b ---- e~ • ee. Sein Betrag 

(~) 

ist die yon M. A. LANCRET eingeftihrte ,,ganze" Krammung yon l. 
Der Einheitsvektor b]2 beschreibt das sph~rische Strecktorsen- 
bild p. Bezeichnet v den dutch 

----2cosy, v = 2 s i n v  (2) 

bestimmten Winkel zwischen b und e3, so gilt: 

b e2•  
- l e'.:,, t = el  s i n  v + r c o s  v .  (3) 

Aus tier mit Beniitzung der Frenetschen Gleichungen gebildeten 
Ableitung 

(r r , 
l e, 213 e2 -~- (el cos  v - -  e3 s in v) v '  (4) 

yore Betrag I v' I erhi~lt man nun die Bogenl~nge yon p mit 

f ! II 
) 

v = e2oe.~ d s .  
e2 

(~) 
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Jetzt  li~Bt sich der Tangentenvektor ~' ansehreiben mit 

f ? 

el ----- (b/k) sin v - -  (e2/2) cos v, wobei b : e2 • e2, ,;t : ]e'~ I- (6) 

Integration liefert schlieBlich die Darstellung ~---- felds der Raum- 
kurve 1. Durch Bildung der Ableitung yon (6) wird man sich noch 
vergewissern, dub das zuni~ehst noch unsichere Vorzeichen in (5) 
riehtig gew~hlt wurde; man finder tatss e'1 : A cosv . e~ :  ~e2. 
Wegen der willktirlichen Integrationskonstante in (5) erhiilt man 
~1 Tangentenbilder el(S) und damit, abgesehen yon Parallelver- 
schiebungen, ebensoviele L5sungskurven l. 

Ist  das Hauptnormalenbfld ca nun nieht auf  die Bogenl~nge s 
yon l, sondern durch eine Darstellung e2 = e2 (u) auf einen beliebigen 
Parameter u bezogen, so wird die Raumkurve 1 erst dann bestimm- 
bur, wenn zus~tzlich die Abh~ngigkeit s(u) vorgeschrieben wird. 
Mit ~2=de2/du und e2• kennt man jedenfalls die Richtungen 
yon e2 und b, and  man kann daher mit Hiffe der zugehSrigen Ein- 
heitsvektoren den Tangentenvektor analog zu (6) ansetzen dureh 

e2 • ~2 . ~2 
el . . . . . . . .  sm v - -  cos v. (7) 

1621 1&2 ] 

1~ach Bildung der Ableitung 61 liefert die Orthogonalit~tsbedingung 
(~1e2~2)----0 eine Bestimmungsgleiehung ftir ~, die dann anstelle 
yon (5) auf 

f (e~ .  62 ~2).  v :  :~ au (8) 
r 

�9 t �9 t 

fiihrt. Mit Rtieksieht auf  r162 und le21 = 2  erhiflt man schlieB- 
lich naeh Festsetzung der Integrationskonstante in (8) als Dar- 
stellung der Raumkurve l: 

= f [(e2 x 62) sin v - -  62 cosy] (clu/2), (O) 

wobei die Bogenls s im Sinne waehsenden Parameters u gez~Mt 
wird (~ >0) .  Start der Abh~ngigkeit s(u) kann also der Verlauf 

(u) der Lancretschen Krtimmung 2 vorgeschrieben werden. Dieses 
Ergebnis steht in Einklang mit den Entwicklungen bei K. STRCB- 
]~CKWR [10, 165--167], ist aber insoferne etwas allgemeiner, als 
dort als spezieller Parameter  die Bogenliinge yon c2 verwendet 
win'de, was das Endresultat  (9) trotz 1621-~ 1 nicht vereinfaeht; 
iiberdies erseheint nun der geometrisehe Hintergrund ausreichend 
aufgehellt. 
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2. Raumkurven mit fester Hauptnormalenneigung 

Sind ss Hauptnormalen einer Raumkurve 1 gegen die 
xy-Ebene eines kartesischen Normalkoordinatensystems unter dem 
festen Winkel 7 geneigt (welcher auf das Intervall 0 < ?  <~/2 
eingeschr~nkt werden daft), so ist das sph~risehe Hauptnormalen- 
bild c2 ein Kreis der Einheitskugel, der mit Beniitzung der positiven 
Konstanten 

dutch 
m - - - - c o s y ,  n ~ - s i n ~  ( m 2 - [ - n 2 - - ~ l )  (10) 

e2 ~- ( - -meosu , - -ms inu ,  n) (11) 

~ngesetzt werden mag. Das dazu polare sph~irische Strecktorsen- 
bild p ist dann ebenfalls ein Kreis, besehrieben dutch 

e2 • e2 
-- (n cos u, n sin u, m). (12) J 21 

Die yon den rektifizierenden Ebenen der Kurve I eingehfillte 
Strecktorse 0 ist na tu rgem~ eine unter dem Winkel (n/2)--~ 
~nsteigende BSschungstorse; die Kurven mit fester Hauptnormalen- 
neigung kSnnen mithin als geoddtische Linien auf BSschungstorsen 
charakterisiert werden. 

Abb. 1. Biindelbewogung des begleitendon Dreibeins einer Raumkurvo mit  
fester Hauptnormalennei~mlng (~ ~ 30 ~ 

~onatshefte ff~r ~[athematik, Bd. 77/2. 11 
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Das sph//rische Tangentenbi ld  Cl der Raumkurve I i s t  gem/iB 
Abschnitt  1 eine sphi~rische Kreisevolvente,  namlieh eine Evolvente 
des Kreises p (12); dieselbe entsteht als Bahn eines Randpunktes  
der Kreisscheibe q, die auf dam Drehkegel H = O p  abrollt (Abb. 1). 
Es handelt sieh - -  wie aueh beim Binormalenbild ca - -  um eine 
unter dem Winkel 7 ansteigende s2)hO.rische BSschungsl in ie .  

Gemag Formel (8), in der (e2 ~2~2)=m2n, ergibt sieh die aueh 
unmittelbar erkennbare Bogenl//nge yon p mit 

v = n u ,  (13) 

wenn man die unwesentliche Integrationskonstante unterdrfickt. 
Ffir das Tangentenbild cl finder man fiber (7) die Darstellung 

I 
x' ---- n c o s u  sinn u - -  s i n u c o s n u ,  

el y' = n s inu s innu  -4- c o s u c o s n u ,  

z' ----- m sin n u , 

(14) 

die auch direkt aus Abb. 1 abgelesen werden k6nnte. Die komplexe 
Zusammenfassung 

x '  A- i y' ---- (i/2) [(1 A- n) e( l -n)  ~u -4- (1 - - n )  e (l+n) iu] (15) 

1/iBt die wohlbekannte, auf  A. ENNEPER zurfickgehende Tatsache 
erkennen, dab eine sph//rische BSschungslinie im Grundrig als 
Epi zyk lo ide  erscheint [10, 221]. Gleiches gilt ffir das zu cl kongruente 
Binormalenbild c3 : 

r X r ~ r / 

n eos u eos n u + s inu s i n n u ,  

7b sin~ cosn~--eos ~ sinTb ~ ,  

/ c o s ~ % .  

(16) 

Dutch Auswertung der Frenetsehen Relationen ~l----~e' 1 =~e2, 
~a=de'3-------dve~ und ~2=de' 2 erhglt man ftir die Krfimmung ~, 
die Torsion ~ und die Lancret-Krfimmung 2 der Raumkurve l die 
grundlegenden Formeln 

~ - - - - - m c o s n u ,  ~ = m s i n n u ,  ~ - - - - - m .  (17) 

Hinsiehtlich des Vorzeichens wird man sieh am besten fiber die 
fibliehen Konventionen hinwegsetzen. 
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3. Kurven mit konstanter ganzer Kriimmung 

Nach Annahme des Bogenelements ds-= ~ (u)du kann man durch 
Integration der mit (14) definierten Linienelemente d; = ei ds = ei ~ du 
die verschiedensten speziellen Raumkurven fester Hauptnormalen- 
neigung finden. So ergeben sich beispielsweise flit s = t g n u  die geo- 
d/itischen Linien auf dem Drehkegel mit tier 0ffnung 2 ? ---- 2 are sin n, 
fiir s -= secnu jene ausgezeichneten Geod~tischen auf  Schranbtorsen, 
welehe die Bahnschraublinien orthogonal durehsetzen und daher 
Gewindekurven sind. E. SALKOWSKI [8] ermittelte auf  Grund yon 
(17) die hieher gehSrigen Raumkurven konstanter Krtimmung (etwa 
s =  1: S = m c o s n u ) ;  sie fallen fiir rationales n #  1/2 algebraiseh 
aus. Ebenso bestimmte er die einschli~gigen Kurven konstanter 
Torsion (etwa ~ ~ 1: S = msinnu)  sowie in [9] die Bertrand-Kurven 
fester Hauptnormalenneigung (A s § By = 1 : i = A m cos n u d- 
-4-Bmsinnu);  beide sind stets transzendent. 

Hier sollen nunmehr die noch ausst/~ndigen Kurven konstanter 
ganzer Kriimmung untersucht werden. Mit der zul/~ssigen Normie- 
rung ~ =  1 hat  man wegen (17) d = m ,  und die Integration yon 
(14) bzw. (15) liefert die Darstellung der gesuchten Kurve I in der 
Form: 

I x +  i y - ~  (1/2 m)[(1 + n)2e(1-n) lu ~- (1--n)2e(i+n)~u], 

[ z -~ - -  (m2/n) cos n u.  
(18) 

Der lJbergang zur reellen Parameterdarstellung w/~re dutch 
Trennung in Real- und Imagin/irteil leicht zu vollziehen. Gerade 
die komplexe Form 1/~$t abet sofort erkennen, dos sich die Raum- 
kurve I im Grundri$ auf eine Epitrochoide abbildet [10, 97]. Dieselbe 
ist im tibrigen dutch Flachpunkte in den inneren Seheiteln aus- 
gezeiehnet, die sich fiir cosnu = 0 einstellen; in diesen der xy-Ebene 
angeh5renden Punkten yon 1 verschwindet n/~mlich zufolge (17) 
die Krtimmung s = c o s n u  (Wendepunkte), w/ihrend die Torsion 
die Extremwer~e ~ : • 1 annimmt. Umgekehrt versehwindet die 
Torsion T = s i n n u  in den Henkelpunkten s innu = 0, wo die Krtim- 
mung den H6chstbetrag Is ] = 1 erreicht. 

Bildet man unter Heranziehung der konjugierten GrS$e in (18) 
das Produkt (x + i y ) ( x - - i y ) ,  so erh/~lt man 

x 2 + yU : m 2 cos2nu + (4n2/m 2) = (n2/m ~) (z 2 + 4), (19) 

11" 
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was besagt, dal3 die Kurve / auf  einem einschaligen Drehhyperboloid 
verl/~uft. 

Ffir die Streckebene finder man mit Benfitzung ihres Normalen- 
vektors r (11) nach kurzer Rechnung die Gleichung 

mxcosu  ~- m y s i n u - - n z  ~ 2 c o s n u .  (20) 

In Abh/s yon dem als Zeit deutbaren Parameter u erf/ihrt 
diese Ebene eine Lagen/~nderung, welche sieh aus einer gleich- 
fSrmigen Drehung um die z-Achse und einer harmonisehen Schwin- 
gung z-~--(2/n)eosnu 1/~ngs dieser Aehse zusammensetzt. Die bei 
einem solchen ,,harmonischen Umsehwung" (Frequenz n, Ampli- 
tude 2/n) yon der Ebene (20) eingehiillte ,,Umsehwungtorse" ist 
die Strecktorse O, auf der die Kurve I als geod/itische Linie verl/iuft. 

Wie W. KAVTNu [2] in seiner Untersuchung des harmonischen 
Umschwungs gezeigt hat, ist die Gratlinie einer Umschwungtorse 
(ffir n~ : l )  BSschungslinie auf einer Drehfi/~che 2. Ordnung. Im 
vorliegenden Fall tr i t t  als Gratlinie k der Strecktorse O eine zum 
Tangentenbild ci (14) affine, unter dem Winkel (z /2)- -F ~n- 
steigende BSschungslinie auf, deren Darstellung sieh aus (20) und 
der ersten und zweiten Ableitung nach u mit 

x -~ (2n/m) (ncosucosnu + sinu s innu) ,  

y = (2n/m) (n s inucosnu- -cosu  s innu) ,  (21) 

z = - -  ( 2  m 2 / n )  c o s n u  

ergibt. Diese Gratlinie k verl/~uft, wie man leicht nachpriift, auf  
dam Drehellipsoid 

m 4 (x 2 _~ y2) ~_ n 4 z 2 ~_~ 4 m 2 n 2 . (22) 

Die in der Grundebene z~-0  vorhandene Spurlcurve h d e r  
BSschungstorse 0 ist eine zum Grundril~ der Gratlinie k (21) und 
damit aueh zum Grundril~ (15) yon ci iihnliche Epizylcloide, deren 
Stfitzfunktion f(u)-~(2/m)cosnu unmittelbar aus (20) ~bzulesen 
ist. Hieraus ergibt sich dann der Krfimmungsradius yon h mit 
e-~f~- f=-2mcosnu .  Bei der Verebnung der Torse O geht der 
Kontingenzwinkel du eines Bogenelements yon h in ndu ~ dv fiber 
- -  man vergleiche die entspreehende Verebnung des Riehtkegels 
H gems (13) - - ,  und der Kriimmungsr~dius ~ vergrSl]ert sieh 
mithin auf  

---- e/n --~ (2 m/n) cos v. (23) 
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Aus dieser Abh/~ngigkeit zwischen l%ichtungswinkel v und Kriim- 
mungsradius ~ folgt dann die Darstellung der verebneten Spurkurve h: 

2 = f~cosvdv = (m/2n)(2v + sin 2v), 
(2~) 

~2 = f f f s i nvdv  = ( m / 2 n ) ( 1 - - e o s 2 v ) .  

Sie lehrt, dab die Grundspur h der Strecktorse O bei deren Ver- 
ebnung in eine gemeine Zykloide ~ verwandelt wird. Den Erzeugen- 
den yon O entspreehen dabei wegen der Erhaltung der reehten 
Winkel mit h die Normalen yon ~. Die Gratlinie k yon 0 geht dem- 
nach in die Evolute yon h fiber, das ist eine dazu kongruente 
Zykloide k. Die Kurve l schlieBlieh wird als geod~tische Linie auf 
O zu einer Geraden i, und zwar zur Seheiteltangente n~ = m yon 
(vgl. Abb. 2). - -  Aus der bekannten Eigensehaft, dab die K_rtim- 
mungsradien der Zykloide ~ durch die Grundlinie i halbiert werden, 
folgt, daft die Kurve l die zwischen Grundspur und Grattinie k 
befindlichen Erzeugendenab,~chnitte der S~recktorse O h/~lftet, was 
ein Blick auf die z-Koordinaten in (18) und (21) best/~tigt. 

Die Hauptergebnisse seien noch zusammengefaftt im 

Satz 1. Die Raumkurven konstanter ganzer Kr~mmung 2 = 1 und 
fester Hauptnormalenneigung ~ = a r c s i n n  gegen eine waagrechte 
Grundebene z = 0 verlaufen auf einschaligen Drehhyperboloiden (19) 
mit der Offnung 2y und erseheinen im Grundri/3 als Epitrochoiden 
(18) der Familie ( l - - n ) :  (1 ~-n) mit Flachscheiteln. Die zugehSrige 
Strecktorse (20) ist eine unter dem Winkel (z /2) - -y  gebSschte Urn- 
sehwungtorse der Frequenz n, die als Grundspur eine Epizykloide 
der gleichen Familie besitzt. Dieselbe geht bei der Verebnung der Torse 
ebenso wie deren Gratlinie (ql) in eine 9emeine Zykloide (24) i~ber. 

N~ch dem Ges~gten 1/~$t sich ein einfaches Modell folgender- 
maften herstellen: Man schneider aus Karton gem/~l~ dem aus 
Abb. 2 ersichtlichen Muster ein Stiick aus, das yon einem Bogen 
einer gemeinen Zykloide h und den zugehSrigen Teilen der Evoluten- 
zykloide E begrenzt ist. Nach Eintragen der Scheiteltangente i 
yon Tc wird der Karton 1/~ngs vieler Tangenten yon ~ vorgeritzt. 
Verbiegt man nun das Modell derart, daft der Rand h eben bleibt 
- -  etwa unter Aufsetzen auf eine Tischplatte - - ,  dann wird es zu 
einem Teil einer Umschwungtorse, wobei s in einen Epizykloiden- 
bogen, k in die Gratlinie u~ad 1 in eine Kurve kons~anter ganzer 
Kriimmung mit fester Hauptnormalenneigung iibergeht. Je naeh 



166 W. WUNDERLIOtI 

dem Ausma8 der Verbiegung kann man alle Neigungen yon 
~1= 19,5 ~ (nl---- 1/3, h =Kardioide)  bis 72 = 90 ~ (n2---- 1) erreichen. 

FOr rationale Werte der Kennzahl n ergeben sich durchwegs 
algebraische Gebilde (vom Geschlecht Null). Wird n=#/v  als ge- 
kOrzter Bruch mit 0 < #  < v  angesehrieben und w=exp(iu/v) als 
neuer (komplexer) Parameter eingeffihrt, d~nn ist fiber die D~r- 
stellungen (18) und (21), die rational in w ausfallen, festzustellen, 
dab die l~aumkurve l u n d  die Gratlinie k ihrer Strecktorse die 
gemeinsame Ordnung 2(#~-v) haben. Aus (20) hingegen finder 
man for die Strecktorse die Klasse 2 v. 

Abb. 2 illustriert die einfaehste Annahme n = 1/2. Hier betr/~gt 
die Hauptnormalenneigung 7 = 30~ die zugehSrige Kurve kon- 
stanter ganzer Krfimmung ist yon 6. Ordnung und ver]s als 
geod~tische Linie auf einer Umschwungtorse 4. Klasse, die als 
Grundspur eine zweispitzige Epizykloide (,,Nephroide") aufweist. 

Y A Y~ebnan~der 

j ',y 
.t" 

Orundril~ 

Abb. 2. Kurve konss ganzor Kriimmung 2= 1 mit fess Haupt- 
normalonneigung (7 ~ 30~ n = 1/2, m ~]/~2) 
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4. Bewegung des begleitenden Dreibeins 

Die Bewegung des begleitenden Dreibeins el,e2,ea 1/~ngs der 
l~aumkurve l gegeniiber dem ruhenden System x,y, z wird in Ab- 
h/~ngigkeit vom Zeitparameter u dureh die Wanderung des Kurven- 
punktes ~ (18) und die Ver~;nderung der Vektoren el (it),  ez ( l l )  

und e3 (16) erfaBt. Ein im Aehsenkreuz el, ee, e3 mittels der Koordi- 
naten ~,~, r festgelegter reeller Punkt  nimmt zur Zeit u die Lage 

(25) 

ein. Ausgefiihrt ergibt dies in komplexer Zusammenfassung: 

l §  
x + i y - -  

2m 
[1 + n + m (r + i ~)] ea-,,)*~--m~ e~u 

-F ~ [ 1 - - n - - m ( $ - - i $ ) ] e a + n ) ~ u ,  (26) 

z -= m ~ s i n n u  + n~ -}- (re~n) (n ~ - - m )  eosnu .  

Mit ~,~/, r hat man in (26) bereits eine Parameterdar- 
stellung der Punl~tbahnen. Diese erseheinen im Grundrig im M1- 
gemeinen Ms Radlinien 3. Stufe der Familie (1 - -n )  : 1 : (1 + n )  [ll], 
die sieh ffir Punkte  der rektifizierenden Ebene ~ = 0 auf Epitro- 
ehoiden reduzieren, ebenso wie fiir die Punkte der zur Haupt-  
normMe purallelen Geraden 2 =  0, m ~ =  ~: 1 - -n .  Die beiden der 
:Binormale ~ = ~ 1 = 0  angehSrenden Punkte ~ = ( ~ : l - - n ) / m  be- 
sehreiben Umsehwungkurven [2] auf koaxialen Drehzylindern und 
bilden sieh im GrundriB sogar auf Kreise ab. - -  Wie ohne Wieder- 
gabe der etwas weitl/~ufigen Reehnungen vermerkt sei, verlaufen 
die Punktbahnen (26) auf Drehfl/~ehen, die dureh I~otation einer 
Ellipse um die z-Aehse entstehen 1. Diese Drehfl~ehen sind im all- 
gemeinen yon 4. Ordnung, reduzieren sieh abet ffir Punkte  in der 
Normalebene ~ = 0 (und nut  ffir solehe) auf Drehfls 2. Ordnung. 
Die Punkte  der zur tIauptnorm~le ioarallelen Gerade ~ = O, ~ ~- m/n 

1 Z u m  Nachweis  b rauch~  m a n  blo13 in der  erster~ Zeile y o n  (26) den  Dreh-  
f a k t o r  e x p i u  abzuspa l~en  u n d  ansehlief3end n u  = v zu se~zen. Die  Koord i -  
n a t e n  x, y, z werden  d a n n  durchwegs  l inear  in  s in v u n d  cos v, was  eine El l ipse  
def inier t .  
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durehlaufen durehwegs ebene Bahnen (z-----const) in Gestalt yon 
Radlinien 3. Stufe 

x 4- i y  - -  (1 4- n) 2 e (Z-n )~u- -m~ e i u -  ( l - - n )  2 e(l+n)iu, 
2 m n  2 m n  (27) 

Unter ihnen finder sich eine zu ~-~ 0 gehSrige, yon einem Punkt  
der BinormMe erzeugte Epitrochoide, die in der Grundebene z ~ 0 
verl/~uft und zum Grundril~ der Kurve 1 (18)/s ist. 

Die yon der Haup~normale ~-= ~ 0  iiberstrichene Haupt-  

normalenfld~che q5 der Leitkurve l wird gem/s (26) dutch 

(1 4- 
x 4- i y - -  - - e ( 1 - n ) l u - - m ~ ] e ~ U  4- e (l+n)~u , 

2m 2m (28) 

z : n ~ - -  (m~/n) cos n u 

mit ver/~nderlichem u und ~ beschrieben. Ihre Spurkurve in der 
Grundebene z ~ 0, gekennzeichnet durch ~ = (re~n) s cos n u und dem- 
gem/iB dargestellt durch 

x 4 - i y =  

1 (29) 
[(1 --~ n ) 2 ( 2 n - - 1 ) e ( i - n ) i u - - ( 1 - - n ) 2 ( 1  4- 2n)  e(l+n)iu], 

- -  2ran2 

ist eine Epitrochoide fiir n r  1/2, die sich ftir n =  1/2 auf ehlen 
Kreis reduzier~. Die fibrigen Schichtenlinien z = const sind Rad- 
linien 3. Stufe bzw. Epitrochoiden der Familie 1 : 3. 

Wegen der festen Neigung y ihrer Erzeugenden besitzt die 
Flgche r als Richtkegel einen Drehkegel mit z-paralleter Achse 
und der 0ffnung ~ - - 2 7 .  Wie bekannt  [5, 7], is$ ihre Striktions- 
linie g dann mit dem UmriB fiir die GrundriBprojektion identisch, 
wird also yon cler Beriihrungslinie des umschriebenen z-parallelen 
Zylinders F gebildet. Jede Tangentialebene desselben enth//lt 
neben der Hauptnormale e yon 1 auch den im gleichen Punkt  an- 
gebrachten Darboux-Vektor b (vgl. Abb. 1), also die Erzeugende 
der Strecktorse O. Der GrundriB yon g deckt sich daher mit jenem 
der Gratlinie k yon 0 und ist demnach eine Epizykloide, die gem/~B 
(21) dutch 

x 4- i y  : (n/m) [(1 4- n ) e ( 1 - n ) ~ u - - ( 1 - - n ) e  (l+n)~u] (30a) 

dargestellt wird (Abb. 2). Der Vergleich mi~ (28) liefert dann fiir 
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die Striktionslinie g die Relation ~]----eosnu und da re r  die noeh 
fehlende Koordinate 

~2 __ ~n 2 
z -- eosnu .  (30b) 

n 

Die Striktionslinie g ist mithin fiir ?ve~/4 (n=/=m) eine zur Grat- 
linie /c affine BSsehungslinie auf einem gewissen Drehellipsoid. 
Als Steigwinkel finder man (z/2)--25. Da g also alle Erzeugenden 
des Zylinders F unter dem festen Winkel 2~ schneider, handelt es 
sieh um eine geodatische L in i e  desselben und g]eichzeitig aueh um 
eine solehe der Hauptnormalenfli~ehe r - -  Im Sonderfall 

y = ~]4 (m----n-= 1/]/2) wird die Striktionslinie eben und f~llt mit 
der Basiszykloide des Zylinders f zusammen. 

Im Zentratpunkt 4----0, ~] = e o s n u ,  ~----0 der Erzeugenden e 
der Hauptnormalenfl/iehe r liegen nun folgende F1/~ehentangenten 
vor: die Tangente t der Striktionslinie g und die dazu konjugierte 
Erzeugende Z I]z des l~ings g beriihrenden Zylinders /', ferner die 
zu e normale , , Zen t ra l t angen t e "  d If b (Neigung (z/2)--y).  Der Ver- 
gleich der Neigungen lehrt, dab d und e die Winkel zwisehen t 
und ~ halbieren, als0 zu t u n d  ~ harmonisch liegen. Hieraus folgt, 
dab die Zentralt~ngente d Schmiegtangente  der Hauptnormalen- 
fl~che yon 1 ist, eine Eigenschaft, die naeh A. MiN~tI~IM eharak- 
teristiseh fiir alle Raumkurven konstanter ganzer Krfimmung ist [6]. 

Die Bewegung des begleitenden Dreibeins l~ings der Kurve 1 
l~B~ sieh bekanntlich in jedem Augenbliek als infinitesimale 
Sehraubung um sine bestimmte Momentanachse  auffassen, deren 
Riehtung dutch den Darbouxsehen Drehvektor b (3) gegeben is~. 
Um sie zu finden, kSnnte man naeh jenen Punkten (4, V, $) fragen, 
deren Bahntangente die 1Riehtung b hat. Die Auswertung dieser 
Bedingung ffihrt fiber (26) und 

(~ ~- i y )  : ~ -~ n e  TM : m (31) 
auf 

= t s i n n u ,  rj = cosnu ,  ~ ---- t c o s n u .  (32) 

Damit bests sich die bek~nnte Tatsache, da~ die momentane 
Sehraubaehse mR tier vorhin betrachteten Zentral tange~te d tier 
Hauptnormalfl/iche r yon l identisch ist ; sie kann Ms Grenzlage des 
Gemeinlots zusammenrtickender Hauptnormalen gedeu~et werden. 

2 Derartige Strahlfl/~chen mit  gleich geneigten Erzeugenden, die eine 
geod~tische Striktionslinie mi~ ZykloidengrundriB besitzen, sincl wiederholt 
auch in einer Arbei~ yon W. J~n~K [1] aufge~reten. 



170 W. WUNDERLI(~H 

Die Or~sfliiche der zeitlich ver~nderlichen Momentanachse d 
im Gangsystem, das bereits durch (32) dargestellte Gangaxoid, ist 
ein Konoid 4. Grades, un4  zwar ein spezielles, als Umschwung- 
wendelfls [3] erzeugbares Kugelkonoid mit  der Gleichung 
~2~2 + ~ ~2 = ~9. Es besteht aus jenen Normalen des Drehzylinders 
~2_~ $2_--1, deren Ful~punkte die Ellipse in der Ebene ~ = $ er- 
fiillen, und ist bei waagrechter Erzeugendenlage die einzige nieht- 
triviale Regelfliiche mit  durchwegs ebenen l%llinien, n~mlich 
Ellipsen [4, 12]. 

Das zugehSrige, im ruhenden System auftretende Rastaxoid ist 
das yon den Zentral tangenten d erfiillte Striktionsband T yon 4.  
Es wird gem~B (26) und (32) dargestellt durch 

x + i y ----- (n/m) [(1 ~- n) e( 1- n)~u__ (l - - n )  e(l+n) ~u] + n t e ~u , 
(33) 

z = (n- -m2/n)  e o s n u  + rot. 

Die Spurkurve in der Grundebene z-----0, gekennzeichnet dureh 
rant-~ (mU--n ~) cosnu,  ist im allgemeinen eine Epitrochoide 

x ~ - i y :  (1/2m) [(1 ~- 2n)e(1-n) iu~ - (!--2n)e(l+n)~u],  (34) 

die sich im Sonderfall n ~ 1/2 auf  einen Kreis reduziert (und zwar 
auf  denselben wie bei der HauptnormMenfl~che 4). Die iibrigen 
Schiehtenlinien z----const sind Radlinien 3. Stufe fiir n r  1/2 bzw. 
Epitrochoiden fiir n ~- 1/2. 

Die HauptnormMenfl~che ~b (28) und ihr Striktionsband T (33) 
haben nach allem eine weitgehend ~hnliche Bauart .  W~hrend je- 
doch eine Regelfl~che und ihr Striktionsband, die nach M. CHASLnS 
in einer austauschbaren Beziehung zueinander stehen [5, 7]~ einander 
l~ngs ihrer gemeinsamen Striktionslinie im allgemeinen bloB be- 
riihren, finder im vorliegenden Fall zwisehen ~b und T l~ngs der 
Striktionslinie g (30) sogar Oslculation start. 

AbschlieBend seien die Hauptresul ta te  wieder zusammengefal3t : 

Satz 2. Wdhrend der Bewegung des begleitenden Dreibeins langs 
einer RaumIcurve I~onstanter ganzer Krammung und fester Haupt- 
normalenneigung ~ -~ arcsinn sehrotet ein spezielles K ugeUconoid (32) 
auf dem Strilctionsband (33) der Hauptnormalenflache (28). Die letzt- 
genannten beiden Flg$chen oslculieren einander entlang ihrer gemein- 
samen geodatischen Strilctionslinie (30), welehe fi~r n ~: 1/2 BSschungs- 
linie auf  einem Drehellipsoid ist und sieh f~r n-~ 1/2 auf eine 
Nelghroide reduziert. 
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