
Zeitschrift ffir National6konomie 35 (1975), 63--76 
�9 by Springer-Verlag 1975 

Optimale Preispolitik bei dynamischen 
deterministischen Absatzmodellen 
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Klaus Spremann, Karlsruhe 

(Eingegangen am 7. Oktober 1974) 

1. Zeitlicher Absatz eines Produktes bei Marketingaktivit~iten 

Gewinnmaximierende Mark~etingstrategien mit den Al~tionspara- 
metern Preis p (t) und Werbeau{wand a (t) bei dynamischen Absatz- 
bzw. Nachfragerelationen haben bereits 1954 R. D o rf m a n und P. O. 
S t e i n e r  [4] charakterisiert. Das nachgefragte Gut wird als neuartig 
betrachtet, es verschaffe dem Hersteller eine Monopolstellung, we- 
nigstens sei es heterogen in einem Polypoh exogene Aktivit~iten sowie 
Reaktionen anderer Produzenten k6nnen so vernachl/issigt werden, 
[6, S. 55]. Allerdings nehmen Dorfman und Steiner an, gegenw~irtige 
Marketingaktivit~iten seien ohne Einflu~ auf die Absatzraten in der 
Zukunft. Dieser Mangel 1 wird fiir das ,advertising' 1957 von M. L. 
V ida l e  und H. B. W o l f e  [15] ausgemerzt. Gestiitzt auf Beobach- 
tungen des amerikanischen Marktes w/ihrend der Jahre 1948--1955 
formulieren sie ihre Absatzrelation, in die allerdings Preise nicht 
eingehen: 

(t) = r-a (t). ( S - S  ( t ) ) /S-2 .S  (t), (1) 

wobei 8 (t) 

a (t) 

,rate of sales', Absatzgeschwindigkeit, 

,advertising', Ausgaben ffir Werbung zur Zeit t, 

1 Man vgl. den Aufsatz fiber ,,Bandwagon Effects" von L. R. Eeckhoudt  
[The "Dorfman Steiner" Rule, the Intertemporal Case. Zeitschrift fiir Natio- 
nal6konomie 32 (1972) S. 487--491], den Folgeartikel von N. J. I reland 
[The "Dorfman-Steiner" Rule and Bandwagon Effects. Zeitschrift ffir Natio- 
nal6konomie 33 (1973), S. 427---430] und die Antwort Eeckhoudts [The 
"Dorfman-Steiner" Rule: The Intertemporal Case, a reply. Zeitschrift ffir 
National6konomie 33 (1973), S. 431--434]. 
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r,S, 2 

,response constant', 
,saturation level' fiir die Absatzgeschwindigkeit, 
,sales decay constant'; 

sind produktspezifische, durch Tests mef~bare Kon- 
stamen. 

Die Struktur von (1) findet sich in allen sp~iteren dynamischen Absatz- 
relationen wieder; vor allem ist klar: , A d v e r t i s i n g  is a f o r m  o f  inves t -  
men t "  [15, p. 379]. So bauen M. N e r l o v e  und K. J. A r r o w  [8] durch 
Werbung einen ,stock' A auf, den sie ,goodwill' nennen und der als 
,Faktor einer Produktionsfunktion' f neben Preis p und Umgebung z 
(Konsumenteneinkommen, Bev61kerungsentwicklung, Preise der Sub- 
stitute und Preise komplement~irer Produkte) die Nachfrage bestimmt, 

S (t)= f (p (t), A (t), z (t)). (2) 

Vidale-Wolfes ,sales decay constant 4' erscheint bei N e r l o v e  und 
A r r o w  als ,fade away' des Goodwillstocks (da 6 >0): 

A ( t ) = a  ( t ) - 6 . A  (t), (3) 

A (0) = 0. 

Da die Preise der Vergangenheit in (2) keinen Einfluf] auf die gegen- 
wfirtige Absatzgeschwindigkeit S (t) haben, bestimmt sich der gewinn- 
maximierende Preis wie im statischen Fall aus der F o r m e l  y o n  
R o b i n s o n - A m o r o s o  2 ffir alle t aus 

p (t) - cg (t).n (t} (t)- 1 , ca Grenzkosten (4) 

wobei ~ (t) die Elastizit~it der gegenwfirtigen Nachfrage S (t) bezfig- 
lich des Preises ist, 

a s (t)/s (t) 
rl (t) : = - ap (t)/p (t) �9 (5) 

Benannt nach dem italienischen National6konomen und Mathema- 
tiker Luigi Amoroso (1886--1965) [Lezioni di economia matematica, 1921, 
und: La curva statica di offerta, Giornale degli Economisti, 1930] und der 
englischen National6konomin Joan Violet Robinson (* 1903) [The Economics 
of Imperfect Competition, 1933, pp. 52 ff.]. Zur Entwicklung des ,,technical 
apparatus" der geometrischen Analyse mit Durchschnitts- und Grenzkosten 
bzw. Grenzgewinnkurven zitiert J. Robinson aber auch Pigou, Har rod  
[The Law of Decreasing Costs, Economic Journal, 1931], v. Stackelberg 
[Grundlagen einer reinen Kostentheorie, Zeitschrift fiir National6konomie, 
1932], E. Schneider, T. O. Yntema [The Influence of Dumping on Mono- 
poly Price, J. of Pol. Econ., 1928]. 
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Als eigentliches dynamisches Problem bleibt der optimale Aufbau des 
Goodwillstoct~s. Dazu w~ihlt man den Werbeaufwand a (t) als Steuer- 
variable, den Goodwillstock A (t) als Zustandsvariable eines Kontroll- 
problems mit den Nebenbedingungen (2), (3), (4), (5) und der zu 
maximierenden Zielfunktion 

T 

j" [e -~t (p (t) -c~).[ (p (t), A (t), z (t) ) - a  (t)] dt =max!  (6) 
0 

e Diskontfaktor, 

cs Stiickkosten. In [8] T =  oo und von der Auflage abh~ingige 
Kosten. 

Deutet man a (t) als Investition, A (t) als Kapitalstock, die exogenen 
Einfl/itge z (t) als Arbeitskr/iftepotential und f als Produktionsfunktion 
[p (t) ist implizit durch (4) und (5) gegeben], dann werden die )~hn- 
lichkeiten zur optimalen Kapitalakkumulation in der Wachstums- 
theorie nach F. R a m s e y, R. M. S o 1 o w und anderen offensichtlich. 

Die in [8] vorausgeserzte Unabh/ingigkeit des gegenw~irtigen Ab- 
satzes vom bisherigen Gesamtabsatz und damit yon den Preisen der 
Vergangenheit bewirkte, daft die Bestimmung eines optimalen Preises 
kein dynamisches, sondern ein statisches Problem war. Diese Unab- 
h/ingigkeit ist jedoch nicht immer gegeben; dies zeigte (1) mit dem 
,saturation level' S. Besonders aber bei langlebigen Konsumg~itern, 
deren physische Lebensdauer die 5konomische tibersteigt, weshalb 
Wiederholungsk/iufe selten vorkommen, sind die gegenwdrtigen Ver- 
~aufsgeschwindigk~eiten abhdngig vom Sdttigungsniveau, vom Be- 
I~anntheitsgrad (= bisheriger Gesamtabsatz), also abh~ngig yon den 
Absatzgeschwindigkeiten und den Preisen der Vergangenheit. Dies 
zeigen somit die betriebswirtscha[tlichen Prognosemodelle [7], [10] 
wie der logistische Ansatz, das Gompertz-Modell und die Lebens- 
zyklen [3], [9] mit der Verhaltensgleichung von Bass [1]: Beim 
logistischen Modellansatz geht man davon aus, daft die Absatzge- 
schwindigkeit S (t) proportional ist zu dem zur Zeit t noch nicht aus- 
genutzten Marktpotential [=  potentielle K/iuferzahl X - -  bisheriger 
Gesamtabsatz X (t)] und dem Bekanntheitsgrad, 

S ( t )=X ( t )=y . (~ ( -X  (t)).X (t), (7) 

wobei man 7 als vom Preis (und evt. dem Haushaltsbudget, dem Image 
bzw. Goodwill des Herstellers) abh~ingig sehen muff. Das Gompertz- 
Modell verwendet eine Zeitfunktion, die das ,fade away' beschreibt 
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und implizit das S~ittigungsniveau enth~ilt, 

S ( t ) = X  (t) = y . c  t X (t) (8) 

mit c e (0, 1). 

Bass [1] unterscheidet zwei Gruppen von Nachfragern mit ver- 
schiedenem Kaufverhalten. W~hrend die Nachfrage der Innovatoren 
als proportional zum noch nicht ausgenutzten Marktpotential 
[ ~ ( - X  (t)] angenommen wird, ist die der Imitatoren zusiitzlich pro- 
portional zum Bekanntheitsgrad, d. h. bisheriger Absatz, wie (7), 

S(t)  =X(t)=a'(~[-X(t))+fl'(~(-X(t))" X (t) 
2 (9) 

Dabei ist a ~ [0, 1] die produktspezifische Innovationsrate, 
f le  [0, 1] die Imitationsrate und wie in (7) und (8) X (t) der 
Gesamtabsatz bis zur Zeit t, X S~ittigungsgrenze, S (t)--X (t) 
Absatzgeschwindigkeit. 

Bei Einbeziehung preispolitischer Aktionen wird man die Parameter 
a, fl und X als Funktionen des Preises p annehmen, [10, S. 127]; die 
,Prozel~geschwindigkeiten' a (p) und fl (p) werden monoton mit p 
fallen, oft empfiehlt sich a = constant und fl (p) als linear in p anzu- 
nehmen. Bezieht man alle GrSflen auf die S~ittigungsgrenze, 

x (t) : = x  ( t ) / x ,  (lO) 

so transformiert sich (9) folglich in 

mit z. B. 
(t) = a . ( 1 - x  (t))+fl (p (t)).(1 - x  (t))-x (t) 

fl : p __. flo_(flO/p,~).p, 
fl0 Konstante, 
p~ Prohibitivpreis 

(11) 

(12) 

Zentral bleibt [olglich ein echtes dynamisches Optimierungsproblem 
[iir die Preispolitit~; Werbemaflnahmen sind eher begleitend und in 
ihrer Ausrichtung von der Preispolitik abh~ingig (Beispiel: ,Qualit~it 
kostet ihren Preis' oder ,Sonderangebot'). Unser Ziel ist es, die opti- 
malen dynamischen Preise fiir diese Absatzmodelle zu bestimmen. 
Hierbei werden wir die betriebswirtschaftlichen Preisstrategien der 
Penetration- und Skimmingpolitik [10], [12] mathematisch begriinden. 
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2. Optimale Preispolitik und die dynamische Version der Formel von 
Robinson-Amoroso 

Bei den letzten nach 6konometrischen Messungen [3] aufgestellten 
Nachfragerelationen ist die relative Absatzgeschwindigkeit ~ (t)= 
J( (t)/~( eine Funktion N, 

k (t) = N (x (t), p (t)); N : R x R ~ R+; N e if1, (13) 

des bis zur Zeit t get~itigten (relativen) Gesamtabsatzes x (t) und des 
gegenw~irtigen Preises p (t). Mit der Anfangsbedingung 

x (0)=0 bzw. x (0)=xa > 0 falls N (0, p)=0,  was ] 
z. B. beim Fehlen yon Innovatoren in (11) der Fall J (14) 
ist, 

fiir den Zeitpunkt t = 0  der Markteinfiihrung des Produktes ist der 
Lebenszylelus [1], [3], [9], [10], [12] ffir eine vorgegebene Preispolitik 
festgelegt. Gegeben ist nun ein Planungshorizont te > 0, ftir den eine 
Preispolitik 

p : [0, te] ~ R+ stiickweis-stetig, ~ (15) 
p (t) e [0, pro]; pm Prohibitivpreis, ! 

gesucht ist, die den diskontierten Gesamtkalkulationsgewinn 

I d (t). (p (t) ~ (t) - c (~ (t)) ) dt, 
0 (16) 
d : [0, te] --* R+ Diskontierfunktion e c~0 
c : R+ --* R+, Kostenfunktion e c~1 

unter Erfiillung yon (13) und (14) maximiert 8. 

Das Opdmierungsproblem, (16) unter den Nebenbedingungen 
(13), (14), (15) zu maximieren, ist ein kontinuierliches Kontrollproblem 
mit fester Endzeit, wobei der Absatz x (t) Zustandsvariable und der 
Preis p (t) die Steuervariable bildet. Eine L6sungsm~Sglichkeit bietet 

In K. Spremann [Eine dynamische Version der Formel von Amo- 
roso-Robinson,  in: R. Henn, H.P. Kiinzi, H. Schubert  (eds.), 
Operations-Research-Verfahren, 1975] ist dieses Optimierungsproblem auch 
f/.ir freien Zeithorizont und verschiedene Zielfunktionen (z. B. Problem 
der schnellsten Amortisation der Fixkosten, Rentabilit~it des zeitlichen 
Aufwandes usw.) behandelt. Aut~erdem wird dort der optimale Aufwand 
ffir Werbung und die Relevanz der Dorfman-Steiner-Regel im dynamischen 
Fall untersucht. 

5* 
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das Maximumpr inz ip  von P o n t r j a g i n  [11], das eine notwendige  
Bedingung fiir die Optimalit~it einer Steuerung angibt. In der 1-tier 
ben6tigten Form (fiir stfickweis-stetige Steuerungen) ist es in [14] 
bewiesen; eine allgemei'nere Bedingung, die auch Beschr~inkungen ffir 
die Zustandsvar iablen einschliel~t, ist z. B. in [2] formuliert  und 
bewiesen. 

Satz: (Maximumprinzip) .  Fiir das dynamische Optimierungsproblem 
, ,maximiere das Zielfunktional  

t e 

S G (x (t), u (t)) dt 
o 

unter den Nebenbedingungen 

(t) = F  (x (t), u (t)) (Differentialgleichung), 

x (0)=x~ (Anfangsbedingung),  

u (t) E $B (t) (Steuerbereich), 

u stfickweis-stetig, 

wobei  

u :[0, t e ] ~ R  m, 

x : [0, te] --o R ~, 
G : R n x R  m ~ R ,  

F : R ~ x R ~ - o R  n, 

SB (t) c R m, 

zu jeder sfiickweis-stetigen ,Steuerung' u gebe es eine (verall- 
gemeinerte, fast iiberall differenzierbare) L6sung x der Diffe- 
rentialgleichung mit Anfangsbedingung,  die ,zugeh6rige' Zu-  
standsvariable; G, F partiell nach dem ersten Argument  ein- 
real stetig differenzierbar" 

sei -u optimal, x die zugeh6rige Zustandsvariable. Dann gibt 
es eine ,Kovariable" ~ : [0, te] ~ R n so, daft mit der durch 

H (2, x, u) (t) : = G (x (t), u (t)) +2 (t) ~' F (x (t), u (t)) 

definierten ,Hamilton-Funktion" 

H (~, x, u) (t) < H (2, ~, u) (t) 

fiir alle u mit u (t) ~ SB (t) und fiir fast alle t ~ [0, t~] gilt. 
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Als Kovariable bezeichnet man dabei jede LSsung im verall- 
gemeinerten Sinn von 

aG (7 (t), ~ (t)) -- ~ (x (t), ~ (t)) ~" 2 (t), (t) - ax 

,~ (t~) = 0 (Die Zustandsvariable ist zum Endzeitpunkt frei). 

Mit diesem Maximumprinzip hat man also ein Tripel von Bedingun- 
gen (Prozef~differentialgleichung, Kovariablengleichung und Maxi- 
malit~it der Hamiltonfunktion), das (Existenz einer optimalen Steue- 
rung u vorausgesetzt) 15sbar ist und dessen L6sungsmenge das opti- 
male Tripel (2, 7, ~) enth~ilt. 

Die Anwendung des Maximumprinzips auf unser Optimierungs- 
problem ffir die Preispolitik liefert die (beziiglich p (t) e [0, pm] ZU 
maximierende) Hamiltonfunktion 

H (~, ~, p) (t) = d  (t) p (t) N (~ (t), p(t)) | 
- d (t) c (N  (~ (t), ~ (t)) ) + 
+ ~  (t) N (7 (t), p (t)) 

(17) 

und die Kovariablengleichung 

3N - } 
(t) = - (d (t) ~ (t) - d  (t) ca (t) +2 ( t ) ) ~ -  x (x (t), fi (t)), 

(t~) = O, 
wobei ca (t) : = c' (N (x (t), p (t)) = Grenzkosten. 

(18) 

Notwendig dafiir, daft die Hamiltonfuktion beziiglich p f/ir (fast) 
alle t e [0, t~] ein Maximum annimmt, ist wegen der Differenzierbar- 
keitsbedingung N e ~ l  und weil der Rand des Steuerbereiches 
p (t) ~ {0, pro} ausgeschlossen werden kann, 

~f4 
: t ~ ~ (t) ist optimal ~ ~ (2, x, p) (t) = 0 

fiir fast alle t e [0, te]; 

also 

(d (t) p (t) - d  (t) ca (t) +2 (t)) ~-~ (7 (t), p (t)) = 

= - d  (t) N (7 (t), ~ (t)). 

(19) 

Bezeichnen wir mit ~ (t) die Elastizit/it der augenblicklichen Nachfrage 
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bezfiglich des Preises, 

O N (-~ (t), ~ (t)) / N (~ (t), ~ (t)) 
(t) : - oF (t) F (t) 

und kfirzen wit 

(t) : = --2 (t)/d (t) 

(20) 

(21) 

ab, k6nnen wir die notwendige Bedingung (21) ffir die Optimalit~it 
einer Preispolitik ~ in der Form (22) oder (23) schreiben. Bewiesen 
ist also: 

Satz: (fiber optimale Preispolitik): p maximiert  (16) unter den 
Nebenbedingungen (13), (14), (15) 

(t) - co (t) - a (t) 1 
- ( 2 2 )  (t) ~/(t) 

f fir f. a. t; 
(in Analogie zur Formel ffir den statischen Fall (~ - cg)/~ = 1/~t) ; 
bzw.  in der zu (22) dquivalenten Form 

~7 (t) 
(t)=(ca ( t )+a  (t)). n( t ) - I  (23) 

f fir f. a. t 
in Analogie zur Formel ~ = ca. ~/(.~/- 1) von Robinson-Amoroso 
fiir den statischen Fall! 

W/ihrend also im statischen Fall der gewinnmaximierende Preis 
Produkt des Elastizit~itenausdrucks F/(~7-1) und der Grenzkosten cr 
ist, kalkuliert sich der jeweilige Preis ~ (t) einer gewinnmaximierenden 
Preispolitik als Produkt des jeweiligen Elastizit~itenausdrucks ~7 (t)/ 
(~l (t) -1 )  und der Summe aus jeweiligen Grenzs und dem Wert  
a (t) einer sich aus (18) uncl (21) berechnenden, also die ,relevanten 
Informationen fiber die Dynamik von Gewinn- und Nachfragefunk- 
tion tragenden' DuaIvariablen ~. 

3. Zur 5konomischen Bedeutung der Dualvariablen 4 

Eine Deutung von a (t)= - 2  (t)/d (t) ergibt sich aus der folgen- 
den Betrachtungsweise. In der Robinson-Amoroso-Formel ergibt sich 
der ,Skonomische Weft des Produktes', d. h. der Preis ~ aus dem 

4 Herrn Prof. Dr. H. GSppl, Karlsruhe, danke ich ffir seine konstruk- 
riven Hinweise. 



Preispolitik bei dynamis&en deterministischen Absatzmodellen 71 

,physischen Wert' (Herstellung~kosten, Cg bzw. cs) multipliziert mit 
einem Faktor ~7/(r1-1), der sich aus der Nachfragesituation ergibt. 
Wir interpretieren nun a als Goodwill, der sich aufgrund von Kenntnis 
der Dynamis der Nach[rageentwict~lung, dem Plan, die Preise op- 
timal [estzusetzen und in Abh?ingigk~eit vom Planungshorizont bildet. 
Mit dieser Interpretation yon a (t) als Goodwill zur Zeit t (und 2 (t) 
als diskontierter Goodwill, vom Vorzeichen abgesehen) ergibt sich 
aus der dynamischen Version (23) der Formel von Robinson-Amoroso 
der ,6konomische Weft' fi (t) des Produktes zur Zeit t aus der Summe 
von ,physischem Wert' Cg (t) und Goodwill a (t), mukipliziert mit 
dem Faktor ~ (t)/(~ (t) - 1), der sich aus der gegenwgirtigen Nachfrage- 
situation ergibt. Wie abet baut sich der Goodwill a (t) = - ~  (t)/d (t) 
auf, wie ver~indert er sich? Dies wird aus (18) klar. Zur Vereinfachung 
beschr~inken wir uns auf den undiskontierten Fall d ( t ) -  1; dann 
lautet (18): 

8 (t) =(~ (t)-Cg ( t ) -o  ( t ) ) .F7  (~ (t), ~ (t)), (24) 

o" (te) -- O. 

Wegen (22) gilt (~ (t) -cg  (t) - o  (t)) =~ (t)/~ (t) >=0, da ~t (t) e (0,oo) 
8 N  

und ~ (t) ~ [0, pro], folglich sign (~r ( t))=sign (ak-x)" 

Wenn also zuMtzlicher Absatz die weitere Nachfrage 

(i) f&dert, 8N/Sx>O, nimmt der Goodwill zu; und zwar um so 
st~irker, je h6her der Preis festgesetzt ist; diese Situation l~iflt auf 
,Qualit~it' des Produktes schlief~en; 

(ii) verringert, 8N/Sx  <0, nimmt der Goodwill ab; und zwar um so 
st~irker, je h6her der Preis festgesetzt ist; diese Situation wird als 
,Ausnutzen' und ,Gewinnsch6pfung' gesehen. 

Beim logistischen Ansatz (7) liegt solange die Situation (i) vor, bis der 
Absatz die Hiilfte der S~ittigungsgrenze erreicht hat, X (t) = X/2 bzw. 
x (t) = 1/2, 8 N/8 X = y. (X - 2 X (t)); danach liegt die Situation (ii) 
vor. Der Goodwill wird (sofern der Planungshorizont te etwa der 
Dauer des Lebenszyklus entspricht) folglich zuerst aufgebaut, nach 
der ,Tendenzwende' bis cr (te) =0  abgebaut. Beim Gompertzmodell (8) 
liegt immer die Situation (i) vor, wobei lim 8N/SX=O fiir t~oo .  Ein 
anfangs positiver Goodwill cr (0) > 0 wird st~indig abgebaut. Bei einer 
Nachfragerelation, die auf die Verhaltensgleichung yon Bass (11) auf- 
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baut, kommt es auf die Prozef~geschwindigkeiten a und fl an, 8 N / O x  = 
- a + f l  (fi (t)) ( 1 - 2 x  (t)). Sp~itestens nach Erreichen des halben po- 

tentiellen Absatzes liegt die Situation (ii) des Abbaues des Goodwills 
vor; davor kann der Fall (i) gegeben sein (wenn z. B./3 (p (t)) > a bei 
an Imitatoren orientierten Produkten); andernfalls liegt immer (ii) 
vor (wenn z. B. a >/3 (p (t)) bei an Innovatoren orientierten Produk- 
ten). Bei den in der Betriebswirtschaft bew~ihrten dynamischen Nach- 
fragerelationen ergeben sich somit vier qualitativ zu unterscheidende 
Entwicklungen yon Goodwill und damit von den optimalen Preisen, 
je nachdem sich das Produkt ausschlief~lich oder fiberwiegend an 
Innovatoren oder Imitatoren wendet: 

e (tJ = -Xft)/7 

Pm 

/ .  t~ 

N . . . . . . . . . . . . . .   2r? 
Grenzkosten 

A b b .  1 

Das Produk~t w e n d e t  sich im H a n u n g s z e i t r a u m  [0, tel 

I. an Innova toren;  

w~ihrend des ganzen Planungszeitraumes liegt (ii) O N / a x  < 0 vor; 
der anfangs positive Goodwill cr (0) > 0 wird stetig abgebaut bis 
cr (te)=0; die optimalen Preise fi (t) liegen wegen (r ( t )>0 ffir 
t e [0, t~) immer fiber dem Niveau ~ = ca. ~ / (~ -  1) bei statischer 
Kalkulation und fallen st~indig; 

II. hauptsdchl ich  an Innova toren;  

w~ihrend des Planungszeitraumes liegt fiir ,kurze' Zeit anfangs 
(i) O N / O x > O  vor (z. B. in (11), wenn fl (p (t)) ,etwas' gr6l~er als 
a ist), danach immer (ii) O N / O x  < 0; der Goodwill ist auch noch 
anfangs positiv, (r (0) > 0, wird etwas vergr61~ert und dann stetig 
bis ~ (tr abgebaut; die optimalen Preise steigen etwas und 
fallen dann, liegen aber immer fiber dem statischen Niveau; 
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III. hauptsdchlich an Imitatoren; 

wfihrend des Planungszeitraumes liegt ffir ,l~ingere' Zeit anfangs 
(i) vor (z. B. in (11), wenn/3 (~ (t)) ,erheblich' grSt~er als a ist), 
danach der Abbau des GoodwiUs (ii); der Goodwill ist anfangs 
negativ, o" (0)<0, wird aufgebaut und dann bis ~r (te)-0 abge- 
baut; die optimalen Preise liegen anfangs unter dem statischen 
Niveau bei steigender Tendenz, dann darfiber bei fallender 
Tendenz; 

IV. an Imitatoren; 

w~ihrend des ganzen Planungszeitraumes liegt (i) vor, (z. B. in 
(11), wenn fl (p (t)) ,erheblich' grSt~er als a und t~ klein gegen- 
fiber der Dauer des Lebenszyklus ist); der Goodwill ist negativ 
und wird bis ~ (t~) -- 0 aufgebaut; die optimalen Preise liegen immer 
unter dem statischen Niveau bei steigender Tendenz. 

Damit ist auch gekl~irt, unter welchen Bedingungen die Hochpreis- 
(Skimming-)Politik bzw. die Niedrigpreis-(Penetration-)Strategie zu 
verfolgen ist 5. 

Zur Wahl des Planungshorizontes ist aber noch einiges zu bemer- 
ken: wenn er nicht durch Rechenschaftsberichtstermine vorgegeben, 
sondern frei wfihlbar ist, ergeben sich Hinweise auf ein Turnpike- 
Theorem: eine Nachfragerelation kann, falls tr grof~ genug ist, auf 
einen Goodwillverlauf II (also auf die Skimmingpolitik) ffihren; bei 
zu kleinem Planungshorizont te jedoch kann sich IV und die Penetra- 
tionpolitik ergeben. Liegt die Nachfragefunktion N lest, kann man 
f fir verschiedene te die optimale Preispolitik und so den maximalen 
Gewinn G (t~) berechnen. Nun kann man zusfitzlich Kosten K (te) in 
Abh~ingigkeit yon der Verkaufsdauer t~ annehmen und te so bestim- 
men, da~ G ( te ) -K (t~) maximiert wird. So erh~ilt man auf~erdem 
Hinweise ffir den optimalen AblSsezeitpunkt eines Produktes durch 
ein neues. 

Um exak~te quantitative Aussagen zu erhalten, mut~ man immer 
das Randwertproblem (13), (14), (18) ffir die Variable (x, 4) : [0, t~] ~ R  2 
deren erste Komponente den Lebenszyklus und deren zweite den dis- 

5 Es ist auch noch eine zweite Interpretation von a(t) m6glich. Neh- 
men wit an, der ,,decision-maker" entscheide sich zum Zeitpunkt t ffir die 
Preissetzung, die sich aus der Formel fiir den statischen Fall ergibt. Durch 
den Verzicht auf die optimale (LSsung des dynamischen Optimierungs- 
problems) Festsetzung des Preises erwachsen ihm Opportunit~itskosten. Diese 
haben gerade die HShe or(t) multipliziert mit dem Elastizit~itenausdruck. 
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kontierten Goodwill bildet, 16sen. Der Preis wird mit (23) eliminiert. 
Zusammengefaflt: 

Gegeben sind N Nachfragefunktion, 
c Kostenfunktion, 
d Diskontierfunktion, 
t~ Planungsdauer 
x~ relativer Startabsatz 

und damit das Randwertproblem fiir 

(x, 4) : [0, te] --~ R ~, mit (25) 
x (0)= xa, x (te) beliebig, 
2 (0) beliebig, 2 (te)= O, 

(t) = N (x (t), fi (t)) 
ON 

)t (t)= - ( d  (t) ~ ( t ) -d  (t) cg (0+2  (t))-~-x (X (t), p (t)), 

wobei cg (t) : = c' (N (x (t), p (t)) = Grenzkosten und 
(t) sich aus (23) bestimmt. 

Mit der L6sung (7, 3) erh~ilt man die optimale Preispolitik p. Wohl 
das leistungsf~ihigste Verfahren zur L6sung von Randwertproblemen 
bei gewtihnlichen Differentialgleichungen ist die MehrzieImethode 
(Mehrfachschiet~verfahren, multiple shooting method); vgl. J. S t o e r 
und R. Bul i r sch ,  Einffihrung in die Numerische Mathematik II, 
Heidelberger TB 114, Springer 1973, S. 151ff. Da unser Problem 
sehr klein ist (dim =2) und die verlangte Genauigkeit nicht zu grof~ 
ist, ftihren jedoch auch die anderen Methoden zur L6sung yon Rand- 
wertaufgaben sehnell zu einer brauchbaren L6sung. Wit nennen das 
Einfachschieflverfahren (L6sung eines Anfangswertproblems und ite- 
rative Verbesserung der Erf/illung der anderen Randbedingung mit 
z. B. einem Bisektionsverfahren), Differenzverfahren (Ersetzung der 
Differentialquotienten in der Differentialgleichung dutch geeignete 
Differenzenquotienten und L6sung der resultierenden diskretisierten 
Gleichungen) und Variationsmethoden (Ga le rk ins  Prozedur und 
Iteration mit N e w t o n - R a p h s o n  oder Iteration aus den beiden 
Schritten Quasilinearisierung und Galerkins Prozedur). lJber nume- 
rische Ergebnisse sowie StabiIitiits- und Sensitivitiitsuntersuchungen 
soll in einer spiiteren Arbeit berichtet werden. 

4. Okonomische Anwendung der Ergebnisse 

Als erstes Ergebnis dieser Arbeit muf~ die Aufstellung und Her- 
leitung der dynamischen Version (22) der Formel von R o b i n s o n -  
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A m o r o s o gesehen werden, die formal durch Indizierung aller Gr6t~en 
mit der Zeit t und Hinzufiigen des Goodwills a (t) aus der statischen 
Formel entsteht. Der diskontierte Goodwill d (t) a (t) ist die Dual- 
variable des dynamischen Optimierungsproblems der Maximierung 
des diskontierten Gewinnes unter der dynamischen Nachfragerelation 
als Nebenbedingung. Der Goodwill resultiert aus der Kenntnis der 
Dynamik der Nachfrageentwicklung und der Wahl des Planungs- 
horizontes te. 

Das zweite Ergebnis bringt eine Verbesserung in der Prognose als 
Entscheidungshil[e fFtr Planung und Preisstrategie, Produkotdifferen- 
zierung und Ausrichtung yon Werbemaflnahmen. W~ihrend es bisher 
iiblich war, aufgrund von Markttests die Koeffizienten der dynami- 
schen Nachfragerelationen zu bestimmen und unter Vernachl/issigung 
von genauen Preisstrategien den Verlauf des Lebenszyklus zu be- 
rechnen und evt. die Preise mit der statischen Formel aufgrund der 
jeweiligen Nachfragesituation zu ermitteln, ist es nun m6glich, ffir 
den gew~ihlten Planungshorizont die optimale Preispolitik zu bestim- 
men und damit den gewinnmaximierenden LebenszyMus zu erhalten. 
Da diese Berechnungen auf dem anf/inglichen Informationsstand 
(t =0) beruhen, sp~iter aber i. a. St6rungen und Abweichungen auf- 
treten, haben die gewonnenen quantitativen Aussagen wenigstens 
qualitative Aussagekraft bzw. der Gr6~enordnung nach Gfiltigkeit. 
Auch ergeben sich Hinweise auf den zwec~miifligsten Planungshori- 
zont. Wenn im Laufe der Zeit, z. B. bei t=tc, mehr Information fiber 
die Absatzentwicklung, fiber die Herstellungskosten usw. vorliegt, 
kann die Planung der Preise korrigiert werden. Dazu werden N, c, d 
der Realit~it besser angepaI~t und das Randwertproblem (25) ffir 
t e [to, te] mit x (tr als Anfangsbedingung ffir x erneut gel6st. Zur 
Illustration seien abschlief~end zwei Beispiele geschildert: 

Der Vorstand einer Unternehmung beabsichtigt, mit Taschen- 
feuerzeugen, die nach einem neuartigen elektronischen Prinzip zfin- 
den, auf den Markt  zu kommen. Die Heterogenit~it dieser innovativen 
Produktart  erm6glicht eine von den Aktionen anderer Feuerzeugher- 
steller unabMngige Preispolitik. Die Verhaltensgleichung nach Bass 
beschreibt die erwartete Nachfrage. Als Planungshorizont w~ihlt der 
Produzent te =5 Jahre. Aus Tests ermitteln sich die voraussichtlichen 
Prozef~geschwindigkeiten a und/3, die auf einen Verlauf I des Good- 
wills ffihren. Folglich er6ffnet der Produzent sein Angebot mit einer 
teuren, silbernen Version, sp/iter, zum Zeitpunkt der optimalen Preis- 
herabsetzung, stellt er dieser eine billige aus Kunststoff zu Seite. 

Ein Verleger plant die Herausgabe eines Lexikons. Durch den 
Verlauf der Kostenfuktion c (hohe Fixkosten, geringe variable Stiick- 
kosten) ergibt sich ein Goodwillverlauf III. So bietet er zun~ichst ein 
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preisgiinstiges, kartoniertes Vorauslexikon an, sp~iter folgt die leder- 
gebundene, erweiterte Ausgabe mit Subscriptionspreis. 
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