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Zusammenfassung, Es wird ein neues Ahnlichkeitsgesetz ffir die UmstrSrnung 
schlanker Profile bei W/h'mezufuhr hergeleitet. Dieses Gesetz stellt eine Verallgerneine- 
rung der bekannten Beziehungen yon P~ANDTL-G]sAUE~T fiir den linearen Unter- 
und ~berschall und  der entsprechenden Gesetzmgl3igkeiten fiir sehallnahe StrSrnungen 
dar. Es tr i t t  hierin ein neuer Ahnlichkeitsparan~leter auf, der die W/irmezufuhr rnit 
der Profildicke und der Machzahl der AnstrSrnung verknfipft. Die einschl/igigen 
Gleichungen ergeben unter anderem Aussagen fiber die Widerstandsverringerung 
eines Profils bei W/~rmezufuhr im Unter- und Uberschall, die frfiher OSWA~ITSCH [1] 
auf anderern Wege hergeleitet hat. 

Summary. A new similarity law for the flow around slender profiles with heat 
addition is derived. This law represents a generalization of the well-known relations 
by PaANDTL-GLAL~ERT for linear sub- and supersonic flow, and of the corresponding 
relations for transonic flow. A new similarity parameter appears connecting the 
heat supply with thickness of profile and Maeh number. Information about the 
reduction of resistance of a profile with heat addition in the sub- and supersonic range 
is obtained which has been derived before by OSWATITSCE [l ] using a different method. 

I. Einleitung und [~bersicht 
Wir besch/iftigen uns im folgenden mit ProfilstrSmungen, bei denen 

im Feld eine W/irmezufuhr vorliegt. Solche Probleme treten in den An- 
wendungen in vielerlei Varianten auG, wobei einerseits die Art und Weise, 
wie die Wb;rme zugeftihrt wird, recht unterschiedlich ist und anderseits 
auch die absolute GrSBe der W//rmezufuhr sich innerhalb weiter Grenzen 
bewegt. Wollen wir zu einem durchsichtigen Modell gelangen, so sind 
daher gewisse Annahmen unerl~Blich. Was die W//rmezufuhr angeht, so 
setzen wir hier voraus, dab sic dutch sine bekannte Quellverteilung im 
ganzen StrSmungsfeld gegeben sein soll. Dies stellt eine wesentliche 
Beschr/inkung dar insofern, als hierdurch zungchst die F/~lle ausgeschlossen 
sind, bei denen die Intensit/it der W//rmezufuhr vom StrSmungszustand 
selbst abh/ingt, was z. B. bei allen Kondensationserscheinungen der Fall ist. 
Diese Koppelung zwischen der Gr613e der Energiezufuhr und dem Str6mu~gs- 
geschehen wird also hier unterdrtickt. Es bleibt weiteren Untersuchungen 
vorbehalten zu priifen, ob man nicht durch eine geeignete Wahl der W//rme- 
quellverteilung wenigstens angen//hert diese innere Bindung beriicksichtigen 
kann. 
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Der Grund ftir die vorgenommene Idealisierung liegt in erster Linie 
darin, dM3 man unter dieser Annahme zu aul~erordentlich einfachen und 
durchsiehtigen Gesetzm/~13igkeiten gelangt, die die StrSmungsfelder mit 
unterschiedlicher W~rmezufuhr miteinander verkniipfen. Diese Ahnlichkeits- 
gesetze stellen VerMlgemeinerungen der klassischen Gesetzm/~13igkeiten yon 
PI~A~DTL-GI,AVERT fiir den linearen Unter- und Uberschall und derjenigen 
ftir schMlnahe StrSmungen dar. Es tri t t  ein neuer Ahnlichkeitsparameter 
auf, der die W~rmezufuhr mit der Profildieke und der Maehzahl der 
AnstrSmung verkntipft. Von Interesse sind auch die Folgerungen, die 
sich auf die Widerstandsverringerung eines Profils bei Heizung in Unter- 
und i3berschMlstrSmung beziehen. Es werden bier die Ergebnisse, die 
frtiher OSWATITSCH [1] auf anderem Wege gewonnen hat, best/itigt. Die 
Frage nach J~hnliehkeitsgesetzen von StrSmungen mit W~rmezufuhr wurde 
bereits yon  KRZYWOBLOCKI, HORIUCItI und VODA [2] behandelt. Die 
Ausfiihrungen dieser Autoren deeken sich jedoch nicht mit unseren Ergeb- 
nissen, die dort vorgenommenen Vernachl~ssigungen in den Bewegungs- 
gleichungen treffen meines Erachtens nicht zu. Wit kommen hierauf 
unten noch zuriick. 

II. Die Ableitungen der Grundgleichungen bei W~irmezufuhr 
Wir ]egen unseren Betrachtungen die Gleichungen fiir die station~re, 

zweidimensionale, reibungsfreie StrSmung ohne W~rmeleitung zugrunde. 
Die Beschr~nkung auf ebene StrSmuhgen ist an sich unn5tig, sie geschieht 
nur, um den Formelaufwand in Grenzen zu halten. Die Erweiterung auf 
den dreidimensionalen Fall bringt keinen grunds~tzlichen Unterschied. 
Die Kontinuit~t lautet 

~eu ~ev ~x § ~y - 0 .  (11.1) 

Die Bewegungsgleichungen von EVLER schreiben sich in der Form 

TX- Ks ~x J' 
(1I. 2 a) 

~v ~v ~ ~ p _  l ~ p ~ e  ~ p ~  1~ ~ ~p ~8 
U~xx -~v ~Y -- e ~Y e [-~Q ~ -  -~- as ~yJ ~-- e ~ c ~ -  +~-~y-yj" 

(II.2b) 

Hierin wurde bereits benutzt,  dab in dem betrachteten Fall lo z P(e, s) 
ist (s z Entropie der Masseneinheit, c = Schallgesehwindigkeit). Den 
Zusammenhang zwisehen der Entropie und der zugefiihr~en Wgrme liefert 
der zweite Hauptsatz  in der Form 

1 ( ~Q ~Q) 
~ ~'~ - -2- u + v ~  u ~-x + v ~y -~x �9 (II .  3) 

Q = Q(x, y) ist dabei die der Masseneinheit l~ngs der Stromlinie von einem 
Bezugspunkt bis zum Punkt  (x, y) insgesamt zugeftihrte W/irme. Ftir 
UmstrSmungsprobleme ist es zweckm~l~ig, als Bezugswerte diejenigen der 
AnstrSmung (Index o~) zu nehmen. 
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Multiplizieren wir (II .2a)  mit u und (II .2b)  mit v und addieren, so 
kommt bei Beaehtung yon (II.1) und (II.3): 

Ftir ein ideales Gas gilt 

1 ( a p ) _ _  p 1 
-- R -- %T" Tc~ ~ e cvo~ T ~ - - T  

m 

Benutzen wir dies in (II.  4), so kommt die folgende Form der gasdynamischen 
Grundgleichung 

( u 2 ) Ou uv (Su ~v~) ( v 2) ~v 1 ' ~Q ~Q) 

(11.5) 
Jetz t  kommen wir zur Besprechung des Energiesatzes sowie der Wirbel- 

gleichungen. Die E v L ~ s c h e n  Gleiehungen (II .2a ,  b) kSnnen in der 
folgenden Form geschrieben werden 

8x --V ~x 8y Q ~x -- Bx + T-~x-x, " 

~y + u ~x ~y e ~Y By ~ ~y" 

Multiplikation yon (II .6a)  mit u und (II .6b) mit v und Addition 
liefert mit (II.3) die Aussage 

~ - + v ~  + i  = 
W 2 d.h .  ~ - +  i -  Q ist l~ngs jeder Stromlinie konstant. Fiihren wir im 

Unendlichen keine Ws zu (Q~ = 0), so gilt der Energiesatz in der Form 

W ~ Ws 
2 + i - Q -  2 + i ~ .  (II.7) 

Wit betrachten im folgenden nur sogenannte isoenergetische StrSmungen. 

Bei denen hat  ~ + i~ fiir alle Stromlinien denselben Wert. In diesem 

Fall ergibt (II.  6a, b) sofort die folgenden Beziehungen: 

(Or ou ) os BQ (It Sa) 
v ~x Oy = T ~ x  ~x' 

( .v .u) .s OQ (II. 8b) u -~x By ~- T By By" 

Diese Gleichungen stellen Verallgemeinerungen des CRocCoschen 
Wirbelsatzes fiir StrSmungen mit W~rmezufuhr dar. Man besti~tigt 
tibrigens leicht, dab allgemein der folgende Zusammenhang besteht 
(m = Geschwindigkeitsvektor) 

m • rot iv = -- T grad s + grad Q. ~ (II.  9) 

Diese Gleichung finder sich im wesentlichen schon bei VAZSO~YI [3]. 
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(II .5) sowie ( I I .8a ,  b) sind die Grundgleichungen unseres Problems. 
Wir gehen jetzt dazu fiber, Vereinfachungen fiir den Fall der UmstrSmung 
schlanker Profile vorzunehmen. 

I I I .  D i e  l inearen  Grundg le ichungen  f'tir das Umst r i imungsprob lem 

Bei der Umstr5mung schlanker Profile linearisiert man im Unterschall 
bzw. im Uberschall in der Regel bezfiglich der Daten der Anstr5mung, 

d . h .  man berficksichtigt yon den St6rgrSften u - - u ~  v - - v ~  uo , uo nur d i e  
Vo ersten Potenzen. ( ~ -  ~ 1 besehreibt die geringe Anstellung der StrSmung.) 

Wollen wir hier analog verfahren, so mfissen wir zun~ehst eine Aussage 

fiber die GrS~e der zugeffihrten W~rme, d. h. fiber Q % To ' machen. 
Es liegt sehr nahe, den Fall zu betraehten, dab die folgenden drei 

StSrgrSl~en l u - - u ~  ' v - -  V~ ' u~ 

sowie deren Ableitungen yon derse]ben Ordnung klein sind. Dieser Fall 
ist nicht aus der Luft gegriffen, sondern entspricht durchaus praktisch 
realisierbaren Verhi~ltnissen. Schiitzt man z. B. die freiwerdende Wi~rme 
bei Kondensation des in der Luft enthaltenen Wasserdampfes ab, so kommt 

Q 
man ffir ~ durchaus in die GrSl~enordnung der u- und der v-StSrung 

bei einem schlanken Profil. Damit wird aus (II.  5) durch Linearisierung 

/ / 

In  [2] wird dagegen die rechte Seite yon (II. 5) vollst~ndig vernach- 
l~ssigt mit der Begrfindung, dal3 diese Glieder nur dann auitreten, wenn 
die W/~rmezufuhr ,,sehr grof~" ist. Anderseits wird dann aber die W~rme- 

~u 
zufuhr in dem Faktor  ( 1 - - u ~ l  yon mitgenommen, indem der Einflul~ 

der zugeffihrten Wi~rme auf die Schallgeschwindigkeit berficksichtigt wird. 
Dies ist inkonsequent und widerspricht der frfiher vorgenommenen Vernach- 
1/issigung. 

Ffihren wir die Linearisierung aueh in den Wirbelgleiehungen durch, 
so folgt ~s ~Q 

T o  ~x ~x - -  0, ( I I I .  2a) 

(av au) 8s ~Q 
uo ~x ~y : T o  ( I I I .2b)  ~y ~y* 

Hieraus ergibt sich eine bemerkenswerte Konsequenz. ( I I I .2a)  fiihrt 
nach Integration zu 

To s(x, y) : Q(x, y) q- ]~(y). (III .  3) 

Ffir die Funktion /c(y) liefert der Grenziibergang x --~ -- o% da im Un- 
endlichen keine Wi~rme zugeffihrt wird, die Aussage 

/c(y) = To s(--  co, y) = To s~. 
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Ist im Unendlichen keine Entropiesehiehtung vorhanden, so wird 
k ( y )  T~ s~----konst. Bertieksichtigen wir dies in (III.3),  so liefert 
( I I I .2b)  das Ergebnis as ~u 

--  O. (III .  4) ax ~y 

In erster 1N~herung gilt also in unserem Fall noeh die Drehungsfreiheit. 
Das ist bei dieser StrSmung mit Wgrmezufuhr ein durchaus nichttriviales 
Ergebnis und offensiehtlich mit eine Folge der anfangs eingefiihrten 
Gr6f~enordnungsbeziehungen. (III .4) wird durch ein Potential ~(x, y) 
erfiillt mit 09 _ u - -  u~ ~9 _ v --  v~ 

~x u~ ' ~y uco 

(III .1) sehreibt sich dann in der Form 

(1 M~)  ~29 ~29 ~ ( Q ) --  ~ + __ (III .  5) 0y ~ ~x ~ �9 

Die Interpretation dieser Gleiehung ist sehr einfaeh! Es handelt sich 
im vorliegenden Fall um die woh]bekannte lineare Potentialgleichung, 
bei der auf der reehten Seite lediglieh die W/~rmezufuhr als Quellglied 
auftritt.  

IV. Das ~hnl ichkei t sgese tz  fiir M~ X 1 

Das abzuleitende Ahnliehkeitsgesetz verkniipft verschiedene Strom- 
felder miteinander. Betraehtet werden hierbei ProfiM die Bin und derselben 
Klasse angehSren und sieh nur durch den Wert des Diekenparameters z 
voneinander unterscheiden. Die Randbedingung am sehlanken Profil lautet 2 

~ ( x ,  O) - dh d] (IV 1) 
dx - -  7; d x '  

wobei h = h (x )  die einzelne Profilkontur, f = f ( x )  dagegen die Profilklasse 
charakterisiert. Es ist ftir eine Ahnlichkeitsbetrachtung erforderlich, dal~ 
auch die verschiedenen W~rmequellenverteilungen durch affine Transforma- 
tionen auseinander hervorgehen. ]:)as hell't, wir setzen 

Q(x, y) 
c~ To~ - -  c[ g (x ,  y) .  (IV. 2) 

q ist hierin der Wiirmeparameter und g(x ,  y )  die universelle Quellverteilungs- 
funktion. Damit gehen bei jeder ProfilstrSmung mit W~rmezufuhr also 
drei Parameter ein, n~mlich Mo, z und q. Wir betrachten nun zwei 
StrSmungen (Index 1, 2) und fragen, welcher Zusammenh&ng zwischen den 
Stromfeldern besteht. Die Gleichungen ]auten 

(1-- M ~ )  ~ 4- ~ = q~ g~, ~,(x, 0) = T~f'(x), (IV. 3a) 

(1- -  M~2) r  + r : q2 g~, ~b (~, 0) : ~2f'(~). (IV.  3b) 

Die lineare Transformation 

= x, ~ = a y, ~(x, y) = A ~b(~, U) (IV. 4) 

2 Im folgenden wird nur der Fall verschwindender Anstellung betrachtet. 
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fiihrt die beiden DifferentiMgleichungen und die Randbedingungen in- 
einander fiber, wenn gilt 

I/1--M=1 
a = [ A ~- 3~ [ 1 - - i ~  (IV. 5) 

und auBerdem 1 - - M ~  ' 

q, q2 (IV. 6) 
T~ V~ M~ I 32 V[ 1 -M~2 I" 

(IV. 4) und (IV. 5) ergeben zusammen sofort die aus der linearen Unter- 
und Uberschalltheorie gel/~ufigen Transformationen der u- und v-StSrungen 

u - u .  ] ) 7a) 
aj,r ]1 31 \ ~b~r ]3 722 ~ " 

( u ~ )  1 (@~) 1 1 - ~ - 1  = 2 3: (IV.7b) 

Allerdings kSnnen diesmal zum Unterschied gegeniiber dem klassischen 
Fall ohne Wiirmezufuhr nur solche Str6mungen miteinander verglichen 
werden, bei denen nach (IV. 6) die folgende Kombination der Gr6Ben q, T, M~ 

q (iV. S) 

in beiden Feldern fibereinstimmt. A ist ein neuer Parameter, den man in 
der Sprache der Ahnliehkeitsgesetze auch als reduzierten Wdrmeparameter 
auffassen kann. Der Sachverhalt ist hier analog dem Fall der sehallnahen 
Str6mungen, wo die auftretenden GrSBen z, ~, M~ in beiden Feldern 
bekanntlioh so gew~hlt werden mtissen, dab der sehallnahe Ahnlichkeits- 
parameter (hier in der SPI~EITERsohen Darstellung) 

[(~ + 1) 3 Mi ]  ~I. 
invariant ist. 

Das erhaltene Ahnlichkeitsgesetz kann wie im Fall ohne Ws 
in verschiedener Form ausgesprochen werden. Ist  z .B.  die Profildicke 
in den beiden Stromfeldern gleieh (~--~ ~),  so kommt die Regel yon 
PgAm)TL-GLAv~RT. Bleibt die u-StSrung bei der Transformation un- 
ver/indert, so erh//lt man die PotentiMlinienanMogie. Transformiert sieh 
v wie y, so liegt die Stromlinienanalogie vor. Der Leser kann leicht in 
diesen drei F/illen unter Benutzung yon (IV. 6) die zugeh6rigen Zusammen- 
h/~nge der W//rmeparameter bestimmen. 

V. Liisung der Differentialgleichung (HI. 5) 
Zur Erl~uterung des oben beschriebenen Sachverhaltes bestimmen 

wir jetzt  die L6sung der Differentialgleichung (III .  5). Wir beschi~ftigen 
uns zun~chst mit dem Fall M~ < 1. Fiihren wir eine ~PRANDTL-GLAuER~r- 
Transformation der Koordinaten x und y durch und bezeichnen der 
Einfachheit hMber die neuen Koordinaten wieder mit denselben Symbolen, 
so gilt : 1 

( v ,  
hc ta  .~Iech. I/1 5 
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Diese inhomogene Potentialgleichung wird in bekannter Weise durch eine 
zweidimensionale Singularit/~tenbelegung gelSst, wobei fiir die StSr- 
gesehwindigkeiten folgendes Ergebnis kommt:  

r 
�9 

~ ( x ,  y) ~- q~ , (x ,  y) - -  2 ~  (1 - -  M ~ )  _ 

Q 

o~ (~- -  x)~ + (7 - -  y)~ d ~  dr] ,  

(V.  2 a) 
Q 

0~ �9 ( ~ _  x) ~ + (~?_  y)+. d~ d~]. 

(V. 2 b) 

Hierin bedeutet  ~h diejenige L6sung der homogenen Gleichung (V.1) 

die die vorgegebene Randbedingung am KSrper erffillt. Ist - ~  ( ~ - ) q  

beztiglich ~ eine gerade Funktion -- was wir annehmen wollen -- so erffillt 
dann aueh Fs die vorgeschriebene l~andbedingung. 

Von besonderem Interesse ist ffir uns der Widerstandskoeffizient. 
Fiir ein symmetrisches Profil der L/~nge 1 kommt 

c~ = c~ (Q = o) + 

+ ~(1- -M~)  O~ (~---X)~ -+ ~2 d ~ d ~  dx ,  (V.3) 
X ~ 0  - - r  

c~(Q -- 0) ist hierin der Widerstandskoeffizient bei fehlender Ws 
Auf Grund des D'ALn~B~Tschen Paradoxons ist dieser Wert  gleich Null. 
Vertauscht man in (V.3) die Integrationsreihenfolge und beachtet, dal~ 
fiir die LSsung der homogenen Differentialgleichung die folgende Beziehung 
gilt (fl : V1-- M~) 

1 

~gh(~,~) 1 i dh ~ - -  x 
~ ~ fl ~ dx (~__x )  2 + ~ dx,  

so wird o 

\ %T~ / ~h($,*l) d~d~. (V.4) c~ ~ ~ ~ _ ~ ~ ~ 

Geht man hierin zu reduzierten Variablen fiber, so bests man 
sofort, da$ das oben hergeleitete ~hnlichkeitsgesetz enthalten ist. Es wird 
n/~mlieh 

- ~  - r  

(V. 4) zeigt fiberdies in einfacher Weise den Einflu[~ einer W/~rmezuiuhr 
dureh Quellen. Unter dem Integral steht das Produkt  der Quellst/~rke 
und der Geschwindigkeitsverteilung bei Iehlender W/~rmezufuhr. Eine 
Aufheizung in denjenigen Teilen des Stromfeldes, in denen Untergeschwindig- 
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keiten vorliegen, ffihrt demnach zu einem Vortrieb, w/~hrend eine Auf- 
heizung bei Ubergeschwindigkeit einen Widerstand liefert. Erfolgt die 
wesentliche: W~rmezufuhr in unmittelbarer KSrperni~he, so besagt dies, 
dab fiir M= < 1 eine Wgrmezufuhr in der Umgebung des vorderen und 
hinteren Staupunktes zu einem Vortrieb fiihrt. Diese Aussagen stammen 
yon OSWATITSCH [1], sie wurden dort auf anderem Wege gewonnen. 

Wir kommen nun zum Fall M~ > 1. Fiihren wir auch hier eine 
P~A~DTL-GLAUERT-Transformation der Koordinaten x und y durch uncl 
bezeichnen die neuen GrSBen wieder mit denselben Symbolen, so gilt, 

(flxx - -  ( P ~  ---- M ~ - - I  ~x 

Die Transformation auf die Charakteristiken ~ ~ x -  y ,  ~ ~ x - ~  y 
ftihrt auf 1 ~ 

Durch Integration kommt 

~(~, ~) = ~,~(r ~) ~ ( M ~ - -  ~) . ~-~ 

wobei im Doppelintegral tiber alle W/~rmequellen zu integrieren ist, die 
sich im Abh~ngigkeitsgebiet des Aufpunktes befinden. Transformieren wir 
in (Y. 7) wieder auf die Variablen x, y zuriiek, so wird 

~ ( x / y ) = ~ h ( x , y )  2 ( M ~ - - l )  .~j as \ c : o ' l ' ~ /  

~,,(x, y) bedeutet  die LSsung der homogenen Gleiehung (V.6), die der 
Randbedingung geniigt. Denken wir uns der Einfaehheit halber die Wi~rme 
in einem schmalen horizontalen Strei~en der Breite 5 in der unmittelbaren 
Nachbarschaft des KSrpers zugefiihrt, so gilt 

, ( ) ~ ( x ,  O) - -  ~ ( x ,  O) - ~ ( M ~ - -  ~) i Q(x, O(0, t) dr. 
c~ Too c~ T ~  

o 

Ist  die Wgrmequellsti~rke in y eine gerade Funktion, so kommt fiir 
ein symmetrisehes Profil der L/~nge 1 

c~ = cw(Q = o) 2 o ~ % T~  / ~ l , ( x ,  o) 
I/ M ~ - -  1 ~x ax d t d x .  (V.9} 

x=0 t~0 

Diese Beziehung entspricht im wesentliehen der Darstellung (V. 4) im 
Unterschall. Diesmal tr i t t  allerdings aueh bei fehlender Wi~rmezufuhr ein 
Widerstand -- der Wellenwiderstand -- auf. An (V. 9) ]lest man sofort ab, 
dab im Ubersehall eine Wiirmezufuhr am KSrperheek -- wegen der dort  
vorhandenen f3bergesehwindigkeiten -- zu einer Widerstandsverringerung 
fiihrt. Eine Aufheizung an der KSrperspitze ergibt dagegen eine Wider- 
standserhShung. Aueh diese Aussagen finden sieh bereits bei OSWAT~TSC~ [I ]~ 

5* 
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VI. D a s  .~hn l i ehke i t sgese tz  fiir die Scha l ln i ihe  

Zur Herleitung der DifferentiMgleichungen in diesem Fall ist es zuns 
wieder erforderlich, mit einer Aussage fiber die GrSBenordnung der zuge- 
ffihrten Ws zu beginnen. 

Im Linearisierungsbereich haben wir angenommen, dab die W/irme- 
zufuhr die Gr5Benordnung der u- und v-StSrung besitzen soll. In  SchMln~he 
wird man zwangsl~ufig dazu geffihrt, dab es vernfinftig ist, nur eine geringere 
Wi~rmezufuhr zu betrachten. Das deckt sich auch mit den Erfahrungen 
aus der Stromfadentheorie. Bekanntlich gilt f fir den Stromfaden konstanten 
Querschnittes die folgende Beziehung ffir die kritische W/i, rmemenge 
(s. z .B.  [4], S. 60): Qmax 1 (M~-- 1) ~ 

%T~ -- 2(u+ 1) M~ (VI.1) 

Qmax geht also in diesem Fall f fir M~ -~ 1 sogar gegen Null. Eine solehe 
Einschr~nkung wird bei uns im Fall der unendlich ausgedehnten StrSmung 
nicht bestehen. Die W/~rmezufuhr wirkt jedoeh generell wie eine Quer- 
schnittsverengung. Da die schallnahen Str5mungen sehr empfindlieh 
gegeniiber Quersehnitts~nderungen sind, ist es plausibel, dab die zu- 
gelassenen W/~rmemengen in diesem Fall nur sehr klein sein dfirfen. 

Der Energiesatz (II.7) liefert ffir die Schallgesehwindigkeit die Dar- 

stellung e~ x - - 1  M~ 1 -- + - -  

Wir benutzen dies in der Entwicklung yon 1 -- M 2 und beriicksichtigen 
dabei nur die linearen Glieder. Naeh kurzer Zwischenrechnung kommt 

1 -~112 : 1 --2F/~ -- /1/~ [24-  (~ - - 1 ) M ~ ]  u - - u ~  Q + % § " ' "  

(VI. 2) 

Wir nehmen jetzt an, daB die W~irmezufuhr von kleinerer GrSBe als 
die u-StSrung ist. In  diesem Fall kSnnen wit zwar in (VI. 2) den additiven 
W/irmeterm vernachliissigen, miissen jedoch im allgemeinen das erste Glied 
der rechten Seite yon (II.5) nach wit vor beibehalten. Es kommt damit, 
wenn wir die SP~EITERsche Form des nichtlinearen Gliedes in der schall- 
nahen Gleichung benutzen, die folgende Differentialgleichung 

~ (  Q ) ( V I . 3 )  

Machen wir auch in diesem Fall die ~lhnlichkeitstransformation (IV. 4) 
und beachten die Randbedingung (IV.l) ,  so erh~lt man nach kurzer 
Zwischenrechnung wiederum die Beziehungen (IV.5). Weiterhin treten 
diesmal die folgenden beiden Ahnliehkeitsparameter auf: 

11 - -  M~l = sehallnaher Parameter, (VI.4) 
g ---- [(~ + 1) M~ T] ~/~ 

A - -  q [/I 1 --  Mh [ : W/~rmeparameter. (VI. 5) 

Es kommt also -- wie zu erwarten -- das bekannte Ahnlichkeitsgesetz 
mit der aus Absehnitt IV gel/~ufigen Zusatzforderung ffir die W/~rme. 
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Wir wotlen diese Zusammenh~/nge noch etwas diskutieren. (VI. 4) liefert 
- -  wenn wir von ~ absehen -- eine Bindung zwischen M| und v, die erfiillt 
sein mul~, damit J~hnlichkeit der Stromfelder gegeben ist. Bekanntlich 
kann Z auch als eine Potenz der sogenannten reduzierten Profildicke 
geschrieben werden. Die Aussage X----konst. ist dann gleichbedeutend 
mit der Forderung, dal~ nur Umstr5mungen yon Profilen gleicher reduzierter 
Dicke miteinander verglichen werden k5nnen. Die folgende Kombination 
von (VI.4) und (VI.5) A q (~ + 1)M~ 

ergibt -- wieder abgesehen von ~ -- den entslorechenden Zusammenhang 
zwischen q und Mo, der in den beiden Stromfeldern erftillt sein muir. 

3 , 3 - -  

\ 
l o, z 

b- 

0,7 '0 '9 ,/0 

Abb.  1. Zugef i ih r te  W~irme q u n d  Prof i ld icke  z als F u n k t i o n  der  M a c h z a h l  ~'7r fiir 
Z = 1 u n d  A ~ 1 

In Abb. 1 sind diese Beziehungen fiir Z = i und A -- 1 dargestellt. Gibt 
man z .B.  M~ vor, so kann man die zugehSrigen Werte q und T sofort 
ablesen. 

Vergleicht man (VI. 6) mit (VI. 1), so gelangt man zu der interessanten 
Feststellung, dal] fiir die Stromfadentheorie bei konstantem Querschnitt 

A 1 
offenbar die Beschr~nkung ~2/8 ~ y gilt. 

Wir betrachten nun noch die folgende Kombination 

q 
A Vz-= 4i.<  + t 

Ftir M~--, 1 kommt man damit zu dem Ahnlichkeitsparameter bei 
Schall 

/ 1 _ _  q ~/3 (~ + 1)118 �9 ( V I .  7) 

Dieser Ausdruck mul~ im Fall der Sohallanstr6mung in den beiden 
betraohteten Feldern tibereinstimmen. Den Parameter (VI. 7) erh~lt man 
iibrigens auch sofort, wenn man die G1. (VI.3) im Falle Mo = 1 der 
Transformation (IV.4) unterwirft. Fiir die Gesohwindigkeiten und die 
Ortskoordinaten ergeben sich hierbei dieselben Zusammenh~nge wie im 
Fall q -- O. 
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Dami t  sind auch in Schallnghe einschlie~lich des Grenzfalles M .  ~ 1 
die J~hnlichkeitsgesetze fiir S t r f m u n g e n  mit  W~rmezufuhr  hergeleitet. 
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