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Einleitung 

Eine quadratische Fo rm Q in den n + 1 Variabeln x--~ (x o : x 1 : . . .  : x,) 
mit  reellen Koeffizienten heii3t definit, wenn sie fiir alle reellen Wer te  der 
Variabeln,  die nicht  siimtlich verschwinden, nur  posit ive oder nur 
negative Wer te  annehmen kann;  sie heiBt semide]init, wenn augerdem 
noch der Wer t  Null  angenommen wird;  sie heil3t inde/init in den tibrigen 
F~llen, wenn also sowohl posit ive als auch negative Wer te  und daher  
auch der  Wer t  Null angenommen wird. 

Es sell im folgenden untersucht  werden, unter welchen Umsti~nden man 
schlieflen kann, daft in einer linearen Schar von quadratiachen Formen 
X2iQi wenigstens eine de/inite oder eine semide]inite Form enthalten ist. 
Die Qi(i = 0, 1, . . . ,  p) sind dabei  gegebene quadratische Formen,  w~h- 
rend die Paramete r  2~ alle reellen Wer te  durchlaufen, die nicht  gleich- 
zeitig verschwinden. I n  vielen Fgllen kann aber  speziell 20 ----- 1 voraus- 
gesetzt werden. 

Die Beantwortung der gestellten Frage  hs eng mi t  der  Theorie 
der , ,Freigebilde" zusammen, die ich in der vorausgehenden Abhand-  
lung 1) be t raehte t  habe. Da sich diese Betrachtungen aber  in der  Haup t -  
sache auf  den dreidimensionalen Raum beschrgnken, so werden auch die 
folgenden Resul tate ,  aul3er fiir zweigliedrige Scharen (p = 1), zuns 
nur f'tir hSchstens quatern~re Formen abgelei tet  (n ~ 3) ; es ist  aber  leieht 
zu erkennen, dab sie sich ohne weiteres auch auf  beliebig viele Variable 
ausdehnen lassen, sobald die entsprechenden Sgtze fiber die Freigebilde 
im n-dimensionalen Raum zur Verfiigung stehen. 

w 1. Zweigliedrige Scharen 

Fti r  das Auftre ten yon de/initen Formen in zweigliedrigen Scharen gilt  : 

S a t z  1. I n  der linearen Schar yon quadratischen 2'ormen Qa + 2Qb in 
n + 1 Variabeln gibt es [i~r n C= 1 dann und nut  dann eine de/inite Form, 
wenn die Formen Qa und Qb Iceine gemeinsame reelle Nullstelle x C= 0 
besitzen ; /fir beliebiges n dann und nut  dann, wenn die eine der Formen [ar 
die reellen Nullstellen der andern stets positiv oder stets negativist. 

1) ~ber  eine Klasse algebraischer Gebildo (Freigebilde), Comm. Math 
Yielv., dieser Band, S. 172. 
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Eine gemeinsame Nullstelle von Q~ und  Qb ist ftir jedes 2 aueh Nullstelle 
yon Qa -{- 2Qb, und wenn die eine der Formen Qa und Qb fiir die reellen 
Nullstellen der andern verschiedene Vorzeichen annimmt,  so gilt dasselbe 
auch fi~ Qa --]- ).Qb. Die angegebenen Bedingungen sind also notwendig. 

Die Variabeln x, die nicht gleichzeitig versehwinden dtirfen, k6nnen als 
homogene Koordinaten in einem n-dimensionalen projektiven Raum L n 
gedeutet werden; die Nullstellen einer quadratischen Form Q ergeben 
dann  ein Gebilde zweiten Grades in diesem Raum, das kurz als ,,Fls 
bezeichnet werde. 

Jede solche Fls Q ~ 0 ist fiir n > i i m  Reellen zusammenh~ngend, 
d. h. irgend zwei reelle Punkte  A und  B derselben k6nnen durch einen 
auf der Fls verlaufenden reellen Kurvenbogen verbunden werden; 
ebenso ist auch das Gebiet Q > 0 und  das Gebiet Q < 0 im reellen L,, 
zusammenhs Man erkennt dies, wenn man dureh A und  B eine 
zweidimensionale Ebene legt und die Verbindung in dieser Ebene vor- 
n immt.  

Wenn sich also die beiden Fts Qa ~ 0 und  Qb --  0 im Reellen nicht  
treffen, so k6nnen sie sich ftir n > 1 auch nicht  durchsetzen; d. h. jede 
der Formen Q~ und  Qb besitzt dann  fiir die reellen Nullstellen der andern 
nur  einerlei Vorzeichen. 

Es bleibt also nur  noeh zu zeigen, dab in der Schar Q~ ~- 2Qb eine 
definite Form enthal ten ist, wenn Qa fiir alle reellen Nullstellen yon Qb 
einerlei Vorzeichen besitzt, wenn also die Fl~che Qb z 0 im Reellen z. B. 
ganz im Gebiet Qa > 0 enthalten ist. 

Dabei kann  Q~ als indefinit vorausgesetzt werden. W~re n~mlich weder 
Qa noeh Qb indefinit (sondern z .B.  semidefinit), so w~re Q~ ~ Qb oder 
Qa - -  Qb definit; und wenn nur  Qb indefinit ist, so werde 2 durch ~ ersetzt 
und  die Rolle von Q~ und Qb vertauseht. 

Lieder reelle Pm~kt P des Raumes ist in einer Fl~ehe Q~ ~ ,tQ b ~ 0 
enthalten, wenn dem Wert  ~ ~ co die Fls Qb = 0 zugeordnet wird. 
Es gibt also im Gebiet Q~ > 0 und  im Gebiet Q~ < 0 Fl~chen der Schar, 
und  ein stetiger ~bergang vom einen ins andere Gebiet ist im Reellen nur  
mit  ~berschrei ten der Fls Q~ ~ 0, also fiir ~ ~ 0 m6glich. L~l~t man 
aber den Parameter  2 alle reellen Werte durchlaufen, so muI3 man ins 
urspriingliehe Gebiet zuriickgelangen, und der zweite Obergang ist nur  
dureh das Imagins m6glich. Daraus folgt aber, dab in der linearen 
Sehar definite Formen vorkommen miissen, wobei aus Stetigkeitsgriinden 
der Wert  2 ~ co vermieden werden kann.  
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Wir brauchen noch den folgenden 

_Hil fssat~.  Wenn die quadratischen Formen Q~ und Qg inde/init sind, 
und Q~ nimmt im Reellen /i~r Q~ ~ o entgegengesetzte Vorzeichen an, so 
nimmt auch Q8/ar Q~ ~ o entgegengesetzte Vorzeichen an. 

Eine indefni te  quadratische Form n immt  in jeder Umgebung einer 
reellen Nullstelle sowohl positive als auch negative Werte an. Da nun  
Q~ im Gebiet Q~ > 0 und im Gebiet Q~ < 0 Nullstellen besitzt, so gibt es 
Gebiete, die denWer ten  yon Q~ und  Q~ entsprechend mit  ~- 4 ,  -~ - - ,  - -  -~ 
und  - -  - -  zu bezeichnen sind. Da abet die Gebiete Q~ ~ 0 nnd  Q~ ~ 0 
zusammenh~ngend sind, so kann  man einen Punkt  yon -t- ~- mit  einem 
Punk t  yon - -  -~ durch einen Bogen verbinden, der im Gebiet Q~ > 0 ver- 
l~uft und  Q~ : 0 trifft, und  kann  ebenso yon -~--- nach - - -  einen 
Bogen ziehen, der im Gebiet Q~ < 0 verls und  Q~ : 0 trifft. Damit  ist 
die Behauptung bewiesen. 

Wenn  der Quotient Q~ : Qb nicht  konstant  ist, so gibt es in der Schar 
~ flQb immer inde/inite Formen. Durch einen reellen P unk t  A, der 
nicht  gemeinsame Nullstelle yon Qa und Qb ist, geht niimlich eine Fls 
Q1 ~ 0 der Schar, und  durch einen reellen Punk t  B, der nicht auf  Q1 ~ 0 
liegt, geht eine Fl~che Q2 ~ 0 der Schar, die den Punk t  A nicht  enthi~lt. 
Dann  ist aber wenigstens eine der Formen Q1 ~- Q2 und  Q1 - -  Q2 indefinit, 
da sie in A und B entgegengesetzte Vorzeichen annimmt.  

Das Auftreten yon semide/initen Formen best immt sich weiter nach 

S a t z  ~. I n  der linearen Schar von quadratischen Formen ccQ~-flQb 
gibt es, wenn der Quotient Q, : Q~ nicht /constant ist, stets inde/inite Formen 
und dann und nur dann wenigstens eine semidefinite Form, wenn die eine 
der Formen Qa und Qb /fir die reellen Nullstellen der andern nicht entgegen- 
gesetzte Vorzeichen annehmen ]cann. 

Es sei etwa die Fls Qa ~ 0 im Reellen ganz im Bereich Qb ~ 0 ent- 
halten. Man setze dann  fl : ~ ~ ~ und Qa -~ 2Qb -~ Q),. Wie schon gezeigt, 
gibt es in der Schar indefinite Formen, und  wenn noch definite Formen 
auftreten, so gibt es als ~bergang auch semidefinite. 

Es werde nun  angenommen, dab alle Formen Qz indefinit seien. 
Wfirde Qb ftir die reellen Nullstellen yon Qz (~ r 0, ~ )  entgegengesetzte 

Vorzeichen annehmen, so wiirde dasselbe auch ftir Qx - -  2Qb ~ Qa gelten, 
und da Q~ und Qz indefinit sind, so wiirde nach dem Hilfssatz auch umge- 
kehrt Qz, und damit  auch z Q z - - ~ Q ~  ~ ~ ~ Qb, ftir die reellen Nullstellen yon 
Q~ entgegengesetzte Vorzeichen annehmen, in Widerspruch zu der 
friiheren Annahme. 
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Jede F1/iche Q), ~ 0 liegt also im Reellen ganz im Bereich Qb ->= 0 
oder im Bereich Qb g 0 ; und da Q~ indefinit ist, so gibt es ffir 2 :/: cr 
Punkte  der F1/s die im Innern des Gebiets Qb > 0 oder im Innern 
des Gebiets Qb < 0 liegen. Daraus folgt aber, dab es zu jedem endlichen 
Wef t  yon 2 eine Umgebung yon 2 gibt,  fiir welche dieses zugeh6rige 
Gebiet sich nieht /indert. Nun kann man die ganze 2-Achse mit  solehen 
Umgebungen iiberdecken, und es wiirde folgen, dab alle F1/~chen Qz = 0 
gleich wie Q~ ~ 0 im Bereich Qb > 0 liegen mfiBten. Dies ist  aber  un- 
mfglich,  wenn auch Qb indefinit ist. Es muB also wenigstens eine der 
Formen semidefinit sein. 

w 2. Mehrgliedrige Seharen 

Speziell fiir bini~re Formen gil t :  

8 a t z  3 .  I n  einer linearen Schar yon binaren quadratischen Formen, die 
drei linear unabh~ngige Formen enthdlt, gibt es stets auch de/inite und semi- 
de/inite Formen. 

Dies folgt daraus,  dab sich mi t  drei linear unabh~ngigen jede beliebige 
solehe Form linear darstellen ls 

Bei mehrgliedrigen l inearen Scharen in mehr  als zwei Variabeln 
bet rachten  wir nicht  den allgemeinsten Fall ,  sondern setzen in Satz 4 
voraus, dab die Schar X~Qi  sich in der Form Qa -t- 2:2~Q~ so darstel len 
l~Bt, dab die Gleichungen X ~ Q j  ~ 0 geometrisch alle Gebilde zweiten 
Grades ergeben, die ein festes algebraisches Gebilde G enthal ten.  Die 
Punk te  yon G sind Nullstellen der Formen Q j, und dami t  in der  gesamten 
Sehar eine definite Form enthal ten ist, muB offenbar Qa im Reellen fiir 
diese gemeinsamen Nullstellen dasselbe Vorzeichen besitzen. Es zeigt 
sich (zun~ehst f i i r n  ~ 3, vgl. die Einleitung), daB diese Bedingung dann 
und im wesentlichen nur dann hinreichend ist, wenn das Gebilde G ein 
reelles Freigebilde darstell t .  

Es gelten die Ss 

S a t z  4 .  I n  der linearen Schar von quadratischen Formen Qa ~ 2:2jQj 
(bezw. aQa -~ Z2~Qj) in n ~- 1 Variabeln (n ~ 3) gibt es stets dann positiv 
oder negativ definite Formen (bezw. wenigstens eine semide/inite Form), 
wenn die Gleichungen Z2jQj : 0 die sdmtlichen Gebilde zweiten Grades 
darstellen, die ein /estes reelles Freigebilde G enthalten, und Qa /i~r die reellen 
Punkte von G nut  positive oder nut  negative Werte (oder noch 2) den Weft 
Null) annimmt. 

~) Qa d a r f  f i ir  die  ree l len  P t m k t e  y o n  G n i c h t  n u r  den  W e r t  :Null a n n e h m e n .  
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~ a t z  5.  Wenn die gemelnsamen Punkte der Gebilde zweiten Grades 
Q~ ~ 0 im pro]ektiven L~ (n ~ 3) ein algebraisches Gebilde G ergeben, das im 
Reellen nicht Freigebilde ist, so kann man eine quadratisehe Form Qa linden, 
welche ]fir die reellen Punkte von G nur positive Werte annimmt, jedoch so, 
daft die lineare Schar Qa ~- X 2~Q~ nur inde/inite Formen enthdlt. 

Zum Beweis yon Satz 4 best imme man nach den S~tzen yon w 4 der 
vorangehenden Arbei t  ein Gebilde zweiten Grades Qb z 0, welches G 
enth~lt  und Qa - -  0 im Reellen nicht  trifft  (bezw. nicht  durchsetzt).  Man 
kann  nun Satz 1 (bezw. Satz 2) anwenden, um eine definite (semidefinite) 
Form Qa -~ ~Q~ (bezw. ~Qa ~- flQb) zu finden; diese gehSrt der  Schar an, 
denn Qb l~l~t sich nach der Voraussetzung yon Satz 4 in der Form 272~Qj 
darstellen. (Q~ : Qb ist  nicht konstant ,  da Qa ~ 0 G nieht  enthal ten darf.) 

Satz 5 ist eine direkte Folge yon Satz VI in w 5 der vorangehenden 
Arbeit ,  denn wenn Qa ~ 0 yon dem Gebilde 2:~jQ~ ~- 0, das G enth~lt,  
durchsetzt  wird, so ist die Fo rm Qa -~ X2~Q~. indefinit. 

(Eingegangen den 23. Februar  1937.) 
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