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1. Einleitung 

In [4] hatte ich die Siegelsche Eisensteinreihe (n + m)-ten Grades 

kg.k+m(Z) : Z det(CZ+D) -k 
{c, D} 

yore geraden Gewicht k > n + m + 1 hinsichtlich der Aufspaltung 

(1) 

Z= ( Z1 Z2), z l ~ , ,  z , ~ , ,  (2) 
Z3 Z4. 

untersucht. Dabei bezeichnet SSn die Siegelsche Halbebene n-ten Grades, die 
aus allen komplexen ~ symmetrischen n-reihigen Matrizen mit positiv definitem 
Imagin/irteil besteht; in (1) ist fiber alle nicht assoziierten teilerfremden symme- 
trischen Matrizenpaare {C,D} zu summieren. 

In Verbindung mit einem sch6nen Resultat von Garrett [12] hatten sich in 
[4] unter anderem Aussagen iiber die Darstellbarkeit von Modulformen dutch 
Thetareihen sowie Formeln flit Fourierkoeffizienten von verallgemeinerten Ei- 
sensteinreihen im Sinne von Klingen [17] ergeben. 

In der vorliegenden Arbeit, die als Fortsetzung von [4] anzusehen ist, greife 
ich die Aufspaltung (2) im Spezialfall n=  m (dies war schon in [4] der eigent- 
lich interessante Fall) nochmals auf. 

Es wird zun~ichst ein Differentialoperator @k eingefiihrt, der beziiglich der 
Aufspaltung (2) ein iibersichtliches Transformationsverhalten zeigt: 

Man bettet die symplektische Gruppe Sp(n, IR) verm6ge 

M =  

0 0 1 
beziehungsweise 
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M+.. = a 0 
0 t 

c 0 

auf zwei Weisen in die Gruppe Sp(2n, IR) ein. 
Der Operator ~k erftillt dann ftir alle holomorphen f :  .~2n~C und alle 

M~Sp(n, IR) die Vertauschungsrelationen 

@k(flk M ~) = (~kf)[k + l M ~ (3 a) 

@k(f lkM ~) = (Nkf)[k+ l M +. (3b) 

Dabei wird die iibliche Peterssonsche Schreibweise 

f , k (  C B ) = d e t ( C Z + D ) - k f ( ( A Z + B ) ( C Z + D ) 1 )  

benutzt. 
Dieser Differentialoperator kann auch in anderem Zusammenhang von 

Interesse sein (im Falle n--1 ist ein ~ihnlicher Operator yon Eichler und Zagier 
im Rahmen ihrer Untersuchungen tiber Jacobische Modulformen [8] einge- 
ftihrt worden; die Ausfiihrungen in [8, I, w 3] haben mir in mancher Hinsicht 
als Vorbild gedient). Eine Verallgemeinerung auf eine beliebige Aufspaltung (2) 
mit m=t=n ist m6glich; dabei wird man aber zwangsl~iufig auf vektorwertige 
Funktionen gefiihrt, worauf ich in dieser Arbeit nicht eingehen will. 
Die Untersuchung des Differentialoperators ~k -- insbesondere der Nachweis 
der Transformationseigenschaften (3a), (3b) bilden den mathematischen Kern 
der vorliegenden Arbeit; die Anwendungen, um deretwillen ich diesen Opera- 
tor einfiihre, ergeben sich durch vergleichsweise einfache Rechnungen. 

Der iterierte Operator 

ftihrt fiir v > 0 in Verbindung mit der Restriktion z2 = 0 zu einer Abbildung 

v . ~'l~k _ _ _ + ( ~ k + v t ~ , ~ k + v  
~ k ,  0 �9 ~*'~2n " - ' n  ~ n 

wobei mit 93lk, (bzw. ~k) der Raum der Siegelschen Modulformen (bzw. Spit- 
zenformen) n-ten Grades vom Gewicht k bezeichnet sei. 

Es wird dann gezeigt, dab die Ergebnisse aus [-4] und [-12] auch noch fiir 
~{,0 7J2, sinngem~ig weiterhin giiltig bleiben. Daraus erh~ilt man eine Reihe 
interessanter Anwendungen: 

In Abschnitt 5 werden die yon Cohen [6] und Zagier [--29] ftir n = l  
eingefiihrten Modulformen verallgemeinert. Man erh~itt Modulformen mit ra- 
tionalen Fourierkoeffizienten, deren Peterssonsches Skalarprodukt mit einer 
Spitzenform J durch einen speziellen Wert einer f zugeordneten Dirichletreihe 
ausgedrtickt werden kann. Abschnitt 6 bringt dann Rationalit~itsaussagen fiir 
spezielle Werte der Andrianovschen (Standard-)Zetafunktion einer Hecke-Ei- 
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genform. Solche Aussagen findet man (unter sch/irferen Bedingungen an n und 
k) auch bei Harris [14] und Sturm [25]. Dabei  wird - in Anlehnung an eine 
Idee von Garret t  [12] - entscheidend davon Gebrauch gemacht, dab die 
Siegelsche Eisensteinreihe T2k, selbst rationale Fourierkoeffizienten hat. 

Der Rest der Arbeit ist dem Basisproblem gewidmet. 
Es wird zun~ichst gezeigt, dab man verm6ge der Abbildung ~{, o aus ge- 

wShnlichen Thetareihen 2n-ten Grades Thetareihen n-ten Grades mit harmoni- 
schen Koeffizienten gewinnen kann. Es handelt sich dabei um Reihen des Typs 

O},e(z)= ~ P(S+G) e ~ispur(stGjz). 
GeZ(m,n) 

Dabei ist S die Matrix einer positiv definiten quadratischen Form in m Va- 
riablen, mit S 4 wird wie fiblich die positiv definite Wurzel aus S bezeichnet 
und P ist eine harmonische Form vom Gewicht v. Solche Thetareihen sind fiir 
n =  1 yon Hecke [15] und fiir beliebiges n von Maag  [20] eingefiihrt worden. 
Wir betrachten hier nur Thetareihen 0},p zu geraden unimodularen quadrati- 
schen Formen S (diese existieren nur ffir m - 0 m o d 8 ) .  Bei festem m,n und v 

m gj~y+ v 
spannen alle solchen Thetareihen einen Teilraum B2+v(m )von auf, ffir 

v > 0 handelt es sich um Spitzenformen. 
Wichtige Resultate fiber diese R~iume stammen yon Freitag: Er hat sie 

funktionentheoretisch charakterisiert [9] und gezeigt, dab sie invariant sind 
unter den Heckeoperatoren [10]. Im letzten Abschnitt dieser Arbeit wird - auf 
~ihnlichem Wege wie in [4], wo der Fall v = 0 behandelt wurde - das Haupter-  
gebnis dieser Arbeit bewiesen: Es gilt 

m B.,l(m)= ~ ftir alle Gewichte I > ~ ,  

sofern nur m = 0 m o d 8  und m > 4 n ;  dartiber hinaus kann man unter den 
genannten Bedingungen jede Eigenform aller Heckeoperatoren in einfacher 
Weise explizit als endliche Linearkombinat ion von Thetareihen aus B,,~(m) 
darstellen. S~itze dieses Typs gibt es bisher nur fiir n = 1 [26, 8]. 

Herr  Dr. R. Weissauer (Heidelberg) hat mir freundlicherweise in einem Brief 
mitgeteilt, dab er - auf vSllig anderem Wege - ebenfalls zu einer L6sung des 
Basisproblems gelangt ist. 

Ich danke Herrn Prof. Zagier ftir die Obersendung der Arbeit [8] sowie Herrn Dr. Weissauer, 
der mich auf einen Fehler in der Formel (63) aufmerksam gemacht hat. 

Bezeichnungen. Einige Standardbezeichnungen werden aus [4] iibernommen. 
Satz 7 und die Gleichung (21) aus [4] werden in der Form Satz 1.7 und (I.21) 
zitiert. 

Mit Hol (~ , )  wird die Menge der holomorphen Funktionen auf .~, bezeich- 
net. 
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2. Der Differentialoperator ~k 

2.1. Die n-Multiplikation 

Es wird der ben6tigte formale Apparat der multilinearen Algebra eingeftihrt. 
Genaueres findet man in [11, III ,w 6]. 

Es sei k ein kommutativer Ring mit Eins. Man versehe den freien Mo- 
dul V=k" mit der kanonischen Basis e 1 . . . . .  % Dann bilden die Elemente 
e, = % A.../x eap eine Basis yon AvV, der p-ten iiuBeren Potenz von V (0 <p  < n), 
wenn a={a 1,.. . ,ap} mit a~<.. .<ap alle p-elementigen Teilmengen von 

N = { 1 , . . . , n } d u r c h l i i u f t ( m a n s e h r e i b e d a f i i r k u r z : a ~ ( N ) ) .  

Jeder linearen Abbildung A: A p V ~ A  p V entspricht dann verm6ge 

A e . = 2 A ~ e ~  
x 

eine-r-(:)-reihige Matrix (A~)a,b~({).~ Zwischen der Abbildung A und der zugeh6- 

rigen Matrix wollen wir nicht mehr unterscheiden. Jedem Paar linearer Abbil- 
dungen A : A P V ~ A P V  und B:AqV-*AqV wird eine lineare Abbildung 
A ~ B :  A p+q V--* A p+q V zugeordnet gem~il3 

1 
- -  b )Ab, Bb,,. ( A n B ) ~ -  p + q ,  ~=~'~,"2 e(a',a")e(b', " a, ~,' 
( ) 

b = b ' u b "  \ p / 

! t t  H t!  r! Ftir a'={a' 1 . . . . .  av}, a"={a 1 . . . .  ,aq}  mit a'1<...< @ und al  < . . . < a  q sei dabei 
e(a',a") das Vorzeichen derjenigen Permutation, die benStigt wird, um das 

t !  (p+q)-Tupel (a'l, . . . ,@,a';,  . . . , a q )  in die natiirliche Reihenfolge zu bringen. 
Die Verknfipfung 

n : Endk ( a  p V) • Endk (A q V)-~ Endk (A "+~ V) 

ist bilinear, assoziativ und kommutativ. 
Einer linearen Abbildung A: V--, V ordnet man verm6ge 

(AtPl)~ = IAI~ 

(AdLP~A)~ = e(a, N\a)e(b,  g \ b )  ~ N\b z a  N \ a  

zwei Abbildungen A Epl und Ad~V~A zu, die beide APV in sich fiberfiihren. Mit 
IAIg wird dabei die p-reihige Unterdeterminante 

IA l~ = det ( ( A~ j)i~) 
j E b  

bezeichnet. 
Ffir A: V~V,  B: V-~V, C: AvV-~APV und D: A q v ~ A q V  gelten die Ge- 

setze 

A [vl = A n . . .  ~ A  (4a) 
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(A+B) tp]= ~ (P) A M~B[~] 
~ + f l = p  

A[p+qI( CnD)  =(A [p] C) n(A[ql D) 

(C n D)A ~v+ql = (CA Evl) n (DA tq~) 

(AdtVaA)A[P~= det (A) 1(~) 

85 

(4b) 

(4c) 
(4d) 

(4e) 

2.2. Differentialoperatoren auf ~2n 

Es werden Differentialoperatoren betrachtet, die auf holomorphe Funktionen 
f :  ~2n---,112 bzw. g: SSz,~Endc(APlIY) wirken. Der in [11] entwickelte Kalktil 
wird der Aufspaltung 

z = ( Z l  z2), Z ~ 2 n ,  zl ,z ,~.~n,  z2=z~l12 ("'") (5) 
Z3 Z 4 

angepaBt. Die elementaren Bausteine sind die Operatoren 

0 
Oij=�89 q-(~ij)~zu (l <i , j<2n) ,  

(6 = Kroneckersymbol), die man in der Operatorenmatrix 

02], G =02 

zusammenfaBt. Die Operatoren 0~s erzeugen tiber 112 einen kommutativen Ring 
von Operatoren. Die ~iuBeren Pozenzen 0! pl (1 __<i<4) werden im folgenden eine 
wichtige Rolle spielen; diese werden auf Funktionen f:  .~2.~C und 
g: ~2.-~Ende(AqC") angewandt. Die Anwendung ist gem~il3 

(3!vlJ)~ = [O~l~f 
1 

(0!Plr-ng)~- ~ e(a', a") e(b', b") [Oi[b, a'" 

b=b ' •b ' "  

komponentenweise zu verstehen. 
Als Testfunktionen ftir Operatoridentit~iten werden Funktionen vom Typ 

fr = e s p u r ( r  = e spur  ( t l z l  + 2tSz2 +t4z4) (6) 

von Bedeutung sein. Dabei ist 3; stets eine (i.allg. komplexe) 2n-reihige sym- 

metrische Matrix. die in der Form 3;= " (tl t2) - , 
le aufgespalten wird. t3 t4 ' t3 =t2 in n-reihige Bestandtei- 

Es gilt dann 

O!VlJ'~ = t!vlJ'~ (1 =< i =< 4) (7) 
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und 
8~ ] e spu~ (~) = 2-  p (t') tp] e spur (tz~) (8) 

ffir t ~ II] (~' n). 
Wichtig sind weiterhin die Rir J; g e Hol  (~2J  giiltige Produktregel  

(P) (8!~] f)m(8,~]g) (9) 8!vl(jg) : 
a + f l = p  

sowie die Formel  

mit 

8~ 1 det(z4)~= Cv(s) det(z4)S(z4) - [~] 

C A s ) =  s(s + �89 . . . (s + ~--~- ) . 

(lo) 

(11) 

2.3. Konstruktion des Operators ~k 

In diesem Abschnit t  wird in drei Schritten aus jeweils einfacheren Bestandtei- 
l e n d e r  in der Einleitung genannte  Different ialoperator  @k aufgebaut. 

1. Schritt: Es seien e, fl, p nichtnegative ganze Zahlen mit e + f i + p = n  und 
6(p, ~, fi) der durch 

6 (p,  ct, R~ - zt~l ~[~1 m ll  1 tvJ r~ z t~] 8t~h lAdtp + ~10 ~ 3 [p + ~1~ ( 1 2 )  
/ J } - -  2 4 ~3, n 2 3 )~  1]  2 ] 

gegebene Operator.  
Ftir Funkt ionen  f ~  Hol  (92,) der speziellen Gestalt  

f (Z)  = g(z4, z2) e s p u r ( t z l ) ,  t = t', det (t) + 0 (13) 

wird 6 (p, e, fi) beschrieben durch 

6 (p, c~, fi) f = t t~ + al zt2~ + Pl (8t4~J m 8 ~1 t -  t~l 8t~l) rn 3t~lf. (14) 

Zur  Begriindung hat  man die Identit~it 

Z[Cr ,q [~1 ~ [ 1 [P] ~ ~[fl]  ,q[f lh  ( A A [ P  + #1 t )  ~[~ + #1 2 tJ 4 i I~,x n i i.~ 2 t ~ 3 / k ~ x ~  

nachzuweisen; diese erh~ilt man leicht durch (mehrfache) Anwendung der Re- 
geln (4c), (4d) sowie (4e). 

2. Schritt: Fiir p + q = n  (p, q>O) setze man 

A(p,q)= ~ ( - 1 ) ~ 6 ( p ,  cqfi). 
a+f l=q  

Fiir f ( Z ) = g ( z 4 ,  z2)e spur(t=~), t=t',  det(t)=t=O folgt aus (14) und (4b): 

zi (p, q) f = t m zt~ ](84 - 83 t -  ~ 8Jtq~r-7 & f .  (15) 
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Da die r>Multiplikation kommutativ ist, kann man (15) auch in der (h/iufig 
giinstigeren) Form 

A (p, q ) f  = 8~lr-q t [ql zE2 ql (04. - 8 a t -  1 ~2)[qlf (16) 

schreiben, wobei das Unterstreichen yon z2 andeute, daB z2 hinsichtlich der 
nachfolgenden durch 8) '1 gegebenen Differentiation als Konstante angesehen 
werden soll. 

Der Operator A(p, q) besitzt eine zus/itzliche Symmetrieeigenschaft beziig- 
lich [(71)] 

Z~-+V(Z) :=Z  0 = z2 zl " 

Es gilt n~imlich fiir alle f E  Hol (92,) 

A (p, q)(flV) = (A (p, q)f)] V. (17) 

Nach einer bekannten SchluBweise [11, III, w gentigt es, (17) ftir Testfunktio- 
nen vom Typ J~ nachzuweisen. Man daft auch zus~itzlich annehmen, dab 
tl,  t2, t4 s~imtlich von Maximalrang sind, insbesondere darf man A(p, q) in der 
Gestalt (15) benutzen. Die Behauptung (17) folgt dann aus der IdentitM 

t~J z~J (q  - t2 t ;  ~ t371 ~ t~'l 
, [q] . [q] / f  ~- ,--1 t2)[q]l--qt[f]. ( 1 8 )  

= ~i ~3 t ~ 4 - -  ~3 ~1 

Zum Naehweis yon (18) hat man zus~itzlich zu den Regeln (4c), (4d) noeh die 
Gleichung 

AIvlr-qBLqI=A'LPlrTB 'Lq~, A , B ~ C  (''"), p + q = n  

zu berticksichtigen. 
Wir ben6tigen Informationen fiber das Verhalten des Operators A(p, q) 

beztiglich der Abbildung 

( z l - z 2 z ~ z 3  z2z21) 
Zv - - ' I i (Z )=  \ z21z3 - z 2  ' 

wobei 

/=(~ 
Im nachfolgenden Abschnitt 2.4 wird gezeigt: 

Proposition 1. Es sei f =  f~ eine Testfunktion (6) mit det ( t l )+ 0. Dann gilt 

A(p ,q)( f lk I+)=(-1)  n ~, ~ (--1) ~ ( ~ ) C a ( - k  
n - F  8 \  

(19) 
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Ftir k kann hier nach Wahl eines Zweiges von logdet(z4) jede beliebige 
komplexe Zahl zugelassen werden. 

3. Schritt: Mit zun~ichst noch unbest immten Koeffizienten 2k(q) bilde man den 
Operator 

~k = ~ 2k(q) A (p, q). (20) 
p+q=n 

Aus (19) erhNt man nach der Aufspaltung 

( t lzz-t2)tp]= 2 (--1)~(~)(tlZz) E'lrq@ 
y+O=p 

und einer einfachen Umformung ftir unsere Testfunktion fz ,  det (t t)=# 0: 

~k(J'~lkI*)= 2 2 2 (--1)~+~+~+"2k(q) Ca - k +  2 ~  ) 
p+q=n ?+5=p  ~+fl=q 

�9 (tl Zz)~+"~(l~+7~rqz2 E~l(t~ - t~ 1 [tz])f~)rq t[z~ 1 I+. 
(21) 

Man setze t = e + 7 und 

ak(t, fl,(~,=~+y=t ~" (--l)~+~+~+'2k(e+fl)(~Z:fl)(Y+Y (~) C~ ( " n+fl\-I~+~-)" 

Dann geht (21) tiber in 

~(j~l~Jr+)= F, ag(t, fl, b)(tl z2) [t+/~l 
t+fl+~=n 

�9 (lr.tt r-q zg [ ~ l ( t  4 - -  t i- 1 [t2])~l) r-n t~olf~lk + i I ~. (22) 

Andererseits gilt 

(~kJ~)lk+ 1 I* = 2 ~k(q)(tl Z2Z~ 1)[q]( t4 - -  tl- 1 Ft2])[q] [--1 tEf~f=lk+ ~ I+. (23) 
p+q=n 

Die angestrebte Gleichheit 

~k(J~:[k t +) =(@kf~)ik+ ~ I + (24) 

ist gew~ihrleistet, falls die Koeffizienten 2k(q) ftir t + /3+  6 = n die Gleichungen 

ak(t, fl, 6)=0  (1 <t<n)  (25) 

ak(O, fl, 6) = ~,k(fl) (26) 

erfiillen; die letzteren sind nach Definition von ak(0, fl, 6) automatisch erfiillt. 
Im Spezialfall fl = 0 besagen die Gleichungen (25), dab 

\ y ! 

n n + l  2 n - 1  
Falls man voraussetzt, dab k von ~ , ~ ,  . . . , ~  verschieden ist, so gilt 
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C~ ( - k  + 2) +O fiJr O<~<n, und man erhftlt 

,l~(~)= (2) &(0) 
(ONe<n). (28) 

Die Gleichungen (25) sind dann auch bei beliebigem fi erftillt: Wegen 

und 

a+fi \ 7 / t!fi!cS! mit t = a + 7  

folgt n~imlich fiir t => 1: 

ak(t, fi, a)=(--  1) ~+a+" - -  
n! 

Setzt man noch 

d~(x)= H C,(x), 
O<=p<=n 

p:gq 

so erh~ilt man mit der Normierung 

17 

Satz 2. Der Operator 

p+q=n 

( )  = y, (-1)~ '~ c,+e - k + 5  
~+~+p=, a+f i  
"'"'r[=l"~[e]~2 v 4  I-'] ((l~pl~z[2t~lO[fll)(Ad[p+PI31)c~+~]) 

geniigt den Vertauschungsrelationen 

-~k(f[ V) = (~kf) lV 

~k(flk M*) = (gkf)lk+ ~ M* 

@k(flk M t) = (~kf)lk + 1 M t 

.[fir alle f~Hol (~2 , ) ,  M~Sp(n,  IR) und V= 0 

0 

(29a) 

(29b) 

(29c) 

eSp(2n, lR). Fiir k 
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ist dabei eine beliebige komplexe Zahl zugelassen, wenn man Jfir jedes M 

= ( ;  ~) aus Sp(n, IR) einen Jesten Zweig von logdet(cz4 +d) zugrunde Iegt. 

Beweis. Die Formel (29a) gilt nach (17) bereits ftir A(p, q). Wegen (24) gilt (29b) 

-;) jedenfalls fiir M = I =  , alle Testfunktionen f~ mit de t ( t l )+0  und alle 

n 2 n - 1  
ks~;,  die yon ~ , . . . , ~  verschieden sind; daraus ergibt sich die Giiltigkeit 

yon (29b) im Falle M = I  fiir alle ke(12 und alle f~Hol(S32,). Fiir j(M, z4) k 
= e  kl~ gilt die tibliche Kozykeleigenschaft i.allg, nicht mehr. Man hat 

n u r  

j (MN, zr k = j(M, N (z,~>)kj(N, z4) k Ilk(M, N) (30) 

zur Verftigung, wobei #k(M,N)+O eine komplexe Zahl vom Betrag 1 ist, 
welche nur yon k modulo g abh~ingt: #k(M,N)=I4+~(M,N). Daher geniigt es, 
(29b) fiir Erzeugende der symplektischen Gruppe Sp(n, lR) nachzuweisen. Fiir 
die Translationen 

(~ S)  S=S' reell 
in ' 

gilt (29b) trivialerweise. Da die Translationen zusammen mit I ganz Sp(n, lR) 
erzeugen, folgt (29b). 

Verm/Sge V sind die Untergruppen Sp (n, IR)* und Sp (n, IR) ~ von Sp (2n, IR) 
zueinander konjugiert, so dab (29c) aus (29a) und (29b) folgt. 

Bemerkung. Ftir n=  1 erNilt man einen Operator, der in etwas anderer Form 
von Eichler und Zagier [-8] eingefiihrt worden ist: 

~k=(--k q-1)~2 q- Z2((~l ~4--(~2~2). 

Fiir v E N fiihren wir den iterierten Operator 

und dessen Komposition mit der Restriktion z 2 = 0 ein: 

~,,o" Hol (H2.)-~Hol (H. x H.) 

wobei (~ ,o f ) ( z* , z4 )=(~[ f ) ( ;  1 zO,) . 

Diese Operatoren fiihren natiirlich Modulformen in Modulformen tiber: 

Satz 3. Der Operator ~ ,  o vermittelt fiir v > 0 eine lineare Abbildung 

�9 ~ 2  _+(~ .  | 
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Die Symmetrieeigenschaft des Brides folgt aus (29a). Nur die Aussage, dab 
man Spitzenformen erh~ilt, bedarf einer Begrtindung. Dazu braucht man nut zu 
fiberlegen, dab 

A (p, q) eSpU~l~z) = 0, (31) 

falls die letzte Zeile der symmetrischen Matrix 3; gleich Null ist. 
Zum Beweis von (31) daft man o.B.d.A, annehmen, dab tl Maximalrang 

hat, also A(p,q) in der Gestalt (15) vorliegt. Die Behauptung folgt dann aus 
dem elementaren Sachverhalt, dab 

A~PI~BfqI= 0 (p+q=n) ,  

falls A und B n-reihige Matrizen sind, deren letzte Spalte jeweils die Nullspalte 
ist. 

Bemerkungen: 
1) Es sollte darauf hingewiesen werden, dab Satz 3 vielerlei Varianten zul~iBt 
(ftir Jacobische Modulformen, fiir andere Untergruppen yon Sp(n, IR), ...). 

2) Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln kann man auch Differentialoperato- 
ren einfiihren, die einer allgemeineren Aufspaltung 

z = ( Z l  z2), Z ~ , ,  z ~ r ,  z4~.~s, r + s = n  
Z3 Z4 

angepal3t sind. Solche Operatoren fiihren dann skalarwertige Funktionen (bzw. 
Modulformen) in vektorwertige Funktionen (bzw. Modulformen) fiber. 

3) Den ,,Hauptterm" von ~k hat man in 

J (n, 0) = ~ (n, 0, 0) = a~ 1 

zu sehen, die fibrigen A(p, q) haben den Charakter von Korrekturtermen. 
Daher ist es in den Anwendungen meist giinstiger, den Operator @k anders zu 
normieren: 

G , =  Y~ G - k + 5  ~(p,q). (32) 
p+q=n 

Analog bilde man ~[, ~[, o; dabei hat man aber die Gewichte 

n - 2 v + 2  n - 2 v + 3  2 n - 1  k -  
2 ' 2 ' " "  2 

auszuschliel3en. 

2.4. Beweis der Proposition I 

Lemma 4. Es sei T= T' n-reihig mit det (T)+ 0. Dann gilt fiir r >= 1: 

n 

(04 + c~3 T-  102)~rj det (z4) -~- e spur(T[z2]z~ i )  = O. 
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Beweis. Man darf o.B.d.A, annehmen, dab T reell und positivist (insbesondere 
existiert dann T~), auBerdem kann man die komplexe Variable Z durch eine 
reelle Variable 

y = y , = ( Y l  Y2) >0, Y'~=Y2 
Y3 Y4 

ersetzen. Nach dem Vorbild [11, III,w 6] benutze man die Integralformel 
n n 2 

det(y4) 2=~z 2 ~e-Spur(y4Lel)dp, 

wobei tiber den Raum der n-reihigen reellen Matrizen zu integrieren ist. Die 
Variablensubstitution 

P~--~ P + Y21 Y'2 T ~ 
fiihrt zu 

n tl 2 

det (y~)- 2- eSpur(rt~Jyz 1)= - ~- fe_Spur(y4tej + 2er6y2) dP. (33) 

Aus den Formeln 

(04+03T l a2)Erl= ~ (~)0~lr~(~3T-102) t~l 
a + f l = r  

0 [el e -  Spur (y4[P]) = ( _ p pt)[~e] e -  Spur (Y4[P]) 

(03 r 102)[t~l e-Spur(2eT�89  .= (pp,)[/~l e-Spur(2PT{Y2)  

O = ( P P ' - P P ' )  t~l= ~, (;)(-PP')t~In(PP')E~I 
~ + / ~ = r  

und der Gleichung (33) folgt die Behauptung. 

Lemma 5. Es sei T = T' eine n-reihige Matrix, Z ~ ~ .  Dann gilt 

OtqJdet(Z)-ke sp~r(Tz ~)=(--1)qdet(Z)-k +~=~ (~)C~ ( k - ~ )  

�9 Z -  m (Zt~J c~ T t~J) Z -  ~q~ e sp"~(Tz - ~). 

Beweis. Das Verhalten der Operatoren Otq~ unter der Substitution Zw-,Z-1 ist 
bekannt [11, S. 214]. Speziell gilt 

0 tql det (Z)-~ e spur(Tz- i) 

q- -1  

=( _ l ) ~de t ( Z )  2 Z-tql(c?Eq~h)(Z-~)Z-tq~, 

wobei h(Z) = det (Z) k - ~ L  e spur(Tz). 
Die Behauptung folgt jetzt aus (10) und der Produktformel (9). 
Zum Beweis yon Proposition 1 ist 

f~lki + =det(z4)-k eSpu~(t~(~l z2~z lzs)+ 2t~zzzYl  t4zy ~) 

zu untersuchen. Es ist zweckmiil3ig, diese Funktion aufzuspalten gem~il3 
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f~lk I ~ = g(Z2, Z4) h(z4) e spur(tlz~) 
mit 

n 
g(z2, z~) = det (z4) -~- e spur (- tl [z2-ti- lt2]z~ 1) 

k n 
h(z4) = det (z4)- +~ e sp~(('; ~t,~]-~,)~z ~) 

Mit dieser Aufspaltung gilt 

Lemma 6. 

(9~- 93 tF ~ 02)tq](gh) = Y, 
a+/~=q 

(q) ((94-- 93 ti- 192)Mg)r-l(a~lh ). 

Beweis. Nach (4 b) und der Produktregel (9) gilt 

(94 - -  93 t l  192)[ql(g h) 

= 2 ~, ba (-93t11~a)Ialvq((9~dg)l--l(9~2]h))" 
a+b=q blq-b2=b 

93 

(34) 

(35) 

(36) 

folgt dutch nochmalige Anwendung yon (5b) die Behauptung. 
Zur Bestimmung yon A(p, q)fz daft man A(p, q) in der Gestalt (16) benut- 

zen. Der Beitrag, der yon (94-93ti-*gz) tq] geliefert wird, ist in Lemma 6 be- 
schrieben. Nach Lemma 4 liefert dabei nur c~ = 0 einen Beitrag zu (35), der Wert 
yon 9~]h kann Lemma 5 entnommen werden. Man erh/ilt also 

--k " ( n q 1) 
(9*-93t-*O2)tqlJZlkI+=(--1)qdet(z4) +2 E C~ k 2 

~+~=q 2 

�9 z 2  t~J(ztglvl(t ~ ~ [t23 - t4) t~l) z 2  t~l eSp~(~x~ <z>). (37) 

Andererseits zeigt man leicht, dab 

9~lg(z2, z4) = ( -  1)P(tl z2 -  t2)~'lz2[Plg(z2, z4). (38) 

Die Behauptung der Proposition 1 folgt nun aus (37) und (38), wenn man die 
Regeln (4c) und (4d) sowie 

beachtet. 

2 2 = ( - 1 ) ~ C ,  - k +  + , e+fl=q 

Wegen 

(qa) (bbl)= (aq+bl)(a+bl)  

Da die Funktion h nicht von Z 2 abh~ingt, darf man in (36) anders herum 
klammern: 

(qa) ( b )  ( ( -93tF1 c~2)[a]cqg~l]g)~(9~2]h)" 2 2 bl 
a+b=q bl+b2=b 
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3. Die Fourier-Jacobi-Entwicklung yon ~k ~ .  

Die Eisensteinreihen n-ten Grades werden ftir gerades Gewicht k>n+ 1 gege- 
ben durch 

7J2(z) = ~ j(M,z) -k= ~ det(cz +d) -k. (39) 
M~F(~\F(~)  (c, d) 

Dabei bezeichnet F (n) die Siegelsche Modulgruppe Sp (n, 7/), 

und (c, d) durchl~iuft alle nicht assoziierten teilerfremden symmetrischen Matri- 
zenpaare. Die Fourierentwicklung von 7J, k schreiben wir in der Form 

7J.k(z)= ~ a~(t)e a=isp"~('~), (40) 
t>O  

wobei t=t' alle positiv semidefiniten halbganzen n-reihigen Matrizen durch- 
l~iuft. 

Neben diesen Eisensteinreihen werden noch Poincar6reihen yore Exponen- 
tialtyp ben6tigt. Diese sind fiir z e g , ,  k>  2n, k-n gerade und positiv definites 
halbganzes t (") gegeben durch 

k Z gn( , t )= ~ j(M, z) -k e 2=isp"r(tM<~>). 
M e A n \ F ( n )  

Mit A, wird dabei die Untergruppe der Translationen bezeichnet: 

Fiir alle Spitzenformen f e  ~k mit Fourierentwicklung 

f ( z ) =  ~ b(t,f)e 2~ispur(tz) 
t>O  

gilt 
n + l  
- - - - k  

(J ;  g~(*, t)) =A~b(t,f)det(t) 2 , 

wobei Ak, die numerische Konstante 

n(n-- 1) n(n+ l )  
k 4 (4=) 2 A n ~ "l" c 

(41) 

ist, und ( , )  das Peterssonsche Skalarprodukt bezeichnet, das ffir zwei Modul- 
formen f, g ~ ~ mit f .  g ~ ~ k  gegeben wird durch 

( f , g ) =  5 f 'gde t (y )k-" - ldxdy .  

Es soll jetzt gezeigt werden, dab die S~tze 1.7 und 1.12 hinsichtlich der Aufspal- 
tung (5) auch fiir ~ 7~, gelten: 
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Satz 7. Es sei k gerade, k> 2n und Z6O2, .  Dann gilt ffir alle v6N:  

t>O wlEZ~," ) /GL(n ,  TZ) wseZ (~,~) MaF~) \F(n)  

( wl] primitiv w31 

�9 det (2giwl tw'3)~ak,(t)j(M, z4) -k-~ e2~is""~(m+ <z> [(ZI)]). (42) 

Dabei bezeichnet 7Z(,",") die n-reihigen ganzen Matrizen vom Maximalrang n. In 
~b] ~) werden all die Glieder der Fourier-Jacobi-Entwicklung yon ~{ ~u~, beziig- 
]ich z~ zusammengefaBt, die zu Exponentenmatrizen t vom Rang <n  geh6ren. 
Aus (3t) folgt, da13 ~b] ~) fiJr v> 0 identisch verschwindet. 

Fiir v=0  handeit es sich bei (42) um einen Spezialfall yon Satz L7. Durch 
Anwendung des Operators J{  erh~ilt mail daraus (42) auch for v>0:  Man 
benutze die Vertauschungsrelation (29b) und die einfache Formel 

j {  (e 2 ~iSpur (t Z E(wW~)])) = det (2 x i wl t w'3) ~ e 2 ~i Sp,~ (,z [(~)]). (43) 

Wie in [4] erh/~lt man daraus mit einem einfachen Umordnungsargument: 

Satz 8. (Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Satz 7) 

(;, (z 0, z~ 
+2 Z ~ (2~i)"~a~(t) ez~ispu~(t~'~t~ 

t > 0 wt eZ~ ~, n)/GL(n, Z) 

~, det (wl tw'3)~gk,+~(z4, t [w~]). (44) 
w3 e GL(n, 7Z)\Tl~tn, n) 

(7~)P rimltiv 

Dabei wurden in q9~2 ~) diejenigen Summanden aus (42) zusammengefaBt, die zu 
Matrizen w3 mit Rang(w3)< n geh6ren. Es gilt 

$ ~ = r  ftir v>0. 

Da wir ~{ ~ ,  durch einen Differentiationsprozel3 aus 7tzk. gewonnen haben, 
treten gegeniiber dem Fall v=0  keine neuen Konvergenzprobleme auf (vgl. 
[43). 

4. Die Hauptformel yon Garrett fiir ~X 7~2~. 

Es sei D eine n-reihige Elementarteilermatrix 

Einer solchen Matrix ordne man den Heckeoperator T(D) zu, der fiir f e  g)l~ 
gegeben wird durch 

f~--' f[T(D)'.=det(D) -k ~ f[kR. (45) 
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Fiir die allgemeine Theorie der Heckeoperatoren sei auf die Literatur verwie- 
sen [1, 11]. 

Fiir f ~ k ,  y e n  bilden wit (Konvergenz vorausgesetzt) die unendliche 
Reihe 

f LS(, ~) = ~ det (D)Vf[ T(D), (46) 
D 

wobei D alle Elementarteilermatrizen durchl~iuft. 
Falls (46) ftir alle f ~  Sk konvergiert, ist S(, *~ ein beztiglich ( , )  Hermitescher 

Operator auf ~k, insbesondere besitzt dann ~k eine Orthogonalbasis, die aus 
lauter Eigenfunktionen yon S~ *~ besteht. 

Mit der numerischen Konstanten 

k -n(n+a- - -k)+  likn 7Z /Zn= 2 2 2 2 

gilt nun 

Satz 9. (Garrettsche Hauptformel) 
Es sei k gerade, k > 2 n  und yeN ,  f l ,  ...,fd eine Orthogonalbasis yon ~k+~, die 
aus Eigenfunktionen yon S(~ ~) besteht: 

A I s~ ~ =,~(A, v) A. 

Dann gilt fiir die Aufspaltung (5): 

~-1 d J ) ( z l ) f j ( -  ~4) 
+#~+" 1-[ C , ( - k - i )  ~ 2(f~, v) (47) 

.::o j : 1  <fJ , fJ> 

Dabei ist F(z~, z, 0 eine Funktion aus (~k)l | (~k)l, ~ = Kroneckersymbol. 

Beweis. Ftir v=0  handelt es sich um die ,,Main Formula" yon Garrett (I-12]) 
fiir unsere Standardaufspaltung (5). In [12] wird auch die Funktion F(Zl, z4) 
explizit beschrieben, sie ist hier aber nicht weiter yon Interesse. 

Ausgangspunkt in Garretts Beweis yon (47) im Fal lev =0  ist eine geschick- 
te Aufspaltung der Summation 

~2k,(Z) = ~ j(R, Z) -k. 
R~F~n)\F(2n) 

Er zeigt n~imlich, dab man diese in der Form 

~P~,(Z) = ~ ~ j (G~ H, Z) -k (48) 
M H 

schreiben kann. 
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Dabei durchl~iuft 

a) M alle r-reihigen Elementarteilermatrizen 

M = (  m~'.. ) ,  mi[mi+~, ffir 0_<r_<n, 
mr 

b) H e i n e  (yon M abh~ingige) Teilmenge von F (')T �9 F (n);. 
Wegen der (noch zu beweisenden) Formel 

v--1 
NJ(G~H,Z) -k= I~ Cn(-k- i )  det(M)U(G~H,Z) -k-v (49) 

i=0  

ist Garretts Beweis wortw6rtlich auch ffir v > 0  richtig (mit k + v  statt k und 
einem zus~itzlichen Faktor det(M)V), diejenigen M mit R a n g ( M ) < n  liefern 
keinen Beitrag mehr. Ein Beitrag von Nichtspitzenformen tritt fiir v > 0  in (47) 
nicht mehr auf; dieser riihrte fiir v = 0  n~imlich genau von den M mit 
Rang (M) < n her. 

Zur Begrtindung yon (49) ist anzumerken: 
Wegen (29b), (29c) darf man H =  14, annehmen. Es geniigt daher, folgendes 

zu zeigen: 

12, 0 )  

gilt: Lemma 10. Fiir MelR (~'~) und G~= 0 M 12 n 

M' 0 

~kj(GM, Z)- k = Cn( -- k) det (M)j(G~, Z)-k-  1. (50) 

Da (50) analytisch in M i s t ,  kann man sich auf regul~ire M beschriinken; for 
diese gilt insbesondere 

Fiir die Hilfsfunktion hk(Z)'. = det (zl + z2 + z~ + z4)- k zeigt man durch direktes 
Nachrechnen 

0 1 f =  det (M)kj(GM, Z) -k. (51) 

Wieder wegen (29b) braucht nur noch ~khk bestimmt zu werden. 

Bemerkung. a) Es sei f eine auf ~2n holomorphe Funktion, die nut von zl +z2 
+ z~ +z4 abh~ingt. Dann gilt 

A(p, q ) f = 0  ffir q > 0 .  

b) 8~2hJdet(z2+z'2)~=Ch(~)det(z2+z'z)~(z2+z'2) -rhl (~02, O<h<=n). 
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Der (elementare) Beweis sei dem Leser tiberlassen. Aus der Bemerkung 
folgt 

~khk = C.(-- k) hk+ 1, 

in Verbindung mit (51) ergibt sich die Behauptung des Lemmas. 
Die Garrettsche Hauptformel besagt, dab die Funktion ~{ o ~2k. als Kern- 

funktion der Abbildung S(. ~) beziiglich ( , )  interpretiert werden kann, genauer 
gilt flit alle f e  ~ + ~  

wobei noch 
v - 1  

~ k + v  k + v  [I c .(-k- i)  
i = O  

gesetzt wurde. 
Die Fourierentwicklungen 

f(z) = Y" b(t, f )  e 2nispur(tz) 

t > O  

~ k + v  (v) e 2 n i S p u r ( t z )  (,u.,~ S. f ) (z)= ~ dv(t,f) 
t > O  

stehen wegen (44) und (41) in einem einfachen Zusammenhang: 
Ffir alle halbganzen T (") > 0 gilt 

d~(T)=2A~+V(27zi) "~ Z ~, 
t > 0 Wl e ~  n' n)/Gl(n, 

ak.(t) E 
w3 E GI (n, ~) \Z~ ' ,  n) 

(wz] pr imit iv  
W3I 

n + l  
- - - k - v  

�9 det(wa iw'3)Vb(t[w'3],f) det(t[w~]) 2 , (53) 

wobei tund  wl der zus~itzlichen Bedingung t[w'~J-= T unterliegen. 
Auf dem schon in [4] eingeschlagenen Weg wollen wir die Eigenwerte 

2(/; v) genauer beschreiben und insbesondere zeigen, dab diese stets vma Null 
verschieden sind. Dazu ben6tigen wir die folgenden einer Spitzenform f(z) 
= ~ b(t,J')e~isPur(t"~e~t, und einer Exponentenmatrix T > 0  zugeordneten 

t > 0  

Dirichletreihen: 

D(s,f, T):= ~ b(T[w'])det(w) -s-l+1 (Re(s)>n+l)  
w ~Sl (n ,  Z ) \ Z ~ ,  ") 

L(s, f,  T)k: = 2 2 a~(t) 2 
t > O w l  e7/~, n) /Sl(n~ Lr) w3 ~ SI(n, 7~kZQ3, n) 

Wl r i m i t i v  
t[wl]= T ( w 3 ) P  

Diese Dirichletreihen konvergieren in den angegebenen Bereichen absolut, 
2g(2 '") bezeichnet die Menge der ganzen n-reihigen Matrizen mit positiver De- 
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terminante, k ist eine gerade Zahl, k> n+ 1. Ist f ~  ~ insbesondere eine Eigen- 
funktion aller Heckeoperatoren, so stehen beide Dirichletreihen in einer einfa- 
chen Beziehung zu der Standardzetafunktion Dz(S)=((s)D~(s) von Andrianov 
[1]; diese ist durch ein Eulerprodukt definiert: 

& (s) = 1~ (1 - ~_1  _ ,,p p-S)(1 cq, pp -s) , 
p i = 1  

wobei die cq, p die p-Parameter von f sind (vgl. [1]). 

Satz l l .  Es sei f (z )=  ~ b(t , f )e2~ispumz~e~ eine Eigenfunktion aller Hecke- 
t > 0  

operatoren, k gerade mit k > n + l  und T eine f-Kernform (d.h. b(T,f)4=O und 
b(T[w-1] ,  f ) =  0 fiir alIe w e ~(," ") mit Idet (w)] > 1). Dann gilt (jeweils im Bereich 
absoluter Konvergenz): 

a) D(s,f, r ) = b ( r , f ) B " ( s ,  r)OT(s),  (54a) 

b) L(s, f ,  T)~=a~(T) F, b ( r [ w ' J , f ) d e t ( r [ w ' ] )  -~ (54b) 
w ESl (n ,  KO\ZQ ~, m 

= g ? , ( T ) d e t ( T ) - ~ b ( T , f ) B " ( 2 s - l + l ) D ~ ( 2 s - l + l ) .  (54c) 

Beweis. Die Aussage a) ist ein schwieriges Resultat von Andrianov [-1], B"(s, T) 
ist dabei eine yon f unabh~ingige Dirichletreihe mit Eulerprodukt, die in 
Satz 1.15 genauer beschrieben ist. 

Die Aussage b) ist eine Umformulierung der in (L23), ..., 0.28) durchgefiihr- 
ten Rechnungen. Der modifizierte Fourierkoeffizient ~(T) ist in (I.33) explizit 
angegeben. 

Ist nun f ~  ~ ,  Eigenfunktion aller Heckeoperatoren, k= l - v  > 2n und gera- 
de, dann gilt nach Definition 

d~(t, f )  =/~z,~ 2(f, v) b(t, f )  (55) 

fiir alle halbganzen t>0.  Fiir f-Kernformen T > 0  gilt andererseits nach (53) 
und (54c) 

_ l .,~ ~ ( n + l v  ) 
d ~ ( T , f ) - 2 A , ( 2 m )  det(T)TL l 2 ~,f,  T k 

n + l  
l " nv  ~k  =2A.(2m) a.(T) det(T) 2 g b ( T , f ) B . ( k _ n ,  T ) D ~ ( l - n - v ) ,  (56) 

insbesondere gilt 

d~(T,f)+-O. 

In [-4] hatte ich die Vermutung aufgestellt, dab die Gr6Be 

n + l  
- - - - k  

fl*(n, k)=ak,(T)det(T) 2 B " ( k -n ,  T) 

yon T unabh~ingig sei; das ist in der Tat richtig, wie ich in [-5] zeigen konnte, 
es gilt n~imlich 

nk [ n--  1 ~ n--  1 7 ~ k -  i /2 n 

fi* (n, k) = ( - 1)T 2" [k- ~--] I-[ ((k - n) ((k) - z 1~ ~= o F(k - i/2) ( ( 2 k -  2j)- 
j = l  
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Die genaue Gestalt des Eigenwerts )~(f, v) ergibt sich nun durch Vergleich von 
(55) und (56). Zusammenfassend erhglt man 

Satz 12. Es seien lund v natiirliche Zahlen mit l - v  gerade und 1 - v  > 2n. Dann 
vermittelt der Operator S(, ~) einen Automorphismus yon ~ .  Ist f ~ ~ eine Eigen- 
funktion aller Heckeoperatoren, so wird der Eigenwert 2(f, v) gegeben durch 

,~(f~ V)=(~-~ln,v) 12AZ,(2~i)"* fl*(n, 1 - v ) D ~ ( l - n -  v), (57) 

insbesondere ist dieser Eigenwert stets yon Null verschieden. 

5. Die Modulformen yon Cohen-Zagier 

Wir definieren ein Polynom Q~ (und entsprechend (~) in n(2n+ 1) komplexen 
Variablen ti, ~ (1 ~ i _< j =< 2 n) verm6ge 

(~f~) (;1 " O ) =QVk(~)eSpur(tlzl +t4z4)" 
Z 4 

Dabei werden die Variablen t~j in einer 2n-reihigen symmetrischen Matrix 
angeordnet. Das Polynom QT, ist homogen vom Grade nv: 

Q~(a ~) = a "~ Q~(7s a E•. 

Daraus folgt 

Bemerkung. Die Abbildung 

(27z i)- ,  ~ ~ ,  o : ~k.,a,2 n _.~/ffl}k + v tG~. ~(jtnk + v ) s y m K . , . , , n  k~l 

ftihrt Modulformen mit rationalen Fourierkoeffizienten in Modulformen mit 
rationalen Fourierkoeffizienten (beztiglich des Variablenpaares (zl, z4)) tiber. 

Fiir halbganze n-reihige Matrizen R, T > 0  definieren wit rationale Zahlen 
c~7,(R, S) dutch die (endliche) Summe 

Dies sind genau die Fourierkoeffizienten yon (2 ~c i) "v ~{, o ~g~,. Wit erhalten 

Satz 13. Es sei l -  v gerade, l -  v > 2 n. Ffir jedes halbganze R > 0 ist 

~e."~(z,R): Z ~Y-~(R, T) e~s"ur(~) 
T > 0  

eine Modulform n-ten Grades yore Gewicht l mit rationalen Fourierkoeffizienten. 
Ffir v> 0 erhfilt man Spitzenformen, ffir alle 

f (z)  = Z b(t, f )  e 2~'sv"r(t~) E ~ t  
t > O  

gilt 

%', (,, R)) =(2~i)  "~&(J; R). (1 ;  ,~ 



Fourier-Jacobi-Entwicklung Siegelscher Eisensteinreihen II 101 

Ffir v > 0 erzeugt (unter obigen Bedingungen) 

{c#, ~(,, R)IR halbganz, R>0} 

den Raum ~ linear. 

Bemerkungen: 
1) Fiir v = 0 war in [4] gezeigt worden, dab 

{cgz, 0(,, R)IR halbganz, R>0} 

sogar ganz 9J~ / erzeugt (l gerade, l>  2 n). 

2) F i i rn  = 1 erh~ilt man die wohlbekannten Funktionen 

Cz, z-1, Cl, z-3, ..., Ct, 3 (l gerade, l>2)  

von Cohen-Zagier ([6, 29]). Bis auf eine Konstante stimmt n~imlich fiir gerade l 
und v, l - v > 2  die Funktion cg~'v(,,r) tiberein mit Ct, l_~_llT(r), wobei r(r) 
den r-ten Heckeoperator bezeichnet. 

3) Auf das hier offengelassene Problem der expliziten Beschreibung des 
Polynoms QT, hoffe ich an anderer Stelle n~ther eingehen zu k6nnen. 

4) An einigen Stellen taucht in der Literatur das Problem auf, Modulfor- 
men yon ungeradem Gewicht mit ganzrationalen Fourierkoeffizienten zu kon- 
struieren ([221, in [3] wird diese Schwierigkeit dadurch umgangen, dab yon 
vornherein nur gerade Gewichte behandelt werden). Ftir gerades n, ungerades l, 
l - 1  > 2 n werden durch die Funktionen 

cgl,'l(z,R):~, ~ det(A)a~-,l( R, A) e2~iSpur(TZ) 
T > 0  As7;'(n,n) 

einfache Beispiele fiir Modulformen ungeraden Gewichts mit rationalen Fou- 
rierkoeffizienten von beschr~inktem Nenner gegeben. Verschwinden alle 
cg~,l(,, R), R > 0  halbganz, identisch, so folgt ~ , =  {0}. Eine weitere M6glich- 
keit, solche Modulformen zu konstruieren, wird durch Thetareihen mit harmo- 
nischen Koeffizienten gegeben (s.u.). 

6. Rationalitiitsaussagen fiir die Standard-Zetafunktion yon Andrianov 

Der Raum ~ ,  besitzt eine Basis mit rationalen Fourierkoeffizienten ([3, 7, 22]; 
ftir den hier interessierenden Fall grol3er Gewichte k6nnte man auch Satz 13 
heranziehen). Daher ist far alle K6rperautomorphismen a v o n  C mit 

f ( z )=  ~ b( t , f ) e  2~isp~('") 
t > O  

auch f~  eine Spitzenform vom Gewicht l, 

f~(z) := ~ b(t, f)~ e 2~isp~(t~). 
t > O  
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Mit p sei die komplexe Konjugation bezeichnet. FOr f e  ~z gilt 

f P ( z ) = f ( - ~ .  

Die Heckeoperatoren vertauschen mit der Operation yon Aut (C): 

(ff)l Z = ( f l  T) ~ (58) 

fiir alle cr E Aut (112) und alle Heckeoperatoren T ([25, w 7]). Mit f ist dann auch 
f* eine Eigenfunktion der Heckeoperatoren. 

Einer Idee Garretts [12] folgend, beweisen wir Rationalit~itsaussagen ftir 
spezielle Werte der Standardzetafunktion Dr(s). Dabei ist yon entscheidender 
Bedeutung, dab (2rt i)-"v~,  o 7s~, als Funktion yon zl und z4 rationale Fourier- 
koeffizienten hat. Zur Abkiirzung setzen wir 

.~* (L v): = (2 ~ i)- "~ ~'., ,, ,~ (L v) 

= 2A'.fi*(n, I - v ) D T ( l - n - v  ). 

Ftir eine Eigenfunktion f ~  ~ ,  aller Heckeoperatoren gilt dann einerseits 

Wir w~ihlen andererseits eine Orthogonalbasis f~,---,J5 yon ~z, die aus Eigen- 
funktionen der Heckealgebra besteht mit )'~ = f. 

Dann gilt nach der Garrettschen Hauptformel: 

( 2 ~ i ) _ . ~ "  0 = y.  x ,(f~,v) .  ~ao ~F(z~,z~) 

= ~ ,~*(f~, v) ~6o ~F(z~, z~) 

d 4 " a p ( ~  "~ ~CpaP( z 

= F, ,Z*Ui, v) ~ J~ t'-~JJz ~ ~i ~-6o ~F(Zl ,  z~) ~ .  

Dabei wurde benutzt, dab (2~z 0 . . . .  @~,0"~ ~P2k, ein Element yon ( ~ |  ist 
mit rationalen Fourierkoeffizienten. Hieraus folgt 

j ,(27~t) ~k 7*3. = ~ 2*(Ji, v) ~ ( f i , f l} .  
i=1  

(~.)  |  Dabei ist zu beachten, daf3 im Falle v=0  mit F auch F ~ in l •  ~• 
gelegen ist (zumindest ftir grol3e Gewichte, vgl. [-13, Theorem 2.5]). 

Vergleich yon (59) und (60) ergibt 

( f . , f o o o }  
2*(f ' ,  v) = 2*(f, v f  

( f , f ) ~  

Man rechnet direkt nach, dab )~*(f, v) von der Gestalt 

(rationale Zahl) �9 re -e(l . . . .  )Dy(l-  n -  v) 
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ist, wobei 
3n (n+ l )  

d(l, n, v ) = 2 n l + l - v - v n  
2 

Wir erhalten 

Satz 14. Es sei 1-v  gerade, 1 -v> 2n, f e ~ eine Eigenfunktion aller Heckeope- 
ratoren. Dann gilt fiir alle ae Aut (C) mit d=d(l, n, v): 

rc_aDf~(I-n-v) [ _ a D f ( l - n - v ) ) , .  
(f,,,f,~p> - k~z (~=~,f~ (6l) 

Bemerkungen: 
1) Nimmt man zus/itzlich an, dab f total reelle algebraische Fourierkoeffi- 

zienten hat, so vereinfacht sich wegen fP~o=f~ die obige Formel, es folgt 
insbesondere, dab dann der Quotient 

rc_a D i ( 1 - n -  v) 
( f , f >  

in dem yon den Fourierkoeffizienten yon f erzeugten algebraischen Zahlk6rper 
liegt. 

Im tibrigen iiberlegt man sich leicht, dal3 in ~ jeder Eigenraum der 
Heckealgebra eine Basis besitzt, deren Elemente total reelle algebraische Fou- 
rierkoeffizienten haben. 

2) )~hnliche S~itze sind ftir gerades n yon Harris [14] und Sturm [25] 
bewiesen worden, ftir n=  1 ebenfalls yon Sturm [24] und Zagier [29]. Fiir 
ungerades n>  1 scheint Satz 14 aber neu zu sein. 

7. Harmonische Formen 

Eine Polynomfunktion P: C(m'~)--+C heigt harmonische Form vom Gewicht 
v e N, falls gilt 

a) P(XA)=det(A)~P(X) fiir alle A e Gl(n, C), X e C  (~''), (62a) 

b) A P = ~  O:~P-o (62b) 
i , j  0 2 X i j  - " 

Bei festen m, n und v bilden diese Funktionen einen endlich dimensionalen C- 
Vektorraum H,(m, n), dessen Dimension man wie folgt berechnen kann: Nach 
[16] ist H~(m, n) Darstellungsraum einer explizit angebbaren irreduziblen Dar- 
stellung der orthogonalen Gruppe O(m,C), daher kann man die gesuchte 
Dimension aus den Dimensionsformeln von Weyl [28] ablesen (man vergleiche 
dazu auch [27, w Eine einfache Folgerung aus [16, 28] ist 

Bemerkung. Es sei m gerade, m=2(n+t), t>0 ;  dann gilt mit einer geeigneten 
Konstanten c 

d i m H  r n'~CV ~n(n+l)+~(gt-~) ftir v>>0. (63) yv ~ i 

(Die Einzelheiten seien dem Leser tiberlassen.) 
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Es sei nun S e i n e  positiv-definite quadratische Form in m Variablen; eine 
Polynomfunktion Q in der Variablen X = X  (m'") heiBe S-harmonisch, falls die 
Funktion X~-+Q(S--~X) im gewShnlichen Sinne harmonisch ist, also (62b) 
erfiillt; es ist dann Q genau dann S-harmonisch, wenn 

Spur (0X 'S-  1 0X) Q =0. 

Daraus folgt, dab ftir a e Aut (C) mit Q auch Q" eine S-harmonische Form vom 
Gewicht v ist, falls S rationale Koeffizienten hat; dabei gehe Q" aus Q dutch 
Anwendung yon a auf die Koeffizienten yon Q hervor. 

Nach einer bekannten SchluBweise (vgl. [23, Lemma 31) folgt daraus: 

Bemerkung. Die quadratische Form S > 0  habe rationale Koeffizienten. Dann 
besitzt der Vektorraum HS(m, n) aller S-harmonischen Formen vom Gewicht v 
eine Basis, die aus Polynomen mit rationalen Koeffizienten besteht. 

Wit ben6tigen noch eine Charakterisierung harmonischer Formen dutch 
die Gaul3transformation. Diese ist far ein Polynom P in der Variablen X 
= X (~'") definiert dutch 

P (X)=  ~ P(U+X)e-~Spur(V'V)dU. 
~.{m,n) 

Nach [-19] gilt: 
Eine Polynomfunktion P auf C (m'"), die (62a) erfiillt, ist genau daMn harmo- 

nisch, wenn P =P .  
Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von 

Satz 15. Fiir jedes feste Xo ~ ~2 ~'~"~ ist die Polynomfunktion 

x ~  PL(X).. = Q;,/d(Xo, x ) ' (Xo ,  x ) )  

eine harmonische Form yore Gewicht v in der Variablen X=X{"'");  aufierdem ist 
P.(*) symmetrisch: 

P:~o(X) = P;(Xo). (64) 

Beweis. Die Eigenschaft (62a) braucht nur fiir A e Gl(n, lR) nachgewiesen wer- 
den; fiir reelles A ist abet (62a)ebenso wie die Symmetrieeigenschaft (64) eine 
unmittelbare Folge der Vertauschungseigenschaften (29a) und (29b) des Opera- 

P~o = P~o gezeigt werden. t o r s  ~ m / 2 .  Es braucht also nur noch (62b) bzw. -~ 
Man betrachte ffir z4e.~,,  We C ("'") die Funktion 

f(z4, W)= ~ P~o(G + W)e =isp"r((G+w)'m+w)z4). 
G E2~( ~, n) 

Man entwickle nun f in eine Fourierreihe beziiglich W 

f(z4, W) = ~, A(G, z4)e 2~ispur(a'w) 
GcZ(m, n) 

und berechne die Fourierkoeffizienten A(G, z4) auf zwei verschiedene Weisen: 
Nach [11, S. 161] gilt fiir z~=iy4: 

m 

A(G, iy)=det(y4)-Ze -~spu~(G'~z') ~ PI:o(UY2 ~) e -nspur(l~[U+iGy~--}lld U. 
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Wegen 
v 

v _! -~ v P}o(UY4 2) =de t  (y4) P~o(U) 

erhglt man nach einer Substitution 

m - F v  

A(G, iy4)=det(y4) 2 e-~Spur(G'oy4-1)/~o(_iGy2~). 

Andererseits betrachte man ftir Z e ~52,, We ~(" ' )  die Funktion 

g(Z, W)= ~ :iSp,,.zt(xo, G+w)']) 
G e ~ (  m ,  ~) 

_ _  . u i  S p u r  (z  I [ X b )  + 2 z ~  X b  W )  0 
-- ~ ~ 2  W, 2 X o z z  ( Z 4 ) ,  

wobei wie iiblich mit 0A, B die Thetakonstante 

OA, B(z4)= 2 e~iSpur(z4[G'++a']+B'(1) 
Ge2gCm, n) 

bezeichnet wird (A, BeC("'")). 
Die Reziprozit/itsformel 

m 

liefert nach kurzer Rechnung 

m 

g(Z, W) = det ~ e ~zispur(rJ'<z>[fx~ 

grin 

=i2 ( ~ e~iSp~r(zt(xo,G)'l+zG'w))]mi+" 
GeZ(m, n) 2 

Anwendung des Operators N~ ergibt ~-,o 

( zo' 5 ~,og(, w) 
= e.iSv.,(~,[x;l) ~. PL(G + W) e "isv"r(z"[ff'+ w'])= ezziSpur(z~tX'ol)f(z,,, W). 

G671(m, n) 

Wegen (29b) ist das aber gleich 

m n m 

i~-det(z,~) -~-~ ~ P~;~o(G) e.iSpu.(zlfXo]-~a-'[c.']+2c.'w), 
GeTZ(m, n) 

es folgt 
m n  m 

A(G, iy4) = i Y det (z4) -~-- ~ e- ~sp~<~4- ~[o']) p~o(G)" 

Dutch Vergleich mit (65) ergibt sich fiir z4 = i- 1.: 

�9 - - v n  v __ v /~o ( - iG)=z  P~:o(G)-P~:o(-iG) fiir alle G ~ E  (m'"). 

105 

(65) 
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Da nun P]o und P]o zwei Polynomfunktionen auf C (m'") sind, die auf dem 
Gitter iZ (m'") fibereinstimmen, folgt 

/~;o = P;o - 

Bemerkung. Ffir den Fall n=  1 werden ~ihnliche S~itze yon Waldspurger [26] 
sowie Eichler-Zagier [-SJ auf eher algebraischem Wege bewiesen; sie benutzen 
n~mlich eine explizite Beschreibung der Polynome P]o(X) durch Gegenbauer- 
Polynome. Die Tatsache, dab man auf diesem Wege harmonische Formen 
erh~ilt, erscheint dort als ein glficklicher Zufall (bzw. als ,,morally certain" [8, 
Theorem 7.2]). 

8. Thetareihen mit harmonischen Koeffizienten 

Ffir eine harmonische Form PsH~(m,n),  eine positiv definite quadratische 
Form S in m Variablen und z ~ SS, bildet man die Thetareihe n-ten Grades 

O~s, p(Z) = ~ P(S -~ G) e ~ispu~(s~Gl~). 
G a 7~ (m ,  n) 

Ist S gerade und unimodular, so erh~ilt man eine Modulform (flit v>0 eine 
m 

Spitzenform) vom Gewicht ~ + v  [11]. Notwendig und hinreichend ftir die 

Existenz eines solchen S ist m - 0  rood 8. 
Der Raum B,,l(m), der yon allen 0~,e (S gerade, unimodular und m-reihig, 

P ~ H~_~_(m, n)) aufgespannt wird, besitzt zwei wichtige Invarianzeigenschaften: 

1) B,,~(m) ist invariant unter allen Heckeoperatoren. 

2) Ftir alle a~ Aut(•) gilt B,,~(m) ~ =B,,l(m). 
Die erste Eigenschaft ist yon Freitag [10] unter Verwendung seiner Resul- 

rate [9] fiber vektorwertige singul~ire Modulformen gezeigt worden. 
Die zweite Invarianzeigenschaft folgt unmittelbar aus der entsprechenden 

Eigenschaft von HS(m, n), dem Raum der S-harmonischen Formen, S=S(")>0  
gerade und unimodular. 

Unter dem Basisproblem versteht man die Frage, unter welchen Bedingun- 

gen an n,m und /de r  Teilraum B,,l(m)mit  dem ganzen Raum ~J~ (ffir / = ~ )  
/ 

\ 

beziehungsweise G~, l > ~  iibereinstimmt. 

Mit dem Basisproblem verbunden ist eine allgemeinere Frage: 
Wegen (58) operieren die Heckeoperatoren auf G~(Q), dem Raum der 

Spitzenformen mit rationalen Fourierkoeffizienten. Mit 3-] sei die natiirliche 
Darstellung der abstrakten ~-Heckealgebra auf G~((1)) bezeichnet. Es ist ein 
wichtiges - leider kaum direkt angreifbares - Problem in der Arithmetik der 
Modulformen, den Raum ~((I)) als ~ l -Modul  zu studieren. Die Frage nach 
der Reduzibilit~it der Darstellung Y~ ist ~iquivalent zur Frage nach der Exis- 
tenz nichttrivialer Teilriiume 9J von G~, die invariant unter den Heckeoperato- 
ren sind und 9,1~ = 9,1 fiir alle ~ Aut(C) erffillen. 
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Der Zusammenhang mit dem Basisproblem ergibt sich aus der (trivialen) 
m 

Bemerkung. Falls :~,~ irreduzibel ist, folgt ffir alle m mit ~-</:  

B,,t(m)---{0 } oder B,,l(m)=~l,. 

Interessant ist in dieser Hinsicht der Fall n - 0  mod 4, m = 2n: 
Aus dem asymptotischen Verhalten (63) der Dimension von H~(2n, n) folgt 

jedenfalls, dab 

B,.z(2n) c l ~=~, fiir l>>0 

gelten mul3, da bekanntlich die Dimension yon ~ asymptotisch mit 1 u, N 
= �89 n(n + 1) anw~ichst. 

Die Frage, wann eine Thetareihe O},e nicht identisch verschwindet, stellt im 
allgemeinen ein schwieriges Problem dar. Fiir m > 2 n  hat Raghavan - einer 
Idee von Maal3 folgend - in [21] gezeigt, dab es Kir eine geeignete natiirliche 
Zahl h=h(S,  n) unter h aufeinander folgenden Gewichten v, v + l ,  ..., v + h - 1  
mindestens ein Gewicht v+j  gibt, ftir das mindestens eine Thetareihe O"s,p, 
P~Hv+d(m,n) nicht verschwindet (Raghavan hat dieses Resultat nur fiir v = l  
formuliert, sein Beweis ist aber fiir al lev giiltig). 

Daraus erhiilt man 

Satz 15. Es sei n - 0 m o d 4 .  Dann gibt es eine natfirliche Zahl h derart, daft es 
fiir l>>O unter den Gewichten I , /+1, ..., I + h - 1  mindestens ein Gewicht l' gibt 
mit 

{0} + B , , r ( 2 n ) a  ~ L  

insbesondere ist fiir diese Gewichte die Darstellung Y]' reduzibel. 

Ftir n = 1 hat J. Buhler durch numerische Rechnungen festgestellt, dab J-~ 
fiir 1 ge rade , /<200  in der Tat irreduzibel ist (vgl. [18, S. 252]). 

Ftir n = 2  jedoch ist J-2 ~ fiir gerades I im allgemeinen reduzibel: 
Die Spezialschar von Maag stellt n~imlich fiir grol3es gerades 1 einen nicht- 

trivialen Teilraum yon ~ dar, der die geforderten Invarianzeigenschaften be- 
sitzt [2]. 

9. Das Basisproblem 

~z,, unter den Nebenbe- Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis yon ,,B,, t (m) = --, 
m 

dingungen m > 4 n, l > - - .  
2 

Wir beginnen nach dem Vorbild von [4] mit dem Siegelschen Hauptsatz: 
Ftir k > 2 n + l ,  2 k = m = 0 m o d 8  gilt 

h(m) 
7Jff,(Z) = 7(m)-1 ~ # Aut (Si)-i o2n ~s~,1 (Z). (65) 

i=1 

Dabei durchl~iuft Si ( l< i<h (m) )  ein voltst~indiges ReprSsentantensystem aller 
Klassen gerader unimodularer quadratischer Formen S = S(")> 0, 
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Aut (S) = { U ~ Gl(m, Z) IS [ U] = S}, 
h(m) 

7(m)= ~ #au t (S i )  -I .  
i = 1  

Wir wenden nun den Operator ~{ auf beide Seiten von (65) an. Dabei ist zu 
beachten: 

(~v02n ' (;1 O )  =(Tri)" k s, ll ~ QI((G,H)'S(G,H))e ~'spur(s[Gl~+s[H]~4) 
G, H ~E( m, n) 

= (zci)" ~, _P~I/2G(S�89 e rciSpur(S[G]zl+S[H]z4) 
G, H ~Z( m, n) 

= ( g i ) n  2 Ons, Ps~/zG (Z4) erciSpur(S[G]zD" 
G~]g(m, n) 

Ftir f e  ~ + ~  ist die Funktion 

eine harmonische Form yon Gewicht v in der Variablen X = X (m' ~), und es gilt 

Es sei nun f e  ~ + ~  eine Eigenfunktion aller Heckeoperatoren. 
Dann gilt einerseits 

(N~ ~" )  0 =~t,,~ 2(f, v)f(z) ,  (66) 

wegen (65) ist dies andererseits gleich 

h(m) 
(zci) "~ 7(m) -1 ~ # Aut (&)- 1 0}i, ~},,i(z). (67) 

Daraus erh~ilt man als vielleicht wichtigstes Ergebnis dieser Arbeit 

m 
Satz 16. Es sei m-=0mod8,  m>4n.  Dann gilt ffir alle 1>-- 

2 

B . , , ( m )  = ~. 

Darfiber hinaus hat man ffir jede Eigenform f G ~ die folgende explizite Darstel- 

lung ( v = l - 2 )  

h(m) 

/~z,, v 2 (f, v) f = (~z i) "~ 3' (m)-i ~, 4~ Aut (&) - -1  0 ~ i ,  ~Si ,  f "  (68) 
i=1 

Bemerkungen. 1) Ftir n=  1 ist ein solcher Satz erstmals von Waldspurger [-26] 
gezeigt worden (man vergleiche auch [8]). Die Darstellung (68) einer Eigen- 
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form tr i t t  in [8] und [26] n icht  explizi t  auf, k a n n  aber  aus den dor t  angegebe-  
nen Resul ta ten  leicht abgele i te t  werden.  

Den  Fa l l  v = 0 ,  n >  1 ha t te  ich schon in [4] bebandel t .  
2) Verzichte t  man  auf  die  expl iz i te  Dar s t e l lung  (68), so kann  m a n  obigen 

Satz - ohne  die  H a u p t f o r m e l  yon G a r r e t t  zu benutzen  - auch wie folgt 
bewiesen:  

N a c h  [10] ist B.,~(m) und dami t  auch  B.,~(m) 1 invar ian t  unter  allen Hecke-  
opera toren .  Eine Eigenform 0 4= f 6  B.,z(rn) -L mtiBte wegen (65) die Gle ichung  

erfiillen ( v = / - 2 )  - i m  Wide r sp ruch  zu (56). 

Erratum zu [4] 

S. 32, Zei le  3: ,,ak-"/2~Rn_r t 4 - T - 1 [ R 2 ] )  ' '  s ta t t  . . . . .  a k-r /2r~.4-T[R2]) ' ' ,  

S. 34, Zeile 1 5 : , 2  flit s ' > 0 "  s tat t  ,1 /2  fiir s ' > 0 " ,  die nachfo lgenden  F o r m e l n  
sind en tsprechend zu korr ig ieren.  

S. 37, Zei le  4: ,,w ~ S1 (n, Z ) \Z~ ' "7"  star t  ,,w ~ GL(n, Z)\~.~"'">". 

S. 41, Zei le  30: ,,det (t [w~]) '~ s ta t t  ,,det (t [w'~])". 

S. 41, Zeile 31 ist zu ersetzen durch :  
, ,wobei t und wl noch  der zus/i tzl ichen Bedingung t[W'l] = T unterl iegen".  

S. 42, Zei le  9: , , r - s = s =  1" s ta t t  , , r - s = s " .  
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