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1. Einleitung

In [4] hatte ich die Siegelsche Eisensteinreihe (n+m)-ten Grades

Phin(Z)= Y det(CZ+D)* W

{C, D}

vom geraden Gewicht k>#n+m+ 1 hinsichtlich der Aufspaltung

7= (Zl ZZ), Z1EDp, Z4EDm 2

Z3 Za

untersucht. Dabei bezeichnet §, die Siegelsche Halbebene n-ten Grades, die
aus allen komplexen symmetrischen n-reihigen Matrizen mit positiv definitem
Imaginirteil besteht; in (1) ist {iber alle nicht assoziierten teilerfremden symme-
trischen Matrizenpaare {C, D} zu summieren.

In Verbindung mit einem schonen Resultat von Garrett [12] hatten sich in
[4] unter anderem Aussagen iiber die Darstellbarkeit von Modulformen durch
Thetareihen sowie Formeln fiir Fourierkoeffizienten von verallgemeinerten Fi-
sensteinreihen im Sinne von Klingen [17] ergeben.

In der vorliegenden Arbeit, die als Fortsetzung von [4] anzusehen ist, greife
ich die Aufspaltung (2) im Spezialfall n=m (dies war schon in [4] der eigent-
lich interessante Fall) nochmals auf.

Es wird zunidchst ein Differentialoperator &, eingefiihrt, der beziiglich der
Aufspaltung (2) ein {ibersichtliches Transformationsverhalten zeigt:

Man bettet die symplektische Gruppe Sp(n, R) vermoge
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auf zwei Weisen in die Gruppe Sp{(2#n, R) ein.
Der Operator 2, erfiillt dann fiir alle holomorphen f: $,,—C und alle
MeSp(n, R) die Vertauschungsrelationen

D f M) =(Dy k1 M (3a)
gk(f’le):(gkf)lk+lMl‘ (3b)

Dabei wird die tibliche Peterssonsche Schreibweise

A B
c D)=det(CZ+D)"‘f((AZ+B)(CZ+D)*1)

7
benutzt.

Dieser Differentialoperator kann auch in anderem Zusammenhang von

Interesse sein (im Falle n=1 ist ein dhnlicher Operator von Eichler und Zagier
im Rahmen ihrer Untersuchungen iiber Jacobische Modulformen [8] einge-
fihrt worden; die Ausfithrungen in [8, I, §3] haben mir in mancher Hinsicht
als Vorbild gedient). Eine Verallgemeinerung auf cine beliebige Aufspaltung (2)
mit ma#n ist moglich; dabei wird man aber zwangsldufig auf vektorwertige
Funktionen gefiihrt, worauf ich in dieser Arbeit nicht eingehen will.
Die Untersuchung des Differentialoperators &, — insbesondere der Nachweis
der Transformationseigenschaften (3a), (3b) — bilden den mathematischen Kern
der vorliegenden Arbeit; die Anwendungen, um deretwillen ich diesen Opera-
tor einfithre, ergeben sich durch vergleichsweise einfache Rechnungen.

Der iterierte Operator

Dii=Disy_1°... ° Dy
fiihrt fiir v>0 in Verbindung mit der Restriktion z, =0 zu einer Abbildung
91:, o- ﬁngn_) 6ﬁ+v ® 6ﬁ+v>

wobei mit M (bzw. S der Raum der Siegelschen Modulformen (bzw. Spit-
zenformen) n-ten Grades vom Gewicht k bezeichnet sei.

Es wird dann gezeigt, da} die Ergebnisse aus [4] und [12] auch noch fiir
Dy o V¥, sinngemiB weiterhin giiltig bleiben. Daraus erhilt man eine Reihe
interessanter Anwendungen:

In Abschnitt 5 werden die von Cohen [6] und Zagier [29] fiir n=1
eingefiihrten Modulformen verallgemeinert. Man erhdlt Modulformen mit ra-
tionalen Fourierkoeffizienten, deren Peterssonsches Skalarprodukt mit einer
Spitzenform f durch einen speziellen Wert einer f zugeordneten Dirichletreihe
ausgedriickt werden kann. Abschnitt 6 bringt dann Rationalitdtsaussagen fiir
spezielle Werte der Andrianovschen (Standard-)Zetafunktion einer Hecke-Ei-
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genform. Solche Aussagen findet man (unter schirferen Bedingungen an n und
k) auch bei Harris [14] und Sturm [25]. Dabei wird — in Anlehnung an eine
Idee von Garrett [12] — entscheidend davon Gebrauch gemacht, daB dic
Siegelsche Eisensteinreihe P¥, selbst rationale Fourierkoeffizienten hat.

Der Rest der Arbeit ist dem Basisproblem gewidmet.

Es wird zunichst gezeigt, daBl man vermdge der Abbildung 2, aus ge-
wohnlichen Thetareihen 2n-ten Grades Thetareihen n-ten Grades mit harmoni-
schen Koeffizienten gewinnen kann. Es handelt sich dabei um Reihen des Typs

g, p(Z) = Z P(S‘i‘ G) e‘rEiSpur(S[G]z)'

GeZim.n)

Dabei ist S die Matrix einer positiv definiten quadratischen Form in m Va-
riablen, mit $* wird wie iiblich die positiv definite Wurzel aus S bezeichnet
und P ist eine harmonische Form vom Gewicht v. Solche Thetareihen sind fiir
n=1 von Hecke [15] und fiir beliebiges n von MaalBl [20] eingefiithrt worden.
Wir betrachten hier nur Thetareiben 9§ » zu geraden unimodularen quadrati-
schen Formen S (diese existieren nur fiir m=0 mod8). Bei festem m,n und v

m
. . . —+v i
spannen alle solchen Thetareihen einen Teilraum B, m m) von M2 auf, fiir
72

v>0 handelt es sich um Spitzenformen.

Wichtige Resultate iiber diese Rdume stammen von Freitag: Er hat sie
funktionentheoretisch charakterisiert [97 und gezeigt, daB sie invariant sind
unter den Heckeoperatoren [10]. Im letzten Abschnitt dieser Arbeit wird — auf
dhnlichem Wege wie in [4], wo der Fall v=0 behandelt wurde — das Haupter-
gebnis dieser Arbeit bewiesen: Es gilt

B, (m)=3. fiir alle Gewichte [ >?21,

sofern nur m=0mod8 und m>4n; dariiber hinaus kann man unter den
genannten Bedingungen jede Eigenform aller Heckeoperatoren in einfacher
Weise explizit als endliche Linearkombination von Thetareihen aus B, (m)
darstellen. Sitze dieses Typs gibt es bisher nur fiir n=1 [26, 8].

Herr Dr. R. Weissauer (Heidelberg) hat mir freundlicherweise in einem Brief
mitgeteilt, dall er — auf vollig anderem Wege — ebenfalls zu einer Losung des
Basisproblems gelangt ist.

Ich danke Herrn Prof. Zagier fiir die Ubersendung der Arbeit [8] sowie Herrn Dr. Weissauer,
der mich auf einen Fehler in der Formel (63) aufmerksam gemacht hat.

Bezeichnungen. Einige Standardbezeichnungen werden aus [4] iibernommen.
Satz 7 und die Gleichung (21) aus [4] werden in der Form Satz 1.7 und (L.21)
zitiert.

Mit Hol($,) wird die Menge der holomorphen Funktionen auf $, bezeich-
net.
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2. Der Differentialoperator &,

2.1. Die m-Multiplikation

Es wird der benotigte formale Apparat der multilinearen Algebra cingefiihrt.

Genaueres findet man in [11, IIL, §6].
Es sei k ein kommutativer Ring mit Eins. Man versehe den freien Mo-

dul V=k" mit der kanonischen Basis ¢,,...,¢,. Dann bilden die Elemente
e, =¢, A...Ae, cine Basis von A7V, der p-ten dufleren Potenz von V (0<p=<n),
wenn a=1{a,,...,d,} Mit a,<...<a, alle p-clementigen Teilmengen von

N
N={1,...,n} durchlduft (man schreibe dafiir kurz: ae (p ))
Jeder linearen Abbildung A: A?V— APV entspricht dann vermoge

Ae,=) Ale,

eine (Z)—reihige Matrix (AZ)a be(®)’ Zwischen der Abbildung A4 und der zugeho-
,be I

)

rigen Matrix wollen wir nicht mehr unterscheiden. Jedem Paar linearer Abbil-
dungen A: APV—->APV und B: A2V—-AV wird eine lineare Abbildung
AmMB: APV - AP*1V zugeordnet gemil

1 o
(AMB) = S e(a, a") e, b)Y AL By

(p + q) a=a'va’
b=>b"ub"”
p

Fiir a'={d}, ..., a,}, a’={ay, ..., a;} mit @} <...<a, und a]<...<ay sei dabei
¢(a’,a’) das Vorzeichen derjenigen Permutation, die bendtigt wird, um das
(p+4q)-Tupel (a},...,a,,4d7,...,a;) in die natiirliche Reihenfolge zu bringen.
Die Verkniipfung

m: End, (A7 V) x End, (A2V) - End, (A7 *9V)

ist bilinear, assoziativ und kommutativ.
Einer linearen Abbildung A: V-V ordnet man vermoge

(APhg =413
(AdP) A)g = e(a, N\a) e(b, N\b) | AN

zwei Abbildungen A" und AdP'A zu, die beide A?V in sich iiberfithren. Mit
|A]5 wird dabei die p-reihige Unterdeterminante

|A4]4=det ((A,-J-)i'eg)
Jje
bezeichnet.
Fir A: VoV, B: V-V, C: APV->APV und D: A1V > AV gelten die Ge-
setze

APl'=Arm.. M4 (4a)
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(A+BP= ¥ (z ) Al Al (4b)
at+f=p

AW+0(Cr D)= (A C)r (A D) (40)

(CPD) AP*9 = (C AP (D A (4d)

(AP 4) A= det (4) 1 (4e)

2.2. Differentialoperatoren auf 9.,

Es werden Differentialoperatoren betrachtet, die auf holomorphe Funktionen
[ 95, C bzw. g: 9,,—~End¢(A?C") wirken. Der in [11] entwickelte Kalkiil
wird der Aufspaltung

Z=(Z1 Zz)’ Z€Drm, 21, 24 €D, 22223603("’") )
Z3 Zy
angepalt. Die elementaren Bausteine sind die Operatoren
1 4 .
Gij=3(1+40)— (1=i,j=2n),
5Zij
(6 =Kroneckersymbol), die man in der Operatorenmatrix
01 0,
0= =
ey o) @

zusammenfafit. Die Operatoren 0;; erzeugen iiber € einen kommutativen Ring
von Operatoren. Die duBeren Pozenzen oW (1 <i<4) werden im folgenden eine
wichtige Rolle spielen; diese werden auf Funktionen f:$,,—~C und
g: 92, Ende(A?C") angewandt. Die Anwendung ist gemil

@ s=1alsf

(O mg)=

ea,ayed, b") |0 g5
(p—kq) a=;;a” ( )e( )10:l5 g5
b=b0b"
p

komponentenweise zu verstehen.
Als Testfunktionen fiir Operatoridentititen werden Funktionen vom Typ

fz(Z):eSpur(EIZ) :eSpur(t1z1+21’2zz+t4Z4) (6)

von Bedeutung sein. Dabei ist T stets eine (i.allg. komplexe) 2n-reihige sym-

. R .. t t
metrische Matrix. die in der Form T = ( tone

le aufgespalten wird.
Es gilt dann

; ), t3=t, in n-reihige Bestandtei-
3 4

o fo=1P1f (1<i<4) ™
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und
8[2”] SpPur(z2) — 2~ p(t/)[p] eSpur(tza) (8)

fiir te €™,
Wichtig sind weiterhin die fiir f, ge Hol(%,,) giiltige Produktregel

wim= 3 () @nners )
atf=p %
sowie die Formel
O det(z4) = Cp(s) det (z4)°(z4)~ (10)
mit
C,(s)=s(s+1)... (s+p~;—1> . (11)

2.3. Konstruktion des Operators 9,

In diesem Abschnitt wird in drei Schritten aus jeweils einfacheren Bestandtei-
len der in der Einleitung genannte Differentialoperator &, aufgebaut.

1. Schritt: Es seien o, f, p nichtnegative ganze Zahlen mit a+f+p=n und
o(p, o, f) der durch

5(p, 3, ) =210 (L ) (A +915,) B 21 (12

gegebene Operator.
Fiir Funktionen feHol($,,) der speziellen Gestalt

f(Z)=g(z4, z,) P ) =1 det(t)=*0 (13)
wird &(p, a, f) beschrieben durch
5(p, o, B)f= {le+A81 Z[Za+/3](5£g],—|agﬁ] t— 1Al 6[2’3])|—|6[7f’]f. (14)
Zur Begriindung hat man die Identitit

2 (11 1 261 08 (A + 1) ol 4]
— o+ B glot B (Bl G ¢~ L1 5N - 1)

nachzuweisen; diese erhilt man leicht durch (mehrfache) Anwendung der Re-
geln (4c), (4d) sowie (4¢).

2. Schritt: Fir p+q=n (p, ¢=0) setze man

Ap,q)= Y (=1, o p).

a+f=4q
Fiir f(Z)=g(z4, z,) €70, =1’ det(t) +0 folgt aus (14) und (4b):
A(p, q) f =t 250, — 35t 1 0,)Wm Y. (15)
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Da die m-Multiplikation kommutativ ist, kann man (15) auch in der (hdufig
giinstigeren) Form

A(p, q) f =Pt (0, — 05t~ 1 0,)4f (16)

schreiben, wobei das Unterstreichen von z, andeute, dall z, hinsichtlich der
nachfolgenden durch d%! gegebenen Differentiation als Konstante angesehen
werden soll.

Der Operator A(p, q) besitzt eine zusidtzliche Symmetrieeigenschaft beziig-

lich 0 1
sevir=al0 Y] %)

Es gilt ndmlich fiir alle fe Hol(9,,)

A, (S1V) =4, 9 NHIV. (17)

Nach einer bekannten SchluBweise [11, ITI, § 6] geniigt es, (17) fiir Testfunktio-
nen vom Typ fy nachzuweisen. Man darf auch zusétzlich annehmen, dafl
t1, s, ty sdmtlich von Maximalrang sind, insbesondere darf man A(p, q) in der
Gestalt (15) benutzen. Die Behauptung (17) folgt dann aus der Identitit

A (R Y i Al & a8)
=t — sty H )My,

Zum Nachweis von (18) hat man zusétzlich zu den Regeln (4c), (4d) noch die
Gleichung

A[p],-—lB[q]:A/[p],—]B'[q]’ A, B E(E("’ n)’ p+qg=n

zu beriicksichtigen.
Wir bendtigen Informationen iiber das Verhalten des Operators A(p, q)

beziiglich der Abbildung
Z—-1W{(Z> = (

Z]_—‘ZzZZlZs' 2224_1)
zz 1z, —zz )

wobei
0 —1
I= .
(1 o) eSp(n. )

Im nachfolgenden Abschnitt 2.4 wird gezeigt:
Proposition 1. Es sei [ = fy eine Testfunktion (6) mit det(t,)+0. Dann gilt

AP, (flIH=(-1 ¥ ¥ (-1F (Z) Ca(_k+n42rﬁ>

p+a=na+f=q
(ty 2, —1,) P el A

APz P ] — )P fleg o IH (19)
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Filir k¥ kann hier nach Wahl eines Zweiges von logdet(z,) jede beliebige
komplexe Zahl zugelassen werden.

3. Schritt: Mit zundchst noch unbestimmten Koeffizienten 4,(g) bilde man den
Operator

D=3, A4, q). (20)

pt+q=n
Aus (19) erhilt man nach der Aufspaltung
(trza =)= ) (=1) (p) (t1 22)" ey
y+5=p Y

und einer einfachen Umformung fiir unsere Testfunktion fy, det(t,)+0:

Dfeh)= Y ¥ X (—U“““"*"zk(q)(‘;) (Z)Ca(—ﬂn;ﬂ)

p+q=ny+d=pa+f=gq
. (31 Zz)[y+q](1£la+v],—-|zz [ﬁ]([4 —t7 1 [152])[131),—”f[zélszlk+ 1 It

(21)
Man setze t=a+7y und
0
ak(t, ﬁ, 5)= z (*—1)“+ﬁ+5+"ik(a+ﬁ) (Oﬂ+ﬁ) ('})+ ) Ca (—_k+7’l+ﬂ)
a+y=t o Y 2
Dann geht (21) iiber in
Du(felIN= Y, alt, B, O) (1, z,)F P
t+f+d=n
APz Py — 7 )Y falis T (22)

Andererseits gilt

(D fes ' = Z @)ty zozg Yt — 7 LD felin T (23)

prq=n

Die angestrebte Gleichheit
D fale I ) = (Dr fo)lis o I (24)
ist gewihrleistet, falls die Koeffizienten 4,{(g) fiir t + f + 6 =n die Gleichungen

alt, B, 8)=0 (1<t<n) (25)
a0, B, 8) = 2 (B) (26)

erfiilllen; die letzteren sind nach Definition von a,(0, §, §) automatisch erfiillt.
Im Spezialfall =0 besagen die Gleichungen (25), daf3

S (-1 (”Z‘t) C.(~k+5)=0 (=zizn. @)
n n+1 2n—1

Falls man voraussetzt, daBl k von 25

verschieden ist, so gilt
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C, (—k—}—g) +0 fir 0<a=<n, und man erhilt

iw@= ;) C*(/%S
* 2

0ZaZn)

Die Gleichungen (25) sind dann auch bei beliebigem § erfiillt: Wegen
n+p )
2

n n
sz+ﬂ <—k+§):Cﬂ (_k_'_i) Cm (—k+

(a—]iﬁ> (azﬁ) (y$5>:t!;;5! (2) mit t=a+y

folgt ndmlich fiir t>1:

und

ault, B, &)= (— 1p+o+n 1 ! ¥ (-1 () =o.

t1f1o!
B C, (_k+g> aty=t

Setzt man noch

Cq(x): l_[ Cp(x)7
Osps=n
p¥q

so erhilt man mit der Normierung
. n
A(0)=Cyq (—k—l—i):
Satz 2. Der Operator

9k=z(

p+q=n q
n ~ n
- (—1)!*( )e. (—k+—)
a+ﬁ§p=n OC_,_B i 2
.‘“Z[Za] aggz] i ((1£p]mz[2ﬁ]5[3m) (Ad[p+ﬂ]51)@[2p+ﬁ])

(i) s

geniigt den Vertauschungsrelationen

2.(fIVy=(D NIV
gk(fIle):(gkf)lkﬁ-l M*
gk(fIkMT):(@kf)‘k+lMT

0 1

10 0

89

(28)

(29a)
(29b)
(29¢)

fir alle feHol(9,,), MeSp(n, R) und V= eSp(2n,IR). Fiir k

0
0
1

1
0
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ist dabei eine beliebige komplexe Zahl zugelassen, wenn man fiir jedes M

* %
= (c d) aus Sp(n, R) einen festen Zweig von logdet(cz, +d) zugrunde legt.

Beweis. Die Formel (29a) gilt nach (17) bereits fiir 4(p, q). Wegen (24) gilt (29b)

jedenfalls fir M=I= (? -

1
O)’ alle Testfunktionen f;y mit det(f;)40 und alle

n
keC, di s
€ e von > >

von (29b) im Falle M =1 fiir alle ke und alle feHol($,,). Fir j(M, z,)*
= ghloedetlczatd) oilt die iibliche Kozykeleigenschaft i.allg. nicht mehr. Man hat
nur

verschieden sind; daraus ergibt sich die Giiltigkeit

JIMN, z,)*=j(M, N (z4))j(N, z4)* i (M, N) (30)

zur Verfligung, wobei p,(M,N)=0 eine komplexe Zahl vom Betrag 1 ist,
welche nur von k modulo Z abhéngt: u, (M, N)= ., (M, N). Daher geniigt es,
(29b) fiir Erzeugende der symplektischen Gruppe Sp(n, R) nachzuweisen. Fiir

die Translationen
(1" S ) S=S reell
0o 1, °T° ¢

gilt (29b) trivialerweise. Da die Translationen zusammen mit I ganz Sp(n,R)
erzeugen, folgt (29b).

Vermoge V sind die Untergruppen Sp(n, R)" und Sp(n, R)! von Sp(2n, R)
zueinander konjugiert, so daBl (29¢) aus (29a) und (29b) folgt.

Bemerkung. Fiir n=1 erhélt man einen Operator, der in etwas anderer Form
von Eichler und Zagier [8] eingefiihrt worden ist:

Dy=(—k~+%5)0,+125(0,0,—0,0,).
Fiir veN fihren wir den iterierten Operator
91::=@k+v—1 o...0%
und dessen Komposition mit der Restriktion z,=0 ein:

@y, o2 Hol(H,,)—>Hol(H,x H,)
: v " \J Z1 0
wobei (7 o ), 2 =) (7).
Z4
Diese Operatoren fiihren natiirlich Modulformen in Modulformen tber:

Satz 3. Der Operator &y o vermittelt fir v>>0 eine lineare Abbildung

D o1 W, (S @ SET P
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Die Symmetriecigenschaft des Bildes folgt aus (29a). Nur die Aussage, dafi
man Spitzenformen erhilt, bedarf einer Begriindung. Dazu braucht man nur zu
iberlegen, daBB

A(p, q) ¥ 3=, (31

falls die letzte Zeile der symmetrischen Matrix T gleich Null ist.

Zum Beweis von (31) darf man o0.B.d.A. annehmen, dall ¢; Maximalrang
hat, also 4(p,g) in der Gestalt (15) vorliegt. Die Behauptung folgt dann aus
dem elementaren Sachverhalt, dal3

AP HBY=0  (p+g=n),

falls 4 und B n-reihige Matrizen sind, deren letzte Spalte jeweils die Nullspalte
ist.

Bemerkungen:
1) Es sollte darauf hingewiesen werden, daBl Satz 3 vielerlei Varianten zuldBt
(fiir Jacobische Modulformen, fiir andere Untergruppen von Sp(n, R), ...).

2) Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln kann man auch Differentialoperato-
ren einfithren, die einer allgemeineren Aufspaltung

Z1 23
Z=<Z z )7 Z€5n7 Zle‘5H 246‘587 r+s=n
3 4

angepaBt sind. Solche Operatoren fithren dann skalarwertige Funktionen (bzw.
Modulformen) in vektorwertige Funktionen (bzw. Modulformen) iiber.

3) Den ,Hauptterm“ von 2, hat man in
A(n, 0)= 6(n, 0, 0) =04

zu sehen, die iibrigen A4(p,q) haben den Charakter von Korrekturtermen.
Daher ist es in den Anwendungen meist giinstiger, den Operator &, anders zu
normieren:

Fo= Y (”) C, (—k—l—g)_lA(p, 9. 32)

p+g=n

Analog bilde man 9}, 9?,:,0; dabei hat man aber die Gewichte

_n—2v+2 n—2v+3 2n—1

k
2 ’ 2 T2

auszuschlieBen.

2.4. Beweis der Proposition 1
Lemma 4. Es sei T=T" n-reihig mit det(T)=+0. Dann gilt fiir r=1:

n
(0a+03 T~ 10, det (z,) 2 SPrTlalzs ) (),
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Beweis. Man darf 0.B.d. A. annehmen, dall T reell und positiv ist (insbesondere
existiert dann 7T7%), auBerdem kann man die komplexe Variable Z durch eine
reelle Variable

Yi Va2

Y:Y':(
Y3 Va

>>0, V3=

ersetzen. Nach dem Vorbild [11, III, §6] benutze man die Integralformel

n2

det(y,) 2=n 2 [e SPur04iPDgp,

wobei iiber den Raum der n-reihigen reellen Matrizen zu integrieren ist. Die
Variablensubstitution

P—P4+y7ty, T
fithrt zu

n2

n
det (y4)*i Seur Ty _ 72 §e45rmr(y4[l’]+ 2PTEy2 g p. (33)

Aus den Formeln

GorosT o= 3 (T)oimEs T 8
o

atf=r

(’)Eiz] e~ Spur(vslPD) — ( — pp/)[a] e~ Spur(yalP])
(03T~ 18,)F o= SPur(2PTHys) (PPY# o~ Spur(2PT%y2)
0=(PP'—PP)I= ¥ (r) (= PP)An(P PP
a+p=r
und der Gleichung (33) folgt die Behauptung.
Lemma 5. Es sei T=T' eine n-reihige Matrix, Z€9,. Dann gilt

84 det (2)~F &SP TZ T = (— 12 det (2) ¢ ¥ (q) c, (k—ii>
atf=g & 2

- Z-l(Z T[B]) 7~ 4l pSpur(TZ~ 1)

Beweis. Das Verhalten der Operatoren 0 unter der Substitution Z+—Z~1 ist
bekannt [11, S. 214]. Speziell gilt

Al det (Z)—k Spur(rz- 1)
a1
:(_1)q det(Z) 2 Z‘[‘l](a[q]h)(z— 1) Zﬁ[q],
k2=t
wobei h(Z)=det(Z) 2 &SP,

Die Behauptung folgt jetzt aus (10) und der Produktformel (9).
Zum Beweis von Proposition 1 ist

lekll =det (24)—k eSpur(tl(zl—zzzZ Lz3)+ 2thzazi 1 —tazi )

zu untersuchen. Es ist zweckmiBig, diese Funktion aufzuspalten geméaf
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JaleI' =g(z2, z4) h(z4) €570 570 (34)
mit
n
g(z,, z4)=det (24)_Eespur(-nlzz—tr 112127 1)

n
h{z,)=det (24)_’”“7 Spurer 2l ~ta)za 1y

Mit dieser Aufspaltung gilt

Lemma 6.
Go—tar o) e = ¥ (1) @-ostr mgm@tn. 69)
atf=gq

Beweis. Nach (4b} und der Produktregel (9) gilt
(0a—03t710,)"(gh)

- 3% () () Cosor@rgner, 36

a+b=gq bi+by=b &

Da die Funktion # nicht von z, abhingt, darf man in (36) anders herum
klammern:

(q
a+b=q bi+ba=b a

(&) G) = () ()

folgt durch nochmalige Anwendung von (5b) die Behauptung.

Zur Bestimmung von A{p, q) fz darf man A(p, g) in der Gestalt (16) benut-
zen. Der Beitrag, der von (8, — 0317 18,)® geliefert wird, ist in Lemma 6 be-
schrieben. Nach Lemma 4 liefert dabei nur a=0 einen Beitrag zu (35), der Wert
von 0%'h kann Lemma 5 entnommen werden. Man erhilt also

) () (=ae5 aamatig) et
1

Wegen

Gyt el I =(— 1 det()™F ¥ €, (k010
a+f=q 2 2

- 22 (Rt L [1,] — 14)P) 23 @ SPur TN (37)
Andererseits zeigt man leicht, daB3
'g(z2, za) =(— 1P (ty 25— 12)P 23 P g(z,, z4). (38)

Die Behauptung der Proposition 1 folgt nun aus (37) und (38), wenn man die
Regeln (4c) und (4d) sowie

. (k——;f—?%l—)z(q)«c,(—k%%), o+ f—q

beachtet.
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3. Die Fourier-Jacobi-Entwicklung von & %,

Die Eisensteinreihen n-ten Grades werden fiir gerades Gewicht k>n+1 gege-
ben durch

YEz)= Y j(M,z)yF= det(cz+d) . (39)

MeIrt\r® (e, d)

Dabei bezeichnet I'™ die Siegelsche Modulgruppe Sp(n, Z),

Fé")z{M=(a b)el"(")c=0},
c d

und (c, d) durchlauft alle nicht assoziierten teilerfremden symmetrischen Matri-
zenpaare. Die Fourierentwicklung von ¥ schreiben wir in der Form

]:[]nk(z)= Z aﬁ(t) eZniSpur(tz)’ (40)

t=0

wobei t=t" alle positiv semidefiniten halbganzen n-reihigen Matrizen durch-
lauft.

Neben diesen Eisensteinreihen werden noch Poincaréreihen vom Exponen-
tialtyp benotigt. Diese sind fiir ze€ $,, k>2n, k-n gerade und positiv definites
halbganzes t™ gegeben durch

gﬁ(z’ t)-’: Z J(M, Z)—k eZniSpur(tM(z>).
MeA N\

Mit A, wird dabei die Untergruppe der Translationen bezeichnet:
+1 b
M=\{" .
( 0 £ 1)}

Fiir alle Spitzenformen fe &% mit Fourierentwicklung

f(@)= Y b(t, f)erriseuea)

A,,:{MEF‘”)

t>0

gilt

. L

Ssan(*, 0y =A5b(t, f) det(t) =, (41)

wobei A die numerische Konstante

nn—1) n(n+1)‘n n

Ai=m & @4m) T TIT (k—?)
v=1

ist, und ¢, > das Peterssonsche Skalarprodukt bezeichnet, das fiir zwei Modul-
formen f, ge ME mit f-ge S2* gegeben wird durch

figd= | f-gdet(yy—""tdxdy.
ren\$,

Es soll jetzt gezeigt werden, daB die Sdtze 1.7 und 1.12 hinsichtlich der Aufspal-
tung (5) auch fiir &} V5, gelten:



Fourier-Jacobi-Entwicklung Siegelscher Eisensteinreihen I1 95
Satz 7. Es sei k gerade, k>2n und Z€$,,. Dann gilt fiir alle veIN:

R V2=V (2)+ ). >
t>0 wieZ>"/GL(n,Z) wieZ™") MelI'{N\TI™
(x;)primitiv
~detQmiw, twh) di(8) (M, z,)~ %~ e Spur(tM <D [(G)]). (42)
Dabei bezeichnet Z{™™ die n-reihigen ganzen Matrizen vom Maximalrang n. In
$¢” werden all die Glieder der Fourier-Jacobi-Entwicklung von &} ¥¥, beziig-
hch z; zusammengefaBt, die zu Exponentenmatrizen ¢ vom Rang <n gehoren.
Aus (31) folgt, daB ¢{” fiir v>0 identisch verschwindet.
Flir v=0 handelt es sich bei (42} um einen Spezialfall von Satz 1.7. Durch

Anwendung des Operators &} erhilt man daraus (42) auch fir v>0: Man
benutze die Vertauschungsrelation (29b) und die einfache Formel

G (2™ (2D = det (2miw, twh)® e2miSeur (Z[(G2)]), (43)

Wie in [4] erhélt man daraus mit einem einfachen Umordnungsargument:

Satz 8. (Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Satz 7)

~ z, 0O z. 0 7. 0
97 Pk (1 )z (V)(l ) (v)(l )
(Z; ¥, 0 z, o)) 0 z, + oY 0 2,
+2y > (2mi)"™ ak(f) e2=iSeureiwilzn)
t>0 wieZi"/GL(n, Z)

det (w, tw5)* gi™ (24, t[W5]). (44)
w3 € GL(n, Z\ZP>"™

(w;) primitiv

Dabei wurden in ¢4’ diejenigen Summanden aus (42) zusammengefaBt, die zu
Matrizen w; mit Rang(ws)<n gehdren. Es gilt

dV=¢%=0 fiir v>0.

Da wir 9} '#§, durch einen DifferentiationsprozeB aus ¥¥, gewonnen haben,
treten gegeniliber dem Fall v=0 keine neuen Konvergenzprobleme auf {vgl

(41).

4. Die Hauptformel von Garrett fiir &} ¥¥,

Es sei D eine n-reihige Elementarteilermatrix

d, 0
D=(gng ) dildiis 40
Einer solchen Matrix ordne man den Heckeoperator T(D) zu, der fiir fe IR
gegeben wird durch

[ fIT(D):=det (D)~ * ) JhR. (43)

Reromroo(® 0 yrov
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Fiir die allgemeine Theorie der Heckeoperatoren sei auf die Literatur verwie-
sen [1, 11].

Fir fe&k, velN bilden wir (Konvergenz vorausgesetzt) die unendliche
Reihe

fIS =Y det(D)'fIT(D), (46)

wobei D alle Elementarteilermatrizen durchliuft.

Falls (46) fiir alle fe G konvergiert, ist S ein beziiglich {, > Hermitescher
Operator auf €, insbesondere besitzt dann &% eine Orthogonalbasis, die aus
lauter Eigenfunktionen von §$” besteht.

Mit der numerischen Konstanten

n 3 nn+1) n 2
22 )+t L
“’;:2"(2+2 )+ lk"n 2 | |

F(k-"”)

<

~
—_—
=
[
<
K
—
—

gilt nun

Satz 9. (Garrettsche Hauptformel)

Es sei k gerade, k>2n und velN, fi, .., fi eine Orthogonalbasis von &Y, die
aus Eigenfunktionen von SY besteht :

SISY=Afi, W) fi-
Dann gilt fur die Aufspaltung (5):

Zq 0

@5 (7 ) )=00uF i,z
Za

filz) fi(—24)
i

Dabei ist F(z;, z,) eine Funktion aus (S%* ® (84", 6 =Kroneckersymbol.

+i™ ] Col—k=) 3 A3 @7

Beweis. Fiir v=0 handelt es sich um dic ,,Main Formula“ von Garrett ([12])
fiir unsere Standardaufspaltung (5). In [12] wird auch die Funktion F(zy, z4)
explizit beschrieben, sie ist hier aber nicht weiter von Interesse.

Ausgangspunkt in Garretts Beweis von (47) im Falle v=0 ist eine geschick-
te Aufspaltung der Summation

(2= Y jR 2~

ReI@m\rem

Er zeigt némlich, da man diese in der Form
V(2)=). Y j(GuH, 2)"" (48)
M H

schreiben kann.
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Dabei durchlduft
a) M alle r-reihigen Elementarteilermatrizen

m
Mz( ), m;|m;,., fiir 0Zr=<n,
m)‘

)eZ("'"’, Gu=1| 0 ]\711 ere»,
M o0

~_(o 0
0 M

b) H eine (von M abhingige) Teilmenge von ™1 . [,
Wegen der (noch zu beweisenden) Formel

27(GscH, 2 4= T] Co(—k=1) det (M)'J(GecH, Z) " (49)

ist Garretts Beweis wortwortlich auch fiir v>0 richtig (mit k+v statt k und
einem zusitzlichen Faktor det(M)”), diejenigen M mit Rang(M)<n liefern
keinen Beitrag mehr. Ein Beitrag von Nichtspitzenformen tritt fiir v>0 in (47)
nicht mehr auf; dieser riihrte fir v=0 nimlich genau von den M mit
Rang (M) <n her.

Zur Begriindung von (49) ist anzumerken:

Wegen (29b), (29¢) darf man H =1,, annehmen. Es geniigt daher, folgendes
Zu zeigen:

15, 0
Lemma 10. Fiir MeR"™" ynd Gyy=| 0 M . gilt:
M 0
G j(Gar, Z) ™= Cy(— k) det (M) j(Gag, Z)7* 1. (50)

Da (50) analytisch in M ist, kann man sich auf regulire M beschrinken; fiir
diese gilt insbesondere

0 M1
(—M/ 0 )eSp(n,]R).

Fiir die Hilfsfunktion 4. (Z):=det(zy +z,+ 25 +2z4) ¥ zeigt man durch direktes
Nachrechnen

M1y
mi( Sy "o )= aet G 27 (1)

Wieder wegen (29b) braucht nur noch %k, bestimmt zu werden.

Bemerkung. a) Es sei f eine auf $,, holomorphe Funktion, die nur von z; +z,
+ 2z, +z4 abhidngt. Dann gilt

Alp,q) f=0 fir ¢>0.

b) P det(z5+ z5)* = Cp (o) det (22 + 22)* (22 +22) "™ (e €, 0<hZn).
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Der (elementare) Beweis sei dem Leser liberlassen. Aus der Bemerkung
folgt
9k]’lk=Cn(—k)hlhu,

in Verbindung mit (51) ergibt sich die Behauptung des Lemmas.

Die Garrettsche Hauptformel besagt, daBl die Funktion & , %, als Kern-
funktion der Abbildung S¢? beziiglich {, ) interpretiert werden kann, genauer
gilt fiir alle fe &k

asena=(rae (J0), 652

wobei noch
v—1
= ] Cu(—k—i)
i=0

gesetzt wurde.
Die Fourierentwicklungen

flo)= Z b(t, f) e2miSpurtta)

t>0

(@501 E)= ¥ e, f)emseere

t>0

stehen wegen (44) und (41) in einem einfachen Zusammenhang:
Fiir alle halbganzen T®>0 gilt

AD=245Qmiy" Y Y
t>0 wieZM/Gl(n, Z) w3 e Gl(n, Z\ZH™
(x;) primitiv

n+1
T—k—v

~det(wy tw3)"b(t[ws], f) det (t[w5]) , (53)

wobel ¢ und w, der zusdtzlichen Bedingung t[w}]=T unterliegen.

Auf dem schon in [4] eingeschlagenen Weg wollen wir die Figenwerte
A(f, v) genauer beschreiben und insbesondere zeigen, daf} diese stets von Null
verschieden sind. Dazu bendtigen wir die folgenden einer Spitzenform f{(z)

=Y b(t, f)e* e S und einer Exponentenmatrix T>0 zugeordneten
i>0
Dirichletreihen:

D(s,f, T):= Y B(TIw ] det(w)~ "1 (Re(s)>n+1)

weSln, DH\ZL ™

L{s, f, The= Y, Y (1)
150 wicZ¢ M Sl(n, 7) w3 eSL(n, Z)\ZE ™

(:’z;) primitiv

tiwil=T

[
b(UDws], ) detTws) ™ (Re(9>"3).

Diese Dirichletreihen konvergieren in den angegebenen Bereichen absolut,
Z%" bezeichnet die Menge der ganzen n-reihigen Matrizen mit positiver De-
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terminante, k ist eine gerade Zahl, k>n+1. Ist f& & insbesondere eine Figen-
funktion aller Heckeoperatoren, so stechen beide Dirichletreihen in einer einfa-
chen Beziehung zu der Standardzetafunktion Dy(s)={(s)D}(s) von Andrianov
[17; diese ist durch ein Eulerprodukt definiert:

Df(s)= H{H (1=, P‘s)(l—fxi,pp‘s)}*l,

wobei die o; , die p-Parameter von f sind (vgl. [1]).

Satz 11. Es sei f(z)= ) b(t, f)e*™ > c S| cine Eigenfunktion aller Hecke-

t>0

operatoren, k gerade mit k>n+1 und T eine f-Kernform (d.h. b(T, f)=+0 und
b(T[w=1], f)=0 fiir alle weZ™" mit |det(w)|>1). Dann gilt (jeweils im Bereich
absoluter Konvergenz):

a) D(s.f, T)=b(T, f) B"(s, T) Df(s), (54a)

b) L(s, f, T)=ay(T) > H(Tw], f)det(T[w])~* (54b)
weSI(n, H\EZE:™

=a*(T) det(T)"*b(T, f)B"(2s— I+ 1) Df (2s —1+1). (54¢)

Beweis. Die Aussage a) ist ein schwieriges Resultat von Andrianov [1], B*(s, T)
ist dabei eine von f unabhingige Dirichletreihe mit Eulerprodukt, die in
Satz 1.15 genauer beschrieben ist.

Die Aussage b) ist eine Umformulierung der in (1.23), ..., (1.28) durchgefithr-
ten Rechnungen. Der modifizierte Fourierkoeffizient &(7T) ist in (1.33) explizit
angegeben.

Ist nun fe &}, Eigenfunktion aller Heckeoperatoren, k=[—v>2#n und gera-
de, dann gilt nach Definition

(6, )= i, (S, V) b(t, ) (55)

fiir alle halbganzen ¢>0. Fiir f-Kernformen T >0 gilt andererseits nach (53)
und (54c¢)

n+1 v

d.(T, f)=2 A Qi)™ det (T)? L (1_ o, T)

n+1

=24LQni)" @(T)det(T) 2 b(T, f)B"(k—n, T)D*(I—n—v), (56)

insbesondere gilt
d\(T, f)*0.

In [4] hatte ich die Vermutung aufgestellt, daB die Grofle

n+1

B*(n, ky=a“(T)det(T) = " B'(k—n, T)

von T unabhingig sei; das ist in der Tat richtig, wie ich in [5] zeigen konnte,
es gilt ndmlich

n—1 k—i/2

pronb—(— 13 2T

11 Fmyy e-m™ nazk 2



100 S. Bocherer
Die genaue Gestalt des Eigenwerts A(f, v) ergibt sich nun durch Vergleich von
(55) und (56). Zusammenfassend erhdlt man

Satz 12. Es seien | und v natiirliche Zahlen mit |—v gerade und |—v>2n. Dann
vermittelt der Operator SY einen Automorphismus von S. Ist fe &), eine Eigen-
funktion aller Heckeoperatoren, so wird der Eigenwert A(f, v) gegeben durch

A=) " 24,2 i)™ B*(n, = v) DF (I —n—v), (57)

insbesondere ist dieser Eigenwert stets von Null verschieden.

5. Die Modulformen von Cohen-Zagier

Wir definieren ein Polynom Q} (und entsprechend 07) in n(2n+1) komplexen
Variablen ¢; ; (1<i<j<2n) vermoge

0
(@;fi) (Zl ) ZQI\:(EI) eSpur(tlz1+t4Z4).
0 z,
Dabei werden die Variablen ¢;; in einer 2n-reihigen symmetrischen Matrix T
angeordnet. Das Polynom @} ist homogen vom Grade nv:

0iaT)=a" Q)T), aeC.
Daraus folgt
Bemerkung. Die Abbildung

QR D o2 My, (WE @ W)™

fiihrt Modulformen mit rationalen Fourierkoeffizienten in Modulformen mit
rationalen Fourierkoeffizienten (beziiglich des Variablenpaares (z;, z,)) iiber.

Fiir halbganze n-reihige Matrizen R, T >0 definieren wir rationale Zahlen
o(R, S) durch die (endliche) Summe

. (R A R A
ars- 5 et Ha (4
iR, 5) AEZZM,")Q" VU o R V' &

Dies sind genau die Fourierkoeffizienten von 27i)~"* 9y, o ¥¥,. Wir erhalten

Satz 13. Es sei |—v gerade, |—v>>2n. Fiir jedes halbganze R =0 ist

G5 R)= T of (R, T)e2wiswur

Tz0

eine Modulform n-ten Grades vom Gewicht | mit rationalen Fourierkoeffizienten.
Fiir v>0 erhilt man Spitzenformen, fiir alle

f(Z)Z Z b(t, f) g2 nmiSpur(tz) o 6;

t>0
gilt
(S 6 (%, R)y=2mi)""d,(f, R).
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Fiir v>0 erzeugt (unter obigen Bedingungen)

{#}*(+, R)|R halbganz, R>0}
den Raum &, linear.

Bemerkungen:
1) Fir v=0 war in [4] gezeigt worden, dal3

{€%°(x, R)| R halbganz, R=0}

sogar ganz M. erzeugt (I gerade, I>2n).
2) Fiir n=1 erhilt man die wohlbekannten Funktionen

Cri—1,Ci_3,-..,Cs (I gerade, [>2)

von Cohen-Zagier ([6, 29]). Bis auf eine Konstante stimmt nidmlich fiir gerade !
und v, [—v>2 die Funktion 4} °(%,r) iberein mit C,, ,_|T(r), wobei T(r)
den r-ten Heckeoperator bezeichnet.

3) Auf das hier offengelassene Problem der expliziten Beschreibung des
Polynoms @y, hoffe ich an anderer Stelle ndher eingehen zu kOnnen.

4) An einigen Stellen taucht in der Literatur das Problem auf, Modulfor-
men von ungeradem Gewicht mit ganzrationalen Fouorierkoeffizienten zu kon-
struieren ([22], in [3] wird diese Schwicrigkeit dadurch umgangen, dall von
vornherein nur gerade Gewichte behandelt werden). Fiir gerades n, ungerades I,
I—1>2n werden durch die Funktionen

GER=-Y T dadg () emr
T>0 AeZtm AT

einfache Beispiele fir Modulformen ungeraden Gewichts mit rationalen Fou-

rierkoeffizienten von beschrinktem Nenner gegeben. Verschwinden alle

%v'(% R), R>0 halbganz, identisch, so folgt &!={0}. Eine weitere Moglich-

keit, solche Modulformen zu konstruieren, wird durch Thetareihen mit harmo-

nischen Koeffizienten gegeben (s.u.).

6. Rationalititsaussagen fiir die Standard-Zetafunktion von Andrianov

>l

Der Raum &, besitzt eine Basis mit rationalen Fourierkoeffizienten ([3, 7, 22];
fiir den hier interessierenden Fall groBer Gewichte kdnnte man auch Satz 13
heranziehen). Daher ist fiir alle K&rperautomorphismen ¢ von € mit

f(@)= Y, b(t,f) ?risrurca)

t>0

auch f7 eine Spitzenform vom Gewicht [,

f(z):= Z b(t, [ e2miSpurtz),

t>0
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Mit p sei die komplexe Konjugation bezeichnet. Fiir fe &}, gilt
fP@=f(-2.

Die Heckeoperatoren vertauschen mit der Operation von Aut{C):
UNT=(/1Ty (58)

fiir alle 6 € Aut(C) und alle Heckeoperatoren T ([25, §7]). Mit f ist dann auch
f? eine Eigenfunktion der Heckeoperatoren.

Einer Idee Garretts [12] folgend, beweisen wir Rationalitdtsaussagen fiir
spezielle Werte der Standardzetafunktion D{s). Dabei ist von entscheidender
Bedeutung, dal (Zni)‘""@,ﬁyo Yk, als Funktion von z; und z, rationale Fourier-
koeffizienten hat. Zur Abklirzung setzen wir

(=R~ i, A, V)
=2A.B*(n, [—v)DF(l—n—v).

Fiir eine Eigenfunktion fe &} aller Heckeoperatoren gilt dann einerseits

—Z

0 ES a g
)= (59)

<f“, Qi) G B, (

Wir wihlen andererseits eine Orthogonalbasis fi, ..., f; von &, die aus Eigen-
funktionen der Heckealgebra besteht mit f; = f.
Dann gilt nach der Garrettschen Hauptformel:

- 0 ¢ (z1) filza
ofo

=BT

Dabei wurde benutzt, daBB 2mi) """ 9} o ¥, ein Element von (S, ® SL¥™ ist
mit rationalen Fourierkoeffizienten. Hieraus folgt

+00,,F(z1, 24)
+6o,,F(zy, 24)

+00,vF (21, 24)".

(rremymarm (7 0)=5 rur 2 . @

Dabei ist zu beachten, daB im Falle v=0 mit F auch F’ in (S ®(Sh)*
gelegen ist (zumindest fiir groBe Gewichte, vgl. [13, Theorem 2.5]).

Vergleich von (59) und (60) ergibt

L

Man rechnet direkt nach, dall A*(f, v) von der Gestalt

AH(f, vy =A*(f,v)

(rationale Zahl) - 94" D (l—n—v)
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ist, wobei
3 1
d(l, n, V):znl—}-l—v—vn_ir;__)_
Wir erhalten

Satz 14. Es sei |—v gerade, |—v>2n, fe &, eine Eigenfuﬁktion aller Heckeope-
ratoren. Dann gilt fiir alle 6e Aut(C) mit d=d(I, n, v):
_sDpe(l=n—v) :( *de(l——n—v)>a (61)
S 100 LT

Bemerkungen:

1) Nimmt man zusitzlich an, da f total reelle algebraische Fourierkoeffi-
zienten hat, so vereinfacht sich wegen f#°7=f“ die obige Formel, es folgt
insbesondere, dall dann der Quotient

_aDsl—n—v)
LI

in dem von den Fourierkoeffizienten von f erzeugten algebraischen Zahlkorper
liegt.

Im iibrigen iiberlegt man sich leicht, daB in &! jeder Eigenraum der
Heckealgebra eine Basis besitzt, deren Elemente total reelle algebraische Fou-
rierkoeffizienten haben.

2) Ahnliche Sitze sind fiir gerades n von Harris [14] und Sturm [25]
bewiesen worden, fiit n=1 ebenfalls von Sturm [24] und Zagier [29]. Fiir
ungerades n>1 scheint Satz 14 aber neu zu sein.

7. Harmonische Formen

Eine Polynomfunktion P: C™™—C heilt harmonische Form vom Gewicht
ve N, falls gilt

a) P(XA)=det(4)’P(X) fiir alle A€ Gl(n, C), X eC™", (622)
0*P

Bei festen m, n und v bilden diese Funktionen einen endlich dimensionalen C-
Vektorraum H,(m, n), dessen Dimension man wie folgt berechnen kann: Nach
[16] ist H,(m, n) Darstellungsraum einer explizit angebbaren irreduziblen Dar-
stellung der orthogonalen Gruppe O(m,C), daher kann man die gesuchte
Dimension aus den Dimensionsformeln von Weyl [28] ablesen (man vergleiche
dazu auch [27, §6]). Eine einfache Folgerung aus [16, 28] ist

Bemerkung. Es sei m gerade, m=2(n+t), t=0; dann gilt mit einer geeigneten
Konstanten ¢

dimHv(m, ny~cyErF DIAZ-D fiir 430, (63)

(Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen.)
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Es sei nun S eine positiv-definite quadratische Form in m Variablen; eine
Polynomfunktion Q in der Variablen X = X" heie S-harmonisch, falls die
Funktion X—Q(S™*X) im gewohnlichen Sinne harmonisch ist, also (62b)
erfiillt; es ist dann Q genau dann S-harmonisch, wenn

Spur(6X'S~'9X)Q=0.

Daraus folgt, daB fiir o€ Aut(C) mit @ auch Q7 eine S-harmonische Form vom
Gewicht v ist, falls S rationale Koeffizienten hat; dabei gehe Q7 aus @ durch
Anwendung von ¢ auf die Koeffizienten von Q hervor.

Nach einer bekannten SchluBweise (vgl. [23, Lemma 3]) folgt daraus:

Bemerkung. Die quadratische Form S>>0 habe rationale Koeffizienten. Dann
besitzt der Vektorraum H3(m, n) aller S-harmonischen Formen vom Gewicht v
eine Basis, die aus Polynomen mit rationalen Koeffizienten besteht.

Wir benotigen noch eine Charakterisierung harmonischer Formen durch
die GauBtransformation. Diese ist flir ein Polynom P in der Variablen X
=X™" definiert durch

P(X)= | P(U+X)e ™er@Dqy,

R 1)
Nach [19] gilt:
Eine Polynomfunktion P auf €™", die (62a) erfiillt, ist genau dann harmo-
nisch, wenn P=P.
Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von

Satz 15, Fiir jedes feste X, C™" ist die Polynomfunktion
X B (X):=0n2((X o, X) (X0, X))

eine harmonische Form vom Gewicht v in der Variablen X = X"™"; aquferdem ist
P}(x) symmetrisch:
B, (X)=F(Xo). (64)

Beweis. Die Eigenschaft (62a) braucht nur fiir 4 € Gl(n,R) nachgewiesen wer-
den; fiir reelles A ist aber (62a) ebenso wie die Symmetrieeigenschaft (64) eine
unmittelbare Folge der Vertauschungseigenschaften (29a) und (29b) des Opera-
tors 9,,,. Es braucht also nur noch (62b) bzw. ISX”'O:PX“0 gezeigt werden.

Man betrachte fiir z, € §,, We C™" die Funktion

f(Z4, W)= Z P)}) (G+ W) eniSpur((G+W)’(G+ W)za)
o .
GeZim.n) :

Man entwickle nun f in eine Fourierreihe beztiglich W

flza, W)=Y A(G, 24) €2ISPUIGE W)

GeZlimm
und berechne die Fourierkoeffizienten 4(G, z,) auf zwei verschiedene Weisen:
Nach [11, S.161] gilt fiir z,=iy,:

m
A(G, zy)=det(y4) Ee—nSpur(G’GyZl) J‘ PXVO(UJ’Z%) e—nSpur(lm[U-Hqu—T]) du.

R(m:n)
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Wegen
R, (Uyz#)=det(ya) 7 B, (V)

erhidlt man nach einer Substitution

m+v

A(G, iys)=det(y) 7 e mmrEOII Ry (—iGyy?). (65)
Andererseits betrachte man fiir Ze $,,, We C"™" die Funktion

g(Z, W)= 2 £miSPur(Z(Xa. G+ W)
3
GeZlm:m)
__ pniSpu Xo)+ 225X W
=e ! rizalX6) z240 )92W,2onz(z4)>

wobei wie iiblich mit 3, p die Thetakonstante

i "+1A41+ B
SA,B(ZZL): Z eﬂ:tSpur(z.;[G + 1+B &)
GeZlm:n)
bezeichnet wird (4, Be C™"),
Die Reziprozititsformel

m

w
_ —=Spur(A’'B) Z4
9,8~z N)=e 2 de (

2
t 1_) Ip, —alz4)
liefert nach kurzer Rechnung

m
2
g2(Z,Wy=det (Z_4> Z eniSpur(Il<Z>[(Xo,G)’]+ZG'W)
> .
l GeZim:n)
M
=] 2 ( Z eniSpur(Z[(Xo,G)’]+ZG’W))| Il
m Lt
GeZim:m) 2

Anwendung des Operators 2, o ergibt
7

. z 0
75 oty (3 )

Z4

— em’Spur(z,[X’D]) Z B(‘E)(G 4 W) eﬂtiSpul'(Za[G' +TWY _ eniSpur(zl[Xb]}f(Z4, W)
GeZ(m:n)

Wegen (29b) ist das aber gleich

mn m
iz det(u)ﬁi_v Z B.(G) omiSpur(E1 [Xg]—25 1[G+ 2G' W)
0 bl
GeZim:n)

es folgt

mn m

A(G,iy)=i2 det(z,) Z e ™SeuCi'l@D pp ().
Durch Vergleich mit (65) ergibt sich flir z,=7- 1,:

B (—iG)=i"""B,(G)=PBy,(—iG) fiir alle GeZ™™,
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Da nun P und P}, zwei Polynomfunktionen auf €™ sind, die auf dem
Gitter i Z™ ™ ubereinstimmen, folgt

pv _ pv
PXQ_PXO'

Bemerkung. Fiir den Fall n=1 werden &hnliche Sitze von Waldspurger [26]
sowie Eichler-Zagier [8] aul eher algebraischem Wege bewiesen; sie benutzen
nimlich eine explizite Beschreibung der Polynome P, (X) durch Gegenbauer-
Polynome. Die Tatsache, daB man auf diesem Wege harmonische Formen
erhilt, erscheint dort als ein gliicklicher Zufall (bzw. als ,,morally certain® [8,
Theorem 7.27).

8. Thetareihen mit harmonischen Koeffizienten

Fiir eine harmonische Form PeH,(m, n), eine positiv definite quadratische
Form S in m Variablen und z€ §, bildet man die Thetareihe n-ten Grades

92 p(z)= Y P(S*G)erisrurSiGln),

GeZim.mn
Ist S gerade und unimodular, so erhdlt man eine Modulform (fiir v>0 eine
Spitzenform) vom Gewicht %—Fv [11]. Notwendig und hinreichend fiir die

Existenz eines solchen S ist m=0mod §.
Der Raum B, ;(m), der von allen 9% » (S gerade, unimodular und m-reihig,
PeH n (m, n)) aufgespannt wird, besitzt zwei wichtige Invarianzeigenschaften:
~3"

1) B, ;(m) ist invariant unter allen Heckeoperatoren.

2) Fiir alle o€ Aut(C) gilt B, ,(m)° =B, (m).

Die erste Eigenschalft ist von Freitag [10] unter Verwendung seiner Resul-
tate [9] iiber vektorwertige singulire Modulformen gezeigt worden.

Die zweite Invarianzeigenschaft folgt unmittelbar aus der entsprechenden
Eigenschaft von H5(m,n), dem Raum der S-harmonischen Formen, S=8m=0
gerade und unimodular.

Unter dem Basisproblem versteht man die Frage, unter welchen Bedingun-

gen an n,m und [ der Teilraum B, ;{(m) mit dem ganzen Raum e (ﬁir l=g)

beziehungsweise &} (l>5> iibereinstimmt.

Mit dem Basisproblem verbunden ist eine allgemeinere Frage:

Wegen (58) operieren die Heckeoperatoren auf €L(@Q), dem Raum der
Spitzenformen mit rationalen Fourierkoeffizienten. Mit 7, sei die natiirliche
Darstellung der abstrakten @Q-Heckealgebra auf S.(Q) bezeichnet. Es ist ein
wichtiges — leider kaum direkt angreifbares — Problem in der Arithmetik der
Modulformen, den Raum SL(Q) als Z,-Modul zu studieren. Die Frage nach
der Reduzibilitit der Darstellung 9, ist dquivalent zur Frage nach der Exis-
tenz nichttrivialer Teilriume A von &), die invariant unter den Heckeoperato-
ren sind und U7 =A fiir alle o Aut(C) erfiillen.
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Der Zusammenhang mit dem Basisproblem ergibt sich aus der (trivialen)

Bemerkung. Falls 7, irreduzibel ist, folgt fiir alle m mit 1721—<l;
B, (m)={0} oder B, ,(m=¢..

Interessant ist in dieser Hinsicht der Fall n1=0mod4, m=2n:
Aus dem asymptotischen Verhalten (63) der Dimension von H,(2n,n) folgt
jedenfalls, daf3

B, ,2n)< &, fir I>0

gelten muB, da bekanntlich die Dimension von &) asymptotisch mit [N, N
=%n{n+ 1) anwichst.

Die Frage, wann cine Thetareihe 9% p nicht identisch verschwindet, stellt im
allgemeinen ein schwieriges Problem dar. Fiir m=2n hat Raghavan — einer
Idee von Maal} folgend — in [21] gezeigt, daB} es fiir eine geeignete natiirliche
Zahl h=h(S, n) unter h aufeinander folgenden Gewichten v,v+1,...,v+h~—1
mindestens ein Gewicht v+j gibt, fiir das mindestens eine Thetareihe 9% p,
PeH,, ;(m n) nicht verschwindet (Raghavan hat dieses Resultat nur fiir v=1
formuliert, sein Beweis ist aber fiir alle v giiltig).

Daraus erhdlt man

Satz 15. Es sei n=0mod4. Dann gibt es eine natiirliche Zahl h derart, daf es
fir I>0 unter den Gewichten L I+1,...,1+h—1 mindestens ein Gewicht I gibt
mit

{0} +B, . 2n g E,

insbesondere ist fiir diese Gewichte die Darstellung F,' reduzibel.

Fiir n=1 hat J. Buhler durch numerische Rechnungen festgestellt, daB 7}
fiir [ gerade, <200 in der Tat irreduzibel ist (vgl. [18, S. 252]).

Fiir n=2 jedoch ist 7, fiir gerades [ im allgemeinen reduzibel:

Die Spezialschar von Maal} stellt nimlich fiir groBBes gerades [ einen nicht-
trivialen Teilraum von &) dar, der die geforderten Invarianzeigenschaften be-
sitzt [2].

9. Das Basisproblem

Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis von ,,B, ;(m)=SL* unter den Nebenbe-
m
dingungen m>4n, l>3.

Wir beginnen nach dem Vorbild von [4] mit dem Siegelschen Hauptsatz:
Fiir k>2n+1, 2k=m=0mod 8§ gilt

h(m)

VE(Z)=y0m) Y, 4 Aut(S)" 9214(2). (65)

i=1

Dabei durchlduft S; (1 <i<h(m)) ein vollstindiges Reprisentantensystem aller
Klassen gerader unimodularer quadratischer Formen S =S5 >0,
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Aut(S)={UeGl(m, Z)|S[U]=S),
him)

yim)= Y 4 Aut(S) 1.
i=1

Wir wenden nun den Operator &) auf beide Seiten von (65) an. Dabei ist zu
beachten:

~ z; O ~ .
@) (7 )= ¥ GH(G, HY S(G, HYersmriicrssumzy
0 z4 G, HeZim:m
—_ (7'C l)n Z PNS\I1 /Zg(S%H) eniSpur(S[G]z1 +S[H]z4)
G, HeZ(m:m)

S Y 9 pgaglea) eI
GeZ(mn)

Fiir fe @'Y ist die Funktion
X5 p(X):={35, 5y, />
eine harmonische Form von Gewicht v in der Variablen X = X® ™, und es gilt

-z

<f, @ ( 2)>=(ni>”9§,y;,f(z).

Es sei nun fe St*" eine Eigenfunktion aller Heckeoperatoren.
Dann gilt einerseits

. -7 0
(e ()= asre, (66)
wegen (65) ist dies andererseits gleich
h(m)
(mi)™ y(m)~" 3 # Aut(S) ™" 95, 53, (2). (67)

i=1

Daraus erhilt man als vielleicht wichtigstes Ergebnis dieser Arbeit

Satz 16. Es sei m=0mod 8, m>4n. Dann gilt fiir alle l>r~;—

Bn, l(m) = 651

Dariiber hinaus hat man fiir jede Eigenform fe &) die folgende explizite Darstel-

m
lung (v =] —3)
h(m)

B MV =(ifym) ™ X 4 Aut(S)7H 9oz, /- (68)

3

Bemerkungen. 1) Fiir n=1 ist ein solcher Satz erstmals von Waldspurger [26]
gezeigt worden (man vergleiche auch [8]). Die Darstellung (68) einer Eigen-
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form tritt in [8] und [26] nicht explizit auf, kann aber aus den dort angegebe-
nen Resultaten leicht abgeleitet werden.

Den Fall y=0, n=1 hatte ich schon in [4] behandel:.

2} Verzichtet man auf die explizite Darstellung (68), so kana man obigen
Satz — ohne die Hauptformel von Garrett zu benutzen — auch wie folgt
bewiesen:

Nach [10] ist B, ;(m) und damit auch B, ;(m)* invariant unter allen Hecke-
operatoren. Eine Eigenform 0+ f'¢ B, ;(m)* miilite wegen (65) die Gleichung

~ —z 0
(s (3 %)

erfiillen (v:l —%) — im Widerspruch zu (56).

Erratum zu [4]

S.32, Zeile 3:  ,akT13 (R, — T '[R,]) statt ,at=72(R, — T[R,]).

S. 34, Zeile 15: 2 fur s'>0“ statt ,,1/2 fiir s'>0“ die nachfolgenden Formeln
sind entsprechend zu korrigieren.

S. 37, Zeile 4:  ,weSi{n, Z\ZG ™" statt ,we GL(n, ZN\Z™™".
S. 41, Zeile 30: det(¢t[w5])“ statt ,,det ([ w7 ])*

S. 41, Zeile 31 ist zu ersetzen durch:
»wobei f und w, noch der zusitzlichen Bedingung z[w}]=T unterliegen®.

S. 42, Zeile9:  r—s=s=1“ statt ,r —s=s"
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