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0 Introduction 

Andreev [AN], puis Thurston [TH] ont prouv6 l'existence et l'unicit6 d'empile- 
ments de cercles dont la combinatoire est celle d'une triangulation arbitraire 
donn6e J" d'une surface compacte X. Par triangulation, nous entendons iciet  
dans la suite de l'article complexe simplicial plong6 (topologiquement) dans X. 

Nous montrons que tout empilement de cercles de combinatoire 3-- est point 
critique d'une fonctionnelle F,, off a est un syst~me d'angles coh~rents de 3 
(voir w la d6finition), strictement convexe et propre sur l'espace vectoriel R s 
(ou plut6t son quotient par la diagonale), off S ddsigne l'ensemble des sommets 
de J .  

Cette propri6t6 redonne une d6monstration simple du th6or6me d'Andreev- 
Thurston cit6 plus haut et permet aussi d'obtenir l'existence de certains empile- 
ments infinis. Tout algorithme de minimisation d'une fonctionnelle strictement 
convexe peut s'appliquer pour donner un algorithme de construction d'empile- 
ments de combinatoire donn6e (comparer/t [CV 1]). 

Nous traitons le probldme analogue en gdom6trie hyperbolique dans le w 
Les r6sultats obtenus conduisent fi une preuve simple du lemme 1 de [ST]. 

Une question naturelle est de pr6ciser une d6finition plus directe que la 
n6tre de la fonction F aet peut-~tre de relier ainsi notre travail fi celui de lOPS] 
qui donne une m6thode d'uniformisation des surfaces par les extremas du d6ter- 
minant. 

L'existence d'angles coh6rents est prouv6e au w mais une d6monstration 
plus gdomOtrique provient de l'existence d'une d6formation g6od6sique de toute 
triangulation d'un polygone convexe du plan ou d'une surface compacte fi cour- 
bure de Gauss n6gative ou nulle: l'existence d'une telle d6formation est prouv6e 
dans [CV 2]. 

Le sch6ma g6n6ral r~p6t6 dans les cas euclidien et hyperbolique est, si: 
A=(Donn6e d'une triangulation g6od6sique .Y-- d'une surface X, avec ou 

sans bord, fi courbure constante), 
B=(Existence et unicit6 d'une m6trique fi courbure constante sur X avec 

un empilement de cercles pour cette m6trique de combinatoire J-), 
C = (Existence d'un syst6me d'angles coh6rents), 
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Fig. 1. un empilement plan et la triangulation sous-jacente 

alors: 

C ~ B ~ A ~ C .  

En particulier, on a ainsi un preuve d6tourn6e de l'existence de repr6senta- 
tions g6od6siques de toute triangulation d'une surface pour une m&rique fi 
courbure constante (qui d6pend de ~- sauf dans le cas plat off les g6od6siques 
sont les m~mes). 

Dans le cas oti X est un domaine du plan, on peut renforcer (B) en demandant  
que X s'identifie avec la m6trique associ6e fl l 'empilement fi un domaine p long6  

(et pas seulement immerg6) du plan. Cela est possible si on a des hypoth6ses 
de convexit6 ou de compl&ude (voir w 3). 

Remerciements. Je  remercie Alexis Marin de m'avoir introduit gl sujet et des discussions que 
nous avons eues. Merci aussi f Franfois Jaeger pur m'avoir montr6 I'utilisation g6om6trique 
du thdor~me des riots compatibles. 

1 Une fonctionelle sur respace des modules des triangles euclidiens 

Un triangle euclidien est donn6 par 3 nombres r6els>O: x, y, z, tels que les 
longueurs des c6t6s soient y + z ,  z + x  et x + y .  On introduit les variables: 

u = l o g x ,  v = l o g y  et w = l o g z .  
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Fig. 2. un triangle euclidien 
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Soient e(u, v, w), fi(u, v, w) et 7(u, v, w) les angles (dans ]0, g[)  de ce triangle, 
on a le :  

Lemme. La forme co = c~. d u + ft. d v + 7" d west ferm6e. 

Preuve. (sugg6r6e par Gilles Robert) Sir est le rayon du cercle inscrit au triangle, 
o n  a :  

r=x . t an (~ )=y . t an (~ )=z . t an (~ ) ,  

dr da ~ dfl d7 
d'ofi co = (a + fl + 7) ~ - -  c~ ~ -  p ~ -  7 s~nTn 7 en prenant les d6riv6es loga- 

rithmiques. 

D~finition. Soit /~=(eo, rio, ~o), les angles du triangle euclidien d6fini par (Uo, 
Vo, Wo), on pose: 

(u, v, w) 

L(u,v,w)= ~ (~o-cO.du+(~o-~).dv+(~o-~).dw. 
(uo, vo, wo) 

Th6or~me. fu est une fonction invariante par translation parallOle fi la diagonale 
D engendrOe par (1, 1, 1), strictement convexe sur R3/D, propre et>=O. 

Preuve. (i) L'invariance est claire, car 

l ( ~--~+ ~v + ~--~)((C~o-~)'du +(flo- fl)'dv +(7o- 7)'dw) 

=(~o +/~o +~o)-(c~+/~+ ~)=0. 

(ii) La stricte convexit6 provient des in6galit6s, qui se v6rifient par un calcul 
direct 

~ < 0 ;  ~a u~>o- 
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Fig. 3. le graphe G associ@ a une triangulation 

La matrice des d6riv6es secondes de fu admet donc pour noyau la diagonale 
de D et est d6finie positive sur le quotient;  la forme quadratique associ6e est 
en effet: 

q(u, v, w)=~-v ( v -  u) +~(w-v)Zow *-~u t u - w )  " 

(iii) On va prouver  qu'il  existe, pour tout #, des constantes A, B > 0  telles 
que, V(u, v, w), on ait: 

A(lu--vf + Iv-wl- 1)=<fu(u, v, w)<=B(lu-v[ + [v-wl  + 1). 

La majorat ion est 6vidente, car les angles sont tous born6s par ~. 
Pour  la minoration,  ~t cause de l ' invariance par  translation parall61e 5. la 

diagonale D, on peut se restreindre au plan P d'6quation u + v + w = 0. 
La fonction fu est alors strictement convexe sur P e t  y admet un point 

critique, elle est donc fi croissance au moins lin6aire dans ce plan, d'ofi les 
estimations pr6c6dentes. 

Pr6cisons g6om6triquement la notion de propret6 du th6or6me pr6c6dent: 
lorsque f,(u, v, w ) ~  +0% le triangle associ6 ~ (u, v, w) d6g6n6re au sens 

qu'iI a au moins un angle qui tend vers 0. 

2 Le cas p~riodique 

Soit ~-  une triangulation (topologique) du tore X de dimension 2. Notons  S 
l 'ensemble des sommets, E l 'ensemble des ar~tes, F l 'ensemble des faces (triangles) 
et A l 'ensemble des angles de J - .  

II est commode d'associer ~i 3 -  un graphe G orient6 (plong6 dans X), dont 
l 'ensemble des sommets est S w F  (S est plong6 comme ensemble des sommets 
de ~-, alors que F est plong6 comme un point int6rieur ~ chaque face de Y).  

L'ensemble des ar~tes est A avec, pour  ct~A, l 'origine ~o_(ct)=t si ~ est un 
des 3 angles du triangle t et l'extr6mit6 ~o+(7)=s si ~ est un des angles de 
sommet s. 
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D6finition. On dira que as ]0 ,  7~[ A est  un systOme d'angles coh&ent euclidien 
si: 

( i )  VsES, S,o+~=.~G=27z 

(ii) V teF ,  So,_~=~a~=~z. 

Un tel a existe toujours (voir w et on a un chaque fois qu 'on se donne 
une m6trique plate sur X telle que les aretes de J -  sont g6od6siques. 

A tout u e R  s, on associe la m6trique euclidienne ~i singularit6s coniques 
g. (cf. [-TV]) obtenue en recollant les triangles t de F munis de la m6trique 
euclidienne qui donne au c6t6 s s' la longueur e "~ + e "~'. 

Soit alors a un syst6me d'angles coh6rents, on lui associe la fonction F~: 
R s ~ R +, d6finie par 

f a ( u )  = 2 fNt (u t i  ' ut2'  ut3)' 
t~F 

O1] t l ,  t2, t3 sont le sommets de t et 14=(at,, at2, at3 ). 
Remarquons que la diff6rentielle dFa de F. est ind6pendante du choix de 

a: 

dF.=27r Z d u , -  Z ent, 
seS t~F 

off co tes t  l ' image r6ciproque de la forme d6finie au chapitre 1 par l 'application 
u ~ (ut,, ut2, ut~), off les ti sont les sommets de t. 

On a l e :  

Th6or6me. F. est invariante par translation parallOle f la diagonale D de R s, 
strictement convexe sur le quotient RS/D et propre. Elle admet done un unique 
(fi translation parallkle d D pros) minimum u, qui est associd gt I'unique (fi homothdtie 
prks) empilement de cercles de eombinatoire Y :  le rayon du cercle de centre s 
est e us. 

Preuve. 
( i)  Propret~: 
L'invariance par translation parall61e fi D est 6vidente. On peut done se 

restreindre au plan P d'6quation ~ u s = 0 .  Lorsque u--* oo dans P, il existe des 
coordonn6es us qui tendent vers +oo,  d'autres vers - o o .  Par connexit6 du 
1-squelette de Y ,  il y a au moins un des triangles t de F qui d6g6n6re au 
sens du chapitre 1: la fonction fu~ correspondante tend vers + oo, les autres 
6tant > 0, la fonction Fa tend vers + oo. 

(ii) ConvexitY: 
D'apr6s les m~mes calculs qu 'au chapitre 1, la forme quadratique q, associ6e 

/t la d6riv6e seconde de F. est: 

avec 

q(v~)= Z e~,~'~lvs-v~'l ~, 
(s,s')eE 

qs, s,~ = O fl"/gus + O fl"'/Ous, 
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of 1 if '  et if" sont les mesures des angles de sommets s' des 2 triangles (s, s', 
s ')  et (s, s', s'") adjacents ~t l'ar~te (s, s'). 

Cette forme quadratique admet la diagonale comme noyau et est d6finie 
positive sur le quotient RS/D, ainsi qu 'on le voit clairement sous la forme 6crite. 

( iii ) Empilements p~riodiques 
La fin de l'6nonc6 est claire, car l'6criture de la diff6rentielle dFa montre 

que les points critiques de Fa correspondent aux m6triques g, lisses et donc 
aux ernpilements p6riodiques de cercles de combinatoire ~- (cf [-CF], [TH]).  
En effet, g, est une m6trique r iemannienne plate sur le tore: l'irnage r6ciproque 
de l 'empilement sur le tore associ6 ~ cette m6trique par l 'exponentielle (qui 
est l 'application de rev~tement r iemannien universel) donne l 'empilement cher- 
ch& 

I1 faut remarquer que la classe conforme de g, est impos6e par la triangulation 
topologique donn6e sur le tore X. 

3 Domaines plats 

Une surface ~i bord simplement connexe plate n'est pas n6cessairement isom6tri- 
que fi un  domaine du plan euclidien: il suffit de penser/t  un r6gion du rev~tement 
universel du plan 6point6 qui ne se projette pas injectivement sur celui-ci. On 
a cependant le: 

Th~or~me. Soit X une surface riemannienne ?t bord, plate simplement connexe, 
complkte dont le bord est g~od~siquement convexe, alors X est isom~trique h u n  
domaine h bord, convexe, du plan euclidien. 

Preuve. Les hypoth6ses impliquent que X est g6od6siquement convexe: pour 
tout couple x, y de points int6rieurs fi X, il existe une unique g6od6sique minimi- 
sante, contenue dans l 'int6rieur de X. L'existence provient de la compl6tude, 
le fait qu'elle ne rencontre pas le bord de la convexit6 g6od6sique et l'unicit6 
r6sulte alors de la platitude. 

Cela permet d'installer sur X un syst6me global de coordonnbes polaires 

(r,O) avec O<_r<F(O). 

On peut ainsi construire un domaine du plan globalement isom6trique/t X. 

4 Le cas planaire: empilements finis 

Maintenant  ~- est une tr iangulat ion topologique finie d 'une r6gion D simplement 
connexe du plan;  on garde les notations du w mais maintenant  S = S o w S  a 
off So est l 'ensemble des sommets int6rieurs et $1 l 'ensemble des sommets fron- 
ti+re. De m~me, E = E o w E 1 u E 2 ,  off E o sont les ar~tes jo ignant  2 sommets 
int6rieurs, E~ celles joignant  un  sommet int6rieur et un sommet fronti6re et 
Ez les ar~tes de la fronti6re. 

On cherche ~ r6soudre un probl~me de Dirichlet: u I e R  s' 6tant donn6, trouver 
ueR s tel que Uls, =ul  et la m&rique g. est lisse dans D ~ 
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Fig. 4. un empilement non plong6 et la triangulation associ6e 

Les cercles de centres s e t  de rayon us forment un empilement , / t  ceci pr6s 
que les cercles fronti6re peuvent se recouper et mame que le domaine D muni 
de cette mStrique plate peut dans certains cas ne p a s s e  plonger comme un 
domaine euclidien du plan (remarque que je dois fi Yves Carri6re). On a des 
exemples de cette situation en considSrant une r6gion simplement connexe com- 
pacte du revStement universel plat du plan 6point6, triangul6e par l ' image r6ci- 
proque du r6seau 6quilat6ral, ou mSme plus simplement en considSrant la tri- 
angulation suivante sans sommets int6rieurs, et pour laquelle le probl6me de 
Dirichlet est tout r6solu. 

On a l e :  

Th~or~me. Sous les hypotheses pr~c~dentes, il existe un u unique tel que Uls~ =ul  
et guest lisse dans D ~ 

Preuve. D'apr~s [ T U ]  (ou [CV 2]), 3 -  admet une d~formation g6od6sique. On 
choisit le syst6me d'angles coh6rent d6fini par cette d6formation g~od6sique. 

La preuve est alors une adaptat ion du cas p~riodique: on a une fonctionnelle 
Fa: Rs~ associ~e /~ ce syst~me a d'angles coherent, obtenue en figeant les 
coordonn6es relatives fi $1. Cette fonctionnelle est propre (sans passage au quo- 
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tient) et strictement convexe; la forme quadratique associre ~t la drrivre seconde 
de F, est: 

2 q(v~)= ~ c~,~,(v~--v~,)2+ ~ c~,~,v~, 
(s, s ' ) eEo  (s, s ' )eEa 

off les Cs,s, sont>0,  qui est d6finie positive. 

Corollaire (Empilements sur la sph6re). Si ,Y- est une triangulation de la sphbre 
S z, il y a un empilement de cercles, unique it transformation de Mb'bius pros, 
de combinatoire dOfinie par g- 

Preuve. I1 existe une projection st6r6ographique qui envoie 3 cercles 2 b, 2 tan- 
gents ext6rieurement de S 2 sur 3 cercles de rayon i du plan: on est ainsi ramen6 
~t un probl6me de Dirichlet du type pr6c6dent, 06 $1 est form6 de 3 sommets 
et ul=(0,  0, 0). Cet empilement est plong6, d'apr6s le w car le domaine D 
est bord6 par un triangle euclidien (donc convexe). 
On peut aussi rbsoudre un probl6me de Neumann: 
on se donne une triangulation ~-- d'un polygone P convexe du plan euclidien 
telle que le bord de J soit le bord du polygone P et que les sommets de 
ce bord soit ceux de P. On a alors le: 

Th/~orbme. Sous les hypothbses prOcbdentes, il existe un empilement de cercles 
dans le plan, unique it dilatation pros, tel que la triangulation gkodOsique associbe 
it cet empilement soit une triangulation d'un polygone P1 ayant les mdmes angles 
que P (et donc convexe et plongb). 

Preuve. On utilise d'abord le rrsultat de [TU] (voir aussi [CV 2]) qui permet 
de rendre ~-- grodrsique sans changer les sommets du bord. Ce rrsultat de 
Tutte est un analogue discret du throrrme de Choquet [CH]. 

La drmonstration est alors la m~me que dans le cas prriodique, fi partir 
du systrme d'angles donnrs par la triangulation J-  rendue g6odrsique et sans 
condition au bord. La nullit6 de la diffrrentielle de Fa par rapport aux variables 
us pour s sommet du bord assure la conservation des angles (qui joue le m~me 
r61e que 2n pour les sommets intrrieurs). 

On pourrait englober ces rrsultats, construisant des mrtriques g, ayant les 
m~mes angles coniques que ceux d'un systrme d'angles donnr, ne vrrifiant pas 
nrcessairement la condition de somme 2n aux sommets. 

5 Le cas des surfaces d caract~ristique d'Euler < 0 

Soit X une surface compacte de caractrristique d'Euler < 0 et ~- une triangula- 
tion topologique finie de X. Pour faire une construction analogue ~t celle du 
w il faut d'abord obtenir une fonctionnelle analogue fi fu dans le cas hyperbo- 
lique. 

Soient donc y + z, z + x et x + y les longueurs des c6trs d'un triangle hyperbo- 
lique d'angles ~, fl, y~]O, n[, on a le: 

Lemme. La forme 
dx  dy dz 

o g = c ~ + f l ~ + y  sinh(z) 

est ferrule. 
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Preuve. C'est un calcul sans malices fi partir des formules de la trigonom6trie 
hyperbolique (voir [BN] p. 148): 

cosh c = cosh a. cosh b -  sinh a. sinh b.cos 7 

sin ~ _ sin/3 sin 7 
sinh a sinh b - sinh c 

07 et on v6rifie que: En effet, il suffit de calculer ~-x 

1 07 2sinh y 
sinh z 0x - sinh b.(sinh a . s inh  b-sin 7) 

et donc par sym6trie: 

1 0 7  _ 1 0 ~  

s inhz  0x s inhx  0z" 

+~ dt 
Soit ~o(x)= ~ s inh~'  on param6tre les triangles hyperboliques (ayant 6ven- 

x 

tuellement 1 ou des sommets ~i l'infini) par 

(u = ~o(x), v = q~Cy), w = ~0(z))+Q= [-0, + + [ a  

et on d6finit, pour p = ( % ,  rio, 7o), angles du triangle hyperbolique d6fini par 
(Uo, v0, Wo)+~2, la fonction gu(u, v, w) par les conditions: 

d g u = ( ~ - % ) d u + ( f l - f l 0 ) d v + ( Y - 7 o ) d w  
et 

g~(uo, Vo, Wo) = 0. 

Th+or+me. La fonction g, est strictement convexe, >0,  et propre sur ~2. 

Preuve. Le seul probl6me est de v6rifier la stricte convexit6; utilisant la formule 
de Gauss-Bonnet,  A = a i re(T)= + - m - / ~ - 7 ,  il vient pour la forme quadratique 
q associ+e ~ g~: 

q(U, V, W)= - ~ v  ( V - U ) 2 - ~ w  ( W -  V ) Z - ~ u ( U -  W)2 

OA U2 ~A V2 OA W2 
~u -~vv -~w  

II suffit alors de v6rifier les in6galit6s: 

0~ OA 
8x ~ ! < 0 '  ~yy>0 et ~ -x>0 .  

Remarque. La fonction guest lisse jusqu 'au  bord de •. Son prolongement analy- 
tique h R 3 doit pouvoir s'interpr~ter fi l'aide de l'espace des modules des "trian- 
gles" ayant un ou plusieurs angles ouverts (quadrilat6res, pentagones ou hexa- 
gones). 
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On a maintenant le: 

Th/~or+me. Soient X une surface compacte de genre > 2 et J une triangulation 
topologique de X ,  il existe sur X un unique empilement de cercles pour une mOtrique 
fi courbure - 1 bien d~termin~e. 

Preuve. C'est la m~me id6e que dans le cas des tores (w ~ partir d 'un syst6me 
d'angles coh6rent hyperbolique (voir w on construit une fonctionnelle G sur 
[0, + ~ [ s  qui est strictement convexe et propre. Le point critique de cette 
fonctionnelle d6termine les rayons des cercles de l 'empilement cherch& 

Corollaire. On peut rendre g~od~sique toute triangulation topologique d'une surface 
de genre >2, pour une m~trique fi courbure - 1  (que l'on ne peut pas imposer 
pa la m~thode proposOe). 

Ce corollaire peut ~tre vu comme l 'analogue discret de IS-Y] .  

Remarque. On peut penser cet empilement comme un empilement de cercles 
euclidiens dans le disque unit8 de C p6riodique par rapport  a l 'action d 'un 
groupe fuchsien cocompact,  en effet pour la m6trique de Poincar6 du disque 
les cercles hyperboliques sont aussi des cercles euclidiens, on ne peut cependant 
pas travailler directement dans un contexte euclidien car il n'y a pas de syst6me 
coh6rent d'angles qui soit p6riodique par rapport  h l 'action du groupe fuchsien. 

Une extension aux groupes de type fini non cocompacts ne devrait pas 
poser de probl6me, une fois la fonctionnelle gu 6tendue ~ R 3. 

6 Empilements infinis 

Soit maintenant  ~-  une triangulation localement finie, sans bord, d 'un ouvert 
co du plan euclidien. 

Soit a un syst6me d'angles coh6rent pour 9- :  il en existe d'apr6s [TO 1], 
th. 8.6 et 7.4, si J -  est propre (les sommets ne s 'accumulent que vers l'infini 
du plan), car alors J -  peut ~tre rendue g6od6sique. 

Soit, si S est l 'ensemble (infini) des sommets de J ,  

F~: RS--* [0, + o o ]  

la fonctionnelle construite comme plus haut (cas euclidien). 

D/~finition. u ~ R  s est dit a-bornO si Fa(u)< ~ .  

On a l e :  

Th/~or+me. S'il existe uo~R s, a-bornO, alors il existe u ~ R  s unique (fi translation 
pros parall~le dt la diagonale) tel que 

i) la m~trique gu est plate, 
ii) u est a-bornO. 

Preuve. Soit 

K =  {u~RS]Fa(u)<F~(uo) et U,o=0 }, 

off So est un sommet de Y choisi une fois pour toutes (normalisation). 
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Alors K est un compact  (non vide, car contenant  u0) pour la topologie 
induite par la topologie produit  de R s. En effet il est clair que K est ferm6 
(car F, est semi-continue inf6rieurement sur R s, comme somme de fonctions 
> 0 continues: les fur) (t triangle de J-). 

De plus chaque composante de u est born6e sur K:  chaque fu, 6tant born6e 
sur K, les lus-us,  I sont born6es pour chaque ar~te, et par connexit6 tous born6s 
puisque Uso = 0. 

Maintenant,  il est clair que F~ atteint son minimum sur K (car Fa est s.c.i.). 
La m6trique gu associ6e ~t ce minimum est plate, comme on peut le voir 

par variation individuelle des us. 
L'unicit6 r6sulte de la stricte convexit6 de F a sur le convexe K. Soient en 

effet ul, UzEK, et ~o(x)=F,(xul + ( l - x )  U2). La fonction ~0 est convexe sur [0, 
1], comme somme de telles fonctions. Si elle n'6tait pas strictement convexe, 
aucune des composantes ne le serait ce qui impose pour chaque triangle que 
ul et u2 ont marne diff6rence aux 3 sommets de t. Globalement,  de proche 
en proche ul et u2 ont une diff6rence constante et sont donc 6gaux, car nuls 
en So. 

Applications ~ des empilements infinis 

Soit go un empilement de cercles infini associ6 ~ une triangulation J o  g6od6- 
sique d 'un ouvert  co du plan euclidien. On a l e :  

Th~or+me. Soit J u n e  modification g~od~sique fi support compact de 3-o (c'est-~- 
dire que 3-- et J-o coi'ncident hors d'un compact de co), alors il existe sur co une 
m~trique plate g, et un empilement de cercles g pour la m~trique g, de combinatoire 
3-  uniques (a dilatation pros), tels que u est a -bornO, off a est le systOme d'angles 
associ~ fi la triangulation g~odOsique Y .  

Preuve. On peut appliquer le th6or6me pr6c6dent en prenant Uo coincidant au 
voisinage de l'infini avec y o u r  s~ d6fini par l 'empilement ~o et pour a l e  syst6me 
d'angles donn6 par la triangulation g6od6sique 3- :  on a alors F~(uo)< oo, car 
cette somme n'a qu 'un nombre fini de termes non nuls. 

I1 n'y a aucune raison a priori pour que (co, g,) soit isom6trique ~ un ouvert 
du plan euclidien (voir w 3), c'est cependant vrai dans le cas des: 

Th/~or+me (cas euclidien). Si co est le plan, que 9-o est de degrO (valence) bornO 
et que 

Uo ~ l ~176 (So), 
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alors l'empilement o v est un empilement de cercles plongO dans le plan euclidien 
et la triangulation sous-jacente est une triangulation propre du plan. 

Preuve. Le ring lemma de [R-S]  et l'hypothSse de valence born6e impliquent 
que pour l 'empilement g on a ( u , - u ~ , ) s V ( E )  (off E est l 'ensemble des arates 
de Y). On en d6duit que u a-born6 6quivaut ~t 

2 {(Us--Hs')--(HOs--uO)} 2<00" 
(s, s')~E 

En effet, on a une estimation: 

f g ( u , / ) ,  W) ~ C .  {((u - - / ) )  - -  (u  0 - -  Vo)) 2 -J- ((v - -  w) - -  (/)0 - -  Wo)) 2 ~- ((w - -  u )  - -  (w 0 - -  Uo))2}, 

uniforme lorsque (u, v, w) et (Uo, v0, Wo) restent dans un compact de R3/D. 
D'ofl l 'on d6duit par  Cauchy-Schwarz que: 

lu, I =0(Jl/~) 
(avec [rsH =dis tance  combinatoire ou distance euclidienne initiale sur co, car 
elle lui est 6quivalente, u o 6tant born6). 

On en d6duit l'6criture: 
g.=e~(=)[dz + #(z) df[ 2 

avec q~(z)= O(]/~]) (croissance de (us)) et #(z) tend vers 0 quand z tend vers 
l'infini (car 

(u,-uA-(Uo.-Uo, A 

tend vers 0 quand l'ar~te (s, s') tend vers l'infini). 
R6solvant l '6quation de Beltrami pour la fonction # [ALl,  on a un diff6o- 

morphisme 0 du plan tel que: 

O*(g.)=e*'[dz[ 2, 

avec (Pl harmonique (car g, est plate), ~i croissance sous-lin6aire (th6or6me de 
Mori, [AL],  p. 47, appliqu6 au voisinage de l'infini, avec K voisin de 1), donc 
constante. Donc (~o, g.) est isom6trique au plan euclidien. 

Th/~or~me (cas hyperbolique). Si co est le disque, on considOre la triangulation 
hyperbolique associOe fi o~o (triangulation gOod&ique pour la m~trique de PoincarO 
du disque), et on suppose qu'il existe un hombre r > 0 ,  tel que les rayons des 
cercles hyperboliques de #o soient minor& par r. Alors l'empilement • est plong~ 
et la triangulation sous-jacente est une triangulation propre du disque. 

Preuve. L'hypoth6se faite implique que les rayons des cercles de g sont born6s 
inf6rieurement par une constante > 0  (minoration uniforme des gu par  C. 
sup(4]U-Uol l - l ,0 ) .  Puis q u e  x~]]Us--bls, ol[2<O0, car les d6riv6es secondes des 
gu sont alors uniform6ment minor6es. On en d6duit que les m6triques ge et 
geo ont un  rapport  qui tend vers 1 fi l 'infini: la m6trique ge est donc compl6te, 
et par suite isom6trique ~t la m6trique hyperbolique du disque, ce qui donne 
le r6sultat. 
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7 Existence de syst6mes d'angles coh6rents 

Thbor+me. Soit 3- une triangulation topologique d'une surface compacte X sans 
bord d caract#ristique d'Euler<O, il existe un systkme d'angles coh6rents pour 
Y .  

Preuve. Elle utilise le th6orame du riot compatible, qui assure, sous une hypoth6se 
simple, l'existence sur un graphe orient6 donn6 d'un courant global dont  l 'inten- 
sit6 dans chaque branche doit &re dans un intervalle ferm6 donn6 (cf [BE], 
chap. 5). 

Ici le graphe est G' fabriqu6 /t partir  de G en ajoutant un sommet 0 et 
des ar~tes (0, t) pour tout t eF  et (s, 0) pour tout seS. 

Les ar6tes ne contenant pas 0 sont parcourues par un courant d'intensit6 
6gale/l  la valeur de l'angle. 

i) Caract6ristique d'Euler nulle 

Dans ce cas on impose au courant  d'etre dans ] - o o ,  n] pour les ar~tes (0, 
t), dans [e, + ~ [  pour  les ar~tes de G, avec e=n/31FI, et dans [2n, + o o [  
pour les ar&es (s, 0). 

Un  tel courant est visiblement 6quivalent fl la donn6e d 'un syst6me d'angles 
coh6rent. En effet, la somme des angles pour chaque triangle est =< n, mais la 
loi de Kirchoff en O et la formule d'Euler ([S[=2[F[ pour une triangulation 
du tore) oblige cette somme fi valoir n. Pour la m~me raison la somme des 
angles par sommet vaut 2n. 

Les angles > e sont alors < n, puisque leur somme par triangle vaut n. 
L'hypoth6se du th6or6me du riot compatible est que pour toute pattie Z 

de l 'ensemble des sommets de G', la somme des majorants des courants sortants 
de Z est sup6rieure ou 6gale fl la somme des minorants des courants entrants. 

II y a 2 cas fi consid~rer: 
1) O~Z 
Ce cas est tr6s simple. 
2) OeZ  
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Notation: on note IX---, Y] le nombre d'ar~tes de G' ayant leur origine dans 
l'ensemble des sommets X et leur extrOmit~ dans l'ensemble Y 

Soit Z = {0} ~ B w C, oti B e t  C sont comme plus haul. On n'a rien ~i v6rifier 
si [B ~ S\C] > 1, car on a alors + ev 5. gauche de l'in~galit& Dans le cas con- 
traire, on 6crit C =  C1 ~ Cz, off C1 est l 'ensemble des sommets de triangles de 
B et C2 les autres sommets de C. On dolt v6rifier: 

IF\BI > 2 ~ISk CI + e [ F \  B ~ C]. 

Comme 21Sl= IF[, it reste: 

21CI>--_IBI+c'[F\B~C], 
a v e c  ~' ~ 8/7~. 

Soit Y le sous-complexe de ~ ,  reunion des triangles de B, E~ les c6t~s 
bordants et E z les c6t6s int6rieurs de Y. Soil N le nombre de cycles du bord 
de Y. 

On a: 

z(Y) = I B I -  IE~ I--IEz I + I f ,  I 

O=3IBI-IE~I-2IEzl  
D'ol~l: 

2 [C 1 l--IBL = LE11+ 2 X (Y), 

L'inhgalit6 ~ vhrifier devient donc:  

21Cz]+IEII+ 2 z ( Y ) > e ' [ F \ B ~ C ]  

Si on compl6te Y e n  ajoutant un disque d chaque composante du bord on 
obtient Yavec ;((~ ')>0 et z ( Y ) = x ( I ' ) - N .  Comme I E t I > 3 N  (car dans un com- 
plexe simplicial, 2 ar&es ont au plus un point  commun), il reste: 

2 1 C 2 I + N > e ' [ F \ B ~ C ] .  

Ce qui est visiblement assurO pour  lee  choisi. 

(ii) Caractkristique d'Euler < 0 

On utilise la mOme stratOgie, mais la contrainte sur les ar&es (0, t) devient 
maintenant  l 'appartenance 5. ] - oo, n - e l .  II est clair que cela impose aux angles 
de chaque triangle d'etre ceux d 'an  lriangIe hyperbolique. 

La contrainte sur les ar~tes (s, 0) devienl l'6galit6 g 2~z. 
La d6monstrat ion est semblable saul que l 'on ulilise les relations 

2IS[- IFI=z(X)  (au lieu de 2 [ S [ - [ F I  =0) el %(~)> ;((X)(au lieu de Z(Y) >0). 
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