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Résumeé. On sait que les positions d’équilibre relatif dans le probléme des trois corps, ou les corps se trouvent
aux sommets d’un triangle équilatéral, existent lorsque les masses sont quelconques; tandis que pour n = 4
(voir [3]) et pour n = 5 (voir [4]), les positions d’équilibre relatifs, ou les corps se trouvent aux sommets d’un
polygone régulier de n cotés, existent seulement si les masses sont égales. L’objet de cet article est de montrer
que ce dernier résultat est vrai pour tout n > 4.

Abstract. It is known that in the three body problem, the equilateral configuration of relative equilibrium
exists for all values of masses, while in the n-body problem, for n = 4 (see [3]) and n = 5 (see [4]), the position

of relative equilibrium where the bodies are at the vertices of a regular polygon with r sides, exists only if the
masses are equal.

We prove in this paper, that this last result is true for all n > 4.

1. Introduction

Considérons n corps M,, M,,..., M, de masses respectives m,, m,,...., m, SOUMIs
dans le plan R? aux attractions newtonniennes mutuelles. Supposons que le centre des
masses soit fixe a I'origine O du plan.

Pourtouti=1,2,...,n,q,désignerale vecteur OM de composantes (x>~ !, x*'). Soit

ct
Ajj={xM?*"|x;=x;}. Notons A= U A;;

L
1<i<j<n

Le hamiltonien H est
H:(M*"—A)x RS R

(x, y) > H(x, y) =3llylI> — Ul(x),
ou

n

P = Y m O + ()], si xe M,

n

]
Iyll* = Z . [(yai- 1)2 +(y2:)°1,

i=1 M
ou
Pi=(Vai—1, V) € Rz,
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avel

dg;
bdt’

p; = m,;

= Z mi'mj/rij(x)a

i<j
ou r;;(x) = |q; — q;| est la distance entre les corps M; et M ;:
rij(x) — [(x2i— 1 x2j—- 1)2 4 (x2i . x2j)]1/2.
Un point x = (x%, ..., x*")=(q, 4,5 - . ., q,) de (M?" — A) est un point d’équilibre relatif
¢l existe un groupe a un paramétre ¢, de rotations du plan R* tel que
[9:(q1), 0.(a2), - - -, 0.(q,)]

soit solution du systeme d’équations de Hamilton:

dx* O0H dy, oH
= =—— i=1,...n

dt oy, dt ox"’

L’ensemble R, des points d’équilibre relatifs est invariant par rotation dans R* et par
multiplication par un scalaire non nul. Le quotient R, de R, par S* et par R™ est
I'ensemble des classes d’équilibre relatif.

2. Mise en Equations
Soit S = {xe(M?*"— A)|| x|| = 1}. On sait (voir [5]) que x€ S est un point d’équilibre
relatif s1 et seulement si x est un point critique de 'application:

V:S->R
X ) m; - m;/r;{x)

1<j
qui est la restriction a S de la fonction de force U.
Ainsi tout point critique de S doit vérifier:

(E): dV(x) + (@/2)d(ll x| — 1) + ﬁ'd(i my- X" 1) + V‘d<i mix2i> =0,

ou o, B et y sont des constantes a déterminer. Or, on a

_Z l Jdr X Z 21 1 xzj—l)d(xZi—l_XZj—1)+

l<_] l_] 1<_] i )

4+ (le . ij) d(xzi . ij)]

—_ _ Z [(xfli—l _x2j—1)dx2i—1 4+

[ <j

+(x2j—1 _x2i—1)dx2j—1 + (x2i_ ij)dXZi +

) . _m-m;
+ (x¥ — x*)dx¥] 5,
rij(x)
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d’ou

—Z m; J[ 2i—1 xzf_l)dx:"i_l+(x2i~x2j)dx2i].

E lj )
On a aussi

n

d(“x Hz . 1) — 2 Z mi(XZi—l dxzi—l 4+ XZidxzi),

i=1

d( Z mixzi—1> _ Z m, dx2 1

i=1 i=1
n n

d{ > mix2‘> = > m,dx*".
i1 i=1

On obtient alors en identifiant dans (E) les coefficients de dx?'~! et de dx?' a zéro

n

m. : . :
_ 3 J (x21—1_x21—1)+o(/x21—1 +,B-_—0
J#i
—Z 2o x4+ a'x? 4y =0
i ru(x)
J;él

Ce systeme d’équations s’ecrit

(Ei):— I (qi_q')+a,qi+u—_—0 i:1727°~->n3
jgl "?j(x) ’
J#i

m

ou u=(B,y)e R

On en deduit en multipliant (E;) pa m; et en sommant pour tout i = 1, 2,...,n:

—Z j(qz_qj'*'azqu'{"uu—o

P#j i' ) i=1
ou u=2i_,m,douu=0. Ainsi (E;) devient

m.

(Ei):_ / (qi—q')+a/qi:Oa i:1927"-an3
jgl r?j(x) !
Jj#i

avece

n

Zmiqi=0 et z lqzlz’

i=1 i=1

Pour determiner la constante o' multiplions les deux membres de (E,) scalairement par
m; q; €t sommons pour tout i, on obtient:

<Zmi|q¢'|2)a/:_z Z ’<q1—ql,q>

i=1 '—1 _]_1 r
Jj#i




134 B. ELMABSOUT

m,m,
——Z J<q}_q”q>_z 3 J<qj_qi7qi>a
i<j i ) i>j ij( )
mais le deuxieme terme du dernier membre s’écrit en permutant i et j:
m.m. m,m;
DV R C I P Il Vi e /R Bl 102
_)>1 lj 1<_) l_]
d’ou
m.-m.
- g~ gt — 4 = — = V(x).
Z:J (x) ! ! lgj rij(x)

3. Recherche des Solutions ou les Corps sont aux Sommets d’un Polygone Regulier

On va se limiter dans la suite a la recherche des solutionsde (E,),i =1, 2,..., n, ou les
corps M, M,,..., M, se trouvent dans I'ordre aux sommets notés ausst M,, M,,...,
M, d’'un polygone régulier de n cotés. Soit O’ le centre de ce polygone, et soit
g;i=0M,i=1,...n

Pour des raisons de symétrie supposons que M, m,, g; et q; soient définis pour tout
ie N, en posant Vie N

/ /
M, =M;, m=m;, q,=¢;, 4q;=4(q,

ou i = i modulo n.
Notons ¢’ la longueur commune des g;. On a

’ 2 12 1
— Z m;-q;, et 0'0°=gq'*——, car
:ujl :u

n

IxI2=1=Y m|00" + g}|> = u00"> + uq’* + 2< Y. miq2,00’>
i=1

= 100" + ug'? — 2400 = p(q'* — 00'?).

sin[—TE(i —j)Jl, ii=1,...n
n

On a aussi

= Igi— ¢l =2q"

Les equations (E;) deviennent:

n

. : d q ql o m; q ) —
j; |sin’ [n/n(i — J)]l Z !
J#i
2": migi —q;)  8d'q q> Z": )= 0
/=y Isin®[m/n(i — j)]| Bz ’
j#i
d’ou en notant o = — (8/u)a’ - q'>:

I
W
=

n 1 .
Z [“ " sin®[w/n(j - i)]l] -
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ainsi
(Ei) Z mi(q; — qj)o;—; = 0,
%
avec
1
o, =0 + — kel.

sin? (kn/n)
Afin de simplifier les conditions (E;) observons que les g; vérifient la relation
Gi+2 +qi=2cos2n/n)q;+, Vi=1,...n
C’est une équation aux différences finies dont la solution est

q; = a, cos(2in/n) + a, sin(2in/n), VieN,

ou a, et a, sont des vecteurs indépendant de i que 'on peut calculer en fonction de g, et
de g, pour r et k fixés entre 1 et n,r # k. On trouve

a, sin[2(k — r)yn/n] = q, sin(2kn/n) — q; sin(2rn/n),
a, sin[2(r — k)n/n] = g, cos(2kn/n) — g} cos(2rn/n),
d’ou pour tout i =1,...,n

, 1
4= sin[2(k — r)nt/n]

— {q; sin[2(r — i)m/n] + g, sin[2(k — i)n/n]}

Substituons g; et q;en fonction de g, et g, considérés comme deux vecteurs lineairement
indépendants du plan, dans (E;). On trouve alors en annulant les coefficients de g et de

q,:

(H,,): i mjocj_i{—sin[2(k — in/n] + sin[2(k — j)n/n]} =0
(K,.): i m;o;_;{sin[2(r — i)n/n] — sin[2(r — j)m/n]} =0

On constate que (H,,) ne dépend pas de r, (K,,) ne dépend pas de k, et que
(K,,,) = (H,,). Ainsi on a une seule équation

(Hi ): i m,o;_{sin[2(k — i)n/n] — sin[2(k — j)n/n]} =0

pouri, k=1,..., n
On remarque que pour k = i, (Hj ) devient

(K;): ). m;o;_;sin[2(j — hn/n] =0, i=1,....,n
it
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Posons k =i + r, on a alors

(Hiy+i): ), mya;_{sin(2rn/n) — sin[2(i — j + r)n/n]} = 0
pouri=1,...,netr=—-mn-1), —(n—2),...,0, 1,..., (n—1); mais (H; ,+,+i) =
(Hi,+i) donc 1l suffit de prendre r = 1, 2,..., n. Ainsi (Hi,,“) pour i,r =1,..., n, est

equivalente aux deux relations:

(K;): Zma ;sin[2(j — n/n] =0, i=1,...,n,

J#l

(L,): Z mo;_ {1 —cos[2(j —iyn/n]} =0, i=1,2,....n

J#l

En résumé on peut énoncer:

PROPOSITION 1. La configuration d'équilibre relatif, ou les M, se trouvent aux
sommets d'un polygone régulier de n cotés, existe si et seulement si les relations (K;) et (L;)
sont vérifiées pour tout i =1, 2,..., n.

REMARQUE. On peut facilement vérifier que les relations (K ;) et (L;) sont satisfaites
pour tout n lorsque les masses sont €gales. Cela permet de retrouver le résultat suivant
déja connu (voir [6], p. 255):

Lorsque les masses sont €gales, les configurations de I’équilibre relatif ou les corps sont
aux sommets d’un polygone régulier de n c6tés, existent pour tout n.
Nous supposons, dans la suite, que les masses sont quelconques.

4. Cas ou les Masses sont Quelconques

Supposons n = 4. Nous avons le résultat suivant:

PROPOSITION 2. Les configurations de l'équilibre relatif, ou les n corps se trouvent
aux sommets d'un polygone regulier de n cotés, existent seulement si les masses sont
égales.

REMARQUE. Ce réesultat est connu pour n =4 et n = 5 (voir [2], [3] et [4]), alors
que pour n = 3 (voir [1], [2]) les configurations d’équilibre relatif ou les corps sont aux
sommets d’un triangle équilatéral, existent sans conditions sur les masses

Preuve de la proposition 2. (a) Compte tenu des résultats précédents, il suffit de
montrer que si les conditions

n

(K;): >, mjo;_;sin[2(j — i)n/n] = 0

j=1
J#I

Zn: mo;_; {1 —cos[2(j — i)n/n]} =0
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sont vérifiées pour i = 1, 2,..., n, alors on a forcément
m, =m, =...=m,.

En posant k = j — i, les relations (K;) et (L;) deviennent respectivement:

-1

N om0 sinQkn/n) + ) my o sin(2kn/n) =
1

k=1-1 k=

i m, ;0 [1 — cos(Zkn/n)] + nil m, ;o [1 — cos(2kn/n)] = 0.

k=1-—i k=1

Mais en posant j =n + k les termes de gauche de ces deux relations s’écrivent
respectivement:

n—1 n—1

Z m—n+j+l<x Sln(Zjn/n), et Z aj'm—n+j+i[1 o COS(ijC/n)]

j=n—i+1 j=n—i+1

ilors les relations (K ;) et (L,) sont équivalentes a

n—1
)Y m;. ;o sin(2jm/n) =
j=1
n—1

(L): Y mya g0 [1 — cos(jm/n)] =
j=1

(b) Posons [, =m, ., —m,, VkeN, dou ], ,, = [VkeN, et

I1 suffit de montrer que les conditions (K;) et (L;), pour i = 1,..., n, entrainent que
[, =0, pour tout ke N.

Or en utilisant (K;) et (K;.; ), (L;) et (L;+1), on obtient:

n—1

(K?): ), Ly 0sin(2jm/n) =

Jj=1
n—1

): Y Ly opsin?(jn/n) =

j=1

pouri=1,2,...,(n — 1),et méme pour tout i € N en tenant compte du fait que [ . =1
pour tout ke N,

Les relations (K/ ) et (L), ie N forment un systéeme d’équations lineaires récurrentes.
Pour achever la démonstration de la proposition 2, il suffit de montrer que la seule
solution!,, l,,...,de ce systéme, telle que les [, soient finisavec ], ,, = [, pour tout ke N,
est la solution identiquement nulle.

On constate que r'* P(r) et s'- Q(s), ou

n—1 n—1

P(ry= Y ria;sinQ2jn/n) et Qs)= ), s'a;sin’(jn/n)

j=1 j=1

sont les polynomes caractéristiques respectifs de (K ;) et de (L), obtenus en substituant
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[, par r* et par s* dans (K7) et dans (L{) respectivement. On remarque qu’une racine
nulle du polynome caractéristique d’une équation aux différences donne une solution
particuliére nulle, donc il suffit d’étudier les racines non nulles de P et de Q. On a

n—1 n—1

P(1/ry= > (1/rM)a;sinQjm/n) = (1/r") Y. r" "’ a;-sin(2jn/n)

-1

= (1/r") Z rla;-sin[2(n — j)n/n] = —(1/r"): P(r).

Jj=

Ailnsi si r # 0 est racine de P, (1/r) I'est aussi et 'on a
P'(r) =r""2P'(1/r),

donc si r est une racine de P de multiplicité 2 alors (1/r) I'est aussi. Par récurrence sir est
une racine de multiplicité k de P, supposons que (1/r) est de multiplicite k et que

P(k)(r) — (_ 1)k+1 rn—2k P(")(l/r),
ou P® est la k éme dérivée de P. Alors on a
P¥* D)y = (=1 Y (n—=2k)PY(1/r)rm 271 PO /r) +
'+‘(— 1)k+2rn—2k—2 P(k+ 1)(1/,.),
or P¥(1/r) = 0 si P®(r) = 0, ce qui donne si r est de multiplicité (k + 1):
P(k+1)(l‘) — (_ 1)k+2 rn—ZkP(k+ 1)(1/’,).
Donc la récurrence est vraie pour k + 1, et 'on a
P(k)(r) — (_ 1)k+ 1 rn—2k P(k+ 1)(1/7.),

pour tout k sir est.une racine de multiplicité k de P. Cela entraine que si r est une racine
de multiplicite k de P alors (1/r) est de multiplicité k, pour tout k.
Le méme raisonnement permet d’affirmer que si s est une racine de multiplicite k de
Q alors (1/s) est de multiplicité k aussi, car Q(1/s) = (1/s")Q(s). Soient r;, 1/r;,j = 1,...,p
les racines non nulles de P, p; Pordre de multiplicit¢ de r; et de 1/r;. [On a
2P_1p; < (n—2)]. La solution geénerale de (K7') s’écrit:

ou P; et P; sont des polynomes, de degré (p; — 1) en k, dont les coefficients sont des
constantes arbitraires. Mais nous cherchons des solutions bornées pour tout k, ce qui
donne, en utilisant le fait que 'exponentielle 'emporte sur la puissance, la forme de la
solution admissible de (K7):

p’ p
_ k k = .~k
j = J=p'+1
our,,r,,...,r, désignent les racines de P de module <1,etr, ,,,...,r, designent les
racines de module égala 1,ouc, ,,,¢, ,,...,c,,C,sontdes constantes. D’autre part la
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condition [ ., = [, donne pour tout k:

1=

p
[Pi(n+ k)t — P,(k)]rs + Y ek —1) + &rikry" —1) =0

1 j=p +1

j
ce qul entraine:

(1,): Pn+k)ri —Pik)=0, Vk=12,..., etVj=1,...p,

2):cfrt—1)=0, (3,):&r;"—1)=0, Vj=p +1,...,p.

Posons P (k) = /=5 p;k', alors (1;) donne
i—1
(1;): pu(rj — Dk* + 1} Z Cf-Pj,Klni_l =0,
=0

i!

Vi=1,...,p, Vi=0,..,(p;—1), ou C{:l!(i—l)!'

Or ici |r;| <ldonc rj — 1 # 0, alors p;; # 0,
pouri=0,1,...,(p;—1),Vj=1,...,p, dou

P.(k)y=0,pourj=1,..., p".

J
Les conditions (2;) et (3;) donnent ¢; =0, et ¢; = 0, si

r # 1, d’ou 'expression de la solution:

p

L=, (crh+¢crih),

J=pr+1

n __
rj—l

la sommation se faisant seulement pour les j tels que rj = 1.
Autrement dit la solution générale admissible des (K;) est de la forme:

p
ML= ), (c;rk +¢;r%);
Jj=1

ou selon des nouvelles notations r,7,,...,r, désignent les racines distinctes de P telles
quer;=1pourj=1,..., p.

La méme méthode appliquée a I’équation (L;) permet d’écrire la solution générale
admissible de (L;) sous la forme:

q
(M): [, = Y cish+ ¢s;k,
j=1

ou s,,5,,..., S, sont les racines distinctes de Q(s) telles que s} =1 pour j = 1,...,4.
Il nous reste a identifier I, et [, donnés par (I) et (IT) respectivement, pour tout k. Cela
entraine que ¢; = ¢; = 0, s'il n’existe pas un nombre he {1,2,...,q} tel que r; =S5, 0u
r;=1/s,, et que ¢; = ¢; = 0, s’il nexiste pas te{1,2,...,p} telque s, =r,ous; = 1/r,.
Autrement dit on aura [, = 0 pour tout k si P et Q ne possedent pas de racine
commune de la forme: exp(2jin/n) avec je {0,1,...,(n — 1)}, oui = \/jl Pour cela il
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suffit de montrer qu’il n’existe pas d’entier k tel que I'on ait en méme temps
n—1
(EI): ) o;-exp[2ki(j — 1)7/n]-sin(2jn/n) =

j=1

et

(E2): Z o;-exp[2ki(j — 1)m/n]-sin’(jn/n) =

j=1

On constate que (EI) s’écrit sous la forme
(E3): R(n,k +1) = R(n,k — 1),

avecl

-1
R(n, k) = Z o ;- exp(2kjin/n)

Jj=

— —u+ Y exp(kjinjn)sin® (jnjn)

j=1

alos que (E2) s’écrit:
(E4): 2R(n, k) — R(n,k +1) — R(n,k — 1) = 0.
On en déduit
(ES): R(n,k — 1) = R(n, k) = R(n, k + 1),
qui S’écrit aussi:
”il exp[2(k — 1)jin/n] "il exp(2kjin/n) "' exp[2(k + 1)jin/n]
= sin(jn/n) = osin*(nm) & sin(jn/n)

7]

Mais:
— le premier et le dernier membre de (ES5) donnent:

(E6): "il exp(ij?n/n).-sin(Zjn/n) _o.

= sin>(jn/n)

— le premier et le deuxieme membre de (ES) donnent:

E7) "il exp(2kjin/n)-[1 — exp(2jin/n)]

j=1 sin®(jr/n)

=0,

d’ou

n—1

. exp(2kjin/n)
D

La partie imaginaire de la relation (E8) est toujours vérifiée (il suffit de poser
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j' = n —j); alors que la partie réelle de (E8) s’écrit:

"1 cos(2kjn/n)

(F): )

=1 sm(jn/n)

Pour achever la démonstration de la proposition 2 il suffit de démontrer que la relation
(F) n’est vérifiée pour aucune valeur de ke N et quel que soit le choix de n.
(c) Nous allons etudier les proprietes de
n—1 2k -
Sk =Y co.s( .Jn/n)
& sin(jn/n)
afin de montrer que cette expression ne s’annule jamais quels que soient n et ke N,
Il est évident déja que S(n,0) = X721 1/sin(jn/n) >0, pour toutn = 2,3,...On a aussi

S(n,n+ k)= 8(nk), Sh,n—k)=Shk), VkeN;

= 0.

donc il suffit de montrer que pour tout n fixé, S(n,k) # 0, pour k =1, 2,..., [n/2], ou
[n/2] est la partie enticre de (n/2).
En utilisant la relation:

cos(2kjm/n) — cos[2(k — 1)jn/n] = —2sin[2(k — 1)jn/n]-sin(jn/n),

on obtient:

S(n, k) =S(nk —1) — ZNf sin[(2k — 1)jn/n],
d’ou
(F1): S(n, k) = S(n,k — 1) — 2 cotg[(2k — 1)m/2n],

en utilisant I'identité;

n—1

Y expl[(2k — 1)jin/n] = i cotg[(2k — V)n/2n].

Jj=1

On en déduit:

(F2): S(n, k) = S(n,0) — 2 i cotg[(2j — 1)n/2n].

J:
mais on a

n—1

(F3): S(n,0) = nil I/sin(jn/n) = ) cotg(jn/2n),

J=1

grace aux deux identites

1/sin(jn/n) = cotg(jn/2n) — cotg(jn/n), et
nil cotg(jm/n) = 0 [remplacer j par (n — j)],

J
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d’ou,

(F4): S(n, k) = > 1/sin(jn/n) — 2 ) cotg[(2j — 1)m/2n]

j=1 j=1
ct

n—1

(F5): S(n,k) = ) cotg(jn/2n) — 2 > cotg[(2j — l)n/2n].

j=1 j=1
La relation (F1) montre que S(n, k) est, pour n fixé, strictement décroissante par rapport
akpourk=0,1,...,[n/2].
Or S(n,0) > 0, pour tout n, montrons alors que

S(n,[n/2]]) <0, VneN.
On a, d’apres (F5),

2p—1

S2p.p) = ), cotg(jn/4p) —2 3. cotg[(2j — I)n/4p]

j=1 j=1

=Y cote(jn/2p) + Y cotal(2j — Dn/dp] — 2 Y cotgl(2j — n/dp]

p

). {cotg(jn/2p) — cotg[(2j — L)n/4p]},

Jj=1

tous les termes du dernier membre sont <O car la fonction cotg x est strictement
décroissante sur ]0,7[; donc S2p,p) < O pour tout p = 1,2,....
On a d’autre part,

2p

S2p + 1, p) Z cotg[ jn/2(2p + 1)]—2 Z cotg[(2j — 1)n/2(2p + 1)]

Jj= J=

i cotgl jm/2p + 1)] + Z cotg[(2j — )m/2(2p + 1)]

j=

—2 Z cotg[(2j — Nm/2(2p + 1)]

j=1

{cotg[jn/(2p + 1)] — cotg[(2j — Nn/22p + 1)1},

1

II-M':;

J

mais tous les termes du dernier membre sont strictement négatifs, d’ou S2p + 1, p) < 0,
pour tout p=1, 2,....
Ainsi on a

(F6): 0 < S(n,0) > S(n,1) > S(n,2) > - > S(n,[n/2]) < O.

[l en résulte que au plus un des S(n, 1), S(n,2),..., S(n,[n/2] — 1) peut s’annuler alors que
les autres sont forcément différents de zéro. Pour montrer que tous ces termes sont
différents de zéro, nous allons procéder a la majoration et a la minoration de S(n, k).
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Le calcul numérique sur ordinateur montre que pour 1 < k < 400,
(Gy): S(6k,k — 1) > 0, S(6k,k) <O,
(G,): S(6k + s,k) >0, S(6k +s,k+1)<0, pours=1,2,...5

En admettant que ces inégalités sont vérifiees pour tout ke N, les inégalites (F6)
permettent de conclure que S(n,k) # 0, pour tout k =1, 2..., [n/2], et pour tout
n=2....

Pour démontrer (G,),..., (Gs), il suffit de considérer les deux cas ou n = 6k + 2r et
n = 6k + 2r + 1, respectivement, avec r =0, 1 et 2.
- On a

6k+2r—1 . k .
JT (2 — D
S(6k + 2r,k) = ~ 25 cot
Ok + 2k = 2 COtg[z(ék n ZrJ j; ° g|:2(6k n 2r)}

j=1

3k+r—1 ; 3k+r ;
Jm (2 — n
t t —
2, co g<6k n 2r> T j; “0 g[2(6k n ZrJ

Jj=1

(2j — Dn
2 Z COtg[2(6k n 2r)}

3k+r (Zi__l)n _-2k+r (Zj——l)n
jz%l COtg[zmk n 2r)} - .Zl tg[2(6k n 2r)}

J=

Or,

en changeant j en 3k + r + 1 — j, d’ou en utilisant tg x — cotg x = —2 cotg 2x,

2k + .
' (2j —D)m
S(6k + 2r,k) = S(3k k t

— SGk 4 k) + Z’ tg{n[2(3k ;—(67‘1(112:)]') — 1]} _

j=k+1

2k+r .
(2 — )m }
=SBk + r,k) + cot
( )+ g[2(6k +2r)

ou,

3k+r—1 1 k 2.__1
Sk + r,k) = Z COtg[2(3]]<n+ r)} —-2) COtg[;ék +);ﬂ

B k jm k jn B
=2 COtg[z(;zk T r)} Py tg[zck + r)]
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J

k 2 — )=
Py COtg[,z@k + r)]

k+r—1 ; k
J7

- £ lats)-

j‘; o6k + 2r JZ
2k :
jm
— t

jz% 0 g<6k n 2r>

On a alors

k+r—1 in k
S(6k + 2r,k) = > tg(6k >— Y

j=1

On a ainsi

S(6k,k) = —1//3 + {cotg[ P
) 2k (2j__
IR ECE
o))
+ cotg[(4k al 1)71} + cot

+ 4)

Zk 2j — )n
_:k2+ 1 {COtg[2(6k n 4)] -

S(6k + 2, k) = cotg[

— cotg( T

S(6k + 4,k) = tg[

+

J

2 -0na

(4 +1

+ 2r

j=1

(2j — Dr
y COtg[2(6k T 2r)]

tg

(2j — D

2(6k

(k + Dn
6k + 4

6k + 2r

S(6k + 2r + 1,k)

Y cotg

j=1

—2 Z cotg[

3k+r

ji=1

- }: cotg[

oots)

Jm
6k + 2r

2k

|-

+

k . k+r—1 .
JT JT
t
;1 c0 g(3k + r) i ;;1 [2(3k + r)]

jm
— t
j=§+ 1 " g(6k T 2r>

)

1)n

2(6k

jm ] B
2(6k + 2r + 1)

(2j — Dr

jm
t
2 g[6k +or+ 1]

(2j — Dm

26k + 2r + 1)]

3k+r

+ Z cotg[z(

2(6k + 2r + 1)}

J
Otg<6k n

2)

}_

/|

4

)

(2j — )m

6k +2r+1)

@+ 3]
&l 2(6k + 4)

}
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Or,
3k+r . 2k +r .
(2j = Dm Jn
t = t ,
e g[2(6k Tl YR [ ray
en changeant j en 3k +r + 1 —j, d’ou en utilisant tg x — cotg x = —2 cotg(2x),
3k+r . .
jm 2jm
S(6k + 2r + 1,k) = t
ko= 1b j=zzk+lcog<6k+2r+1>+zco 6k+2r+1>+
2k+r . .
jn (2j — Dn
t t
+j§1 g<6k+2r+1>+ 2. © g[6k+2r+1:|
k
(2] —)m
— cot
j; © g[2(6k +or + 1)
k+r : k ;
(2j — r 2jm
=Yt t +
Py g[2(6k+2r+1) t o oot
X 2 k (2j — D)n
t t —
tote <6k+2r+1>+z g[6k+2r+1
k . 2k+r .
(2 — Drn jm
- t + t —
2, co g[6k+2r+l DI ey
X 2j — 1
¥ tg[ (2j = D }
= 2(6k + 2r + 1)
k+rt : 2k +r :
(2j — )m Jm
=2 tg[z 7 + )t -
iz (6k + 2r + 1) j=ae+1  \6k +2r +1
(2j — )m
_ T,
Z [ (6k + 2r + 1)} i
avec

k 202j — D)n 4jn
- 2y cot +
! 2200tg6k+2r+1+ zCog<6k+2r+1

=
2jm
*e Z tg<6k+2r+1>
22 — )m 2jm
= —_ t -
21.;{ COtg[6k+2r+1]+Cog<6k+2r+1

, 4jn
T ek 2r + 1

2jm

2jT \
- _2 Z COtg(ﬁlz.l.')r_L 1)_{_2 Z COtg(Alf 1L D a1




146 B. ELMABSOUT

2k : S
jn jn
= t — cot
j:kzﬂ[ g<6k+2r+ 1) = g<6k+2r+ 1>:|

K 2j— )n (2j — )n
Sk +2r+ )= Y t
Bk+2r+1)= 2, g[ 6k+2r+1:| E g[ 26k+2r+ 1))

d’ou,

2k +r . 2k .
Jn JT
+ t — cot
jz;l g<6k-|-2r+1> j:kZH g<6k+2r+1>

or on a, en changeant jen 3k+r+1—,

G B I W SN CTE
e Sk 1) OB a6kt e+ 1)

d’ou,

S(6k +2r + 1,k) = kirtg[ &~ D } Zg|: (&= }L

26k +2r +1 2(6k + 2r + 1)

+ i cotg[z( (2 = Ur }_

6k 4+ 2r + 1)

2k .
JT
— t
L co g<6k +or— 1>’

On en déduit alors

2k 2i — 1 .
Sk + 1,k) = __Z {cotg [;(ék +);ﬂ — cotg <6k]7jr 1)},

2k + 1 4k + 1
S(6k + 3,k)=tg |:(2(6k++ )37;} + cotg [(2(6k++ )37;}

2k (2j — Dr jn
gy {C"tg [2<6k n 3>} oo <6k + 3>}
 [@k+ 1) (2k + 3)n (dk + 1)r
SOk +3,k) =tg [2(6k n 5)} Tle [2(6k 5)] T cote [2(6k n 5):| *
(4k + 3)n 2K (2j — r
oo [2(61« ¥ 5)] v {"Otg [2(6k n SJ )

Jm
ot )|

3 — Preuve de (Gy), s=0,..., 5. Soit, pour tout ke N et tout se N,

Uy o = % cotg| T | _ corg(
o 2(6k + s) 6k + s
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On a
) _i sin [7/2(6k + s)]
o 20 sin[(j + k)m/(6k + s) — m/2(6k + 5)] sin [(j + k)n/(6k + s)]
d’ou
0 <w <, <
avece
Up s = (6k+s Z 1/sin* x
k
Wi, = sin [n/2(6k +5)] Y. 1/sin? x,
j=1
ou,
X =T X _Utkn our j=1 k, x, .,=
076 T ekys ) POUTIT ol M =
/ TC .
xj:xj_2(6k+s)’ pourj=1,2... k.

Alors, en utilisant la définition de l'intégrale de Riemann et la décroissance de
f(x)=1/(2 sin®*x), on a

< l/ﬁ

avece
Prs= Z (xj—_xj—l)f(xj)
On a
B 6 T 2km ]
Prs = (x; — /6)f(x, Zf )t 3 T B s f(m/3)
= Whs — 6(6k+s)f () 3(6k+ )f(w)
avece
Whs = 6k+s Zf( 2(6k+ Zl/sm ;)

d’ou, puisque f(x,) <f(n/6) =

o 2sm i) > Wi STt
=w — X Wi s — ,
Plos = Whs T 96k + 5) 6(6k +s) %5~ 9(6k + )
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ce qui donne

ST
Wy o < W s < l/ﬁ + 56k +5)

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Schwarz, on a

uk,s < Wk,s ) vk,s < (Wk,s + Uk,s)/z < (w;c,s + Uk,s)/zo

mais
Wis + Uy s = 2Woy 2, CAT
k
Wis+ U g = 26k 1 3) j; {l/sin/2 [(2k + 2j)m/2(6k + s)] +
+ 1/sin® [(2k + 2j — D)m/2(6k + s)]}
T
kTN 2 Z 1/sin” [(2k + j)m/(12k + 2s)] = 2w%, 5
d’ou,

s < Wop,2s < 1/\/5‘*‘

9(6k+s)
On en déduit, en tenant compte de (F1) et des expressions de S(n, k) obtenues au dessus,
S(6k, k) <0,
T (2k + Dn
S(6k + 1,k + 1)< 1/\/§+9(6k+ 1)—2cotg|:2(6k+ 1)],
2n (4k + 1)n
S(6k + 2,k + 1)< 1/\/3+9(6k+2)+COtg[2(6k+2)}_
5 cot 2k + )z
Ol 26k +2) |
2k + )n (4k + 1)n
S(6k + 3,k + 1)< 1/./3 + 6k 5t tg[ o3 | e |
5 cot (2k + D)m
O 36k + 3)

4n (k+ rn (4k + I)n
S(6k -+ 4.k + 1)< 13+ 5 +4)+tg[ 6k + 4 } +C0tg[2(6k +4)]+

@keye] @k 1)@
OOt Sk 1 4) 8| 2(6k + 4)
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Sm t 2k + )n t [ (2k + 3)n
6k+5) " Bl 2ek+5)  Bl2ek+s) |

(4k + )m . (4k + 3) |
26k +5) | T 8| 26k +5)

S(6k+5,k+1)<1/ﬁ+9

+ cotg[

D’ou, en utilisant la décroissance de cotg x sur 0, «[,

s s
SOk+ 1Lk+ 1)< 1 —2 —1 — <0
(6k+ 1Lk+1)< /\/ /\/§+9(6k+1)< /\/§+63< :

T n(2k + 1)
S6k+2,k+ 1)< 1/ﬁ+9(3k+ 1)—COtg[2(6k+2)]< 1/\/5— 1 +

T
— <0
+36<

7 (4k + Dr
S(6k 4+ 3,k + 1) < 1/\64—9(%+ T 1/ﬁ+cotg[ 3 }—2\6

< —/3+7n27T< —-15<0,

(3k + 2) 6k + 4 2(6k + 4)
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S(6k—|~4,k+1)<1/\/§+9 27 _Hg[(k—l—l)n}+cotg[(4k+1)n]+

+ ot @EEIT] L [+ 1
Ol 26k +4) | " 26k + 4)

Or,
fkena] ks
Sl ek+a |~ 0% T6k+a | ©
2k + V)m | 2k + )m 2k + H)n
“° g[2(6k+4)4 Sl 26k +4) | 8| 6k + 4
| @RI, Tkt D
S| 26k + 4) Sl ek+4 |
d’ou,

S(6k + 4,k + 1) < 1//3 + 21/45 + Cotg[

2k + 1)n
—acotg oy

26k +4) 08| 26k + 4)

<1/\/3+2m/45+1—3//3 <0,

(4k + Dr [(4k + 3)71
— cot —
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5 2k + )m (2k + 3)m
SOk -+ 5.k + D)< 1//3+5=—+ 12 [2(6k T 5)} e [2(6k B S)J ’

+ ot [(41(-1- 1)m + cot (4k + 3)m
8l 26k +5) | T 8| 26k +5) |

(2k + )z
~2cotg [2(6k n 5)}

ou bien,

S6k+5k+ 1)< 1/\64— 5/99 + i cotg[(4k+j)n]_

2(6k + 5)

(4k + d)n (2k + )
— 2 cot — 4cot 57/99 —
Cog[2(6k+5) cote| “krs | =

-2//3<0.

Minorons S(6k, k). On a S(6k, k) = — 1/\/5 + Uy g > — l/ﬁ + w, o, mais, en utilisant la
définition de I'intégrale de f(x) sur [7/6, /3] et la décroissance de cette fonction sur cet
intervalle, on a

Do+ 2m/% > 1/./3,

ce qui donne

12k . 1 21
Wy o > — sin (1/12k) <ﬁ — 9k>’

d’ou,

S(6k, k) > — -[lzk sin(n/12k)—1]—§sin(n/12k)

J3Lm

21

7.C2
%k 864, /3k>

S(6k, k) > —

Alors d’apres (F1), on a

2k — Hn
12k

S(6k, k — 1) = S(6k, k) + 2 Cotg[ } > S(6k, k) + 2./3,

d’ou,
s(6k,k —1) > 2f — 2ﬁ/9k — %/(864k>- ﬁ > 3.2359....

ce qui acheve la preuve de (G,).
Finalement, en tenant compte du fait que u, > 0, pour tout ket pours=1,...,5,0n
peut déduire facilement des expressions de S(6k + s, k) trouvées au dessus, que

S(6k + s,k)>0, pours=1,...,5,
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ce qui acheve la verification de (G,), . . ., (Gs), et par conséquent la démonstration de la
proposition 2.
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