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R~sum/~. On sait que les positions d'6quilibre relatif dans le probl6me des trois corps, off les corps se trouvent 
aux sommets d'un triangle 6quilat6ral, existent lorsque les masses sont quelconques; tandis que pour n = 4 
(voir [3]) et pour n = 5 (voir [4]), les positions d'6quilibre relatifs, off les corps se trouvent aux sommets d'un 
polygone r6gulier de n cot6s, existent seulement si les masses sont 6gales. L'objet de cet article est de montrer 
que ce dernier r6sultat est vrai pour tout n >/4. 

Abstract. It is known that in the three body problem, the equilateral configuration of relative equilibrium 
exists for all values of masses, while in the n-body problem, for n = 4 (see [3]) and n = 5 (see [4]), the position 

of relative equilibrium where the bodies are at the vertices of a regular polygon with n sides, exists only if the 
masses are equal. 

We prove in this paper, that this last result is true for all n >/4. 

1. Introduction 

Consid6rons n corps M1, M 2 , . . . ,  M,  de masses respectives m 1, m 2, . . . .  , m ,  soumis 
dans le plan [t~ 2 a U X  attractions newtonniennes mutuelles. Supposons que le centre des 

masses soit fixe/t  l 'origine O du plan. 
Pour  tout i = 1 , 2 , . . . ,  n, qi d6signera le vecteur O M  de composantes  (x 2i- 1, x2~). Soit 

M 2,, - - { X = ( X  1 ~ . ~  
x 2 n ) ~ ( g 2 )  n m i ' q i = O  , 

i= 

e t  

Aij = {x  M 2 " l x i  

Le hamiltonien H est 

= x j}. Notons  A = ~_) Aij 
l <~i<j<~n 

H:  ( M  2 n -  A) X R 2n ' R 

(x, y) , H ( x ,  y ) =   llyl 2 - c (x) ,  

off 

/1 

ilxll 2 = mi[(x2i  - 1)2 q_ ( x 2 i ) 2 ] ,  si x ~ M 2", 
i = 1  

off 

" 1 Ilyll 2 =  

i = 1  mi 

2 
- -  [ ( Y 2 i -  1 nt- (Y2i)2] 

P i -  (Y2i- 1, Y2i) ~ ~2, 
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132 B. ELMABSOUT 

avec 

Pi "-- m i  - -  
dqi 
dr '  

U ( x )  = 2 mi .  m j / r i j ( x ) ,  
i < j  

Off r i j (x  ) - - I q i -  qj] est la distance entre les corps Mi et My: 

r i j ( X )  __ [ ( x 2 i -  1 _ x 2 J  - 1)2 _~_ ( x 2 i  _ x 2 J ) ] l / 2  

Un point x = ( x l , - . - ,  x2n) = (ql  , q2, " " , q,) de ( M  en - A) est un point d'Oquilibre relatiJ 

s'il existe un groupe fi un param6tre ~0, de rotat ions du plan [~2 tel que 

[(P,(ql) ,  q ) t ( q 2 ) , - ' ' ,  q)t(q.)]  

soit solution du syst6me d'6quations de Hamilton:  

d x  i 8 H  d y  i OH 
- - -  ~ =  i = l , . . . n .  
dt c?y~ dt c~x ~ 

L'ensemble R e des points d'6quilibre relatifs est invariant  par rotat ion dans ~ 2  et par 

multiplication par un scalaire non nul. Le quotient  /~e de R e par S 1 et par N+ est 

l 'ensemble des classes d'Oquilibre relatif 

2. Mise en Equations 

Soit S =  { x ~ ( M  2 n -  A)[ X = 1}. On sait (voir [5]) que x e S  est un point d'6quilibre 

relatif si et seulement s i x  est un point critique de l 'application: 

V : S  ) ~  

x , ~ m i.mj/rij(x ) 
i < j  

qui est la restriction 5. S de la fonction de force U. 

Ainsi tout point critique de S doit v6rifier: 

( E ) ' d g ( x ) + ( c ( / 2 ) d (  x 2 - 1 ) q - f l ' d ( ~ m i ' x 2 i - 1 ) - n u ] J ' d ( ~ ' m i x 2 i )  i=1 

off c(, fl et 7 sont des constantes fi d6terminer. Or, on a 

m i m j  ~< j m i m j  
dV(x) = - y" r2(x ) dro{x ) = - [ ( x 2 i -  1 - 1  - 1  i < j i " ~ - -  X 2 j  ) d(x2i 

--~ (X 2i - -  X 2j) d ( x  2i - -  x 2 J ) ]  

__ x 2 J -  1) _.~_ 

n -- E [(x2i-1 
i < j  

__ X 2j - 1) d x 2 i  - 1 _jr_ 

_.~ ( x 2 J  - 1 __ x 2 i  - 1 ) d x 2 J  - 1 + ( x 2 i  __ X 2j) d x  2i + 

m imj  + ( x : j -  x2i)dx:J]-wT-7,,, 
r;jtx~ 
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d'ofl 

On a aussi 

dV(x) = 
m i m j  

E r3.(X)[( X 2 i - 1  
i#j  

__ x2J - 1)dx2 i -  1 --~ (X 2i -- X 2j) dx2i] .  

n 

d( lx  2 __ 1) = 2 ~ mi(x  2 i -1  d x  2 i -1  

i = l  

-'t- X 2i dx2i), 

d - 1  = m i d x 2 i - 1  

i=  i = 1  

(i d i = m i d x 2 i  

i = l  i=1 

O n  o b t i e n t  alors en identifiant dans (E) les coefficients de d x  2 i -  1 et de d x  2i ~t z6ro 

_ ~ m j  ( x2 i -  1 
j=l r3y ) 
j# i  

m j  (x2i  - 

j# i  

- - X  2 j - 1 )  @ O~'X 2i-1 

X 2j) -'[- O~'X 2i + "~ "~ 0 

Ce syst6me d'6quations s'6crit 

n mj  

(E,)-  r (x) j = l  
j~ i  

(q~ - qj)  n t- 0~' qi + U = 0 i = 1,2,...,  n, 

On en daduit en mult ipl iant  (Ei) pa m~ et en s o m m a n t  pour tout i = 1, 2 , . . . ,  n: 

m i m j  

r3(x) (qi 
iej  

gl 

q j ) n t- 0~' E rn i q i -nt- ~ U = O, 
i = 1  

Off 1 ~ = y n= l mi, d'ofl  u = 0. A ins i  ( E i ) d e v i e n t  

n mj  
(gi)" -- 2 3(X ) (qi 

j = l  r 
j r  

- -  q j )  n t- 0~' qi = O, i = l,  2 , . . . , n ,  

avec 

2 mi qi = 0 et milqi[ 2 - -  1. 
i = l  i = l  

Pour d6terminer la constante  c( mult ipl ions les deux membres  de (Ei) scalairement par 
mi qi et s o m m o n s  pour tout i, on obtient" 

milqil 2 o ~ ' = -  
i = 1  i = 1  j = l  

j e i  

m i m j  

r 3 ( x )  ( q J  - -  q i ,  q i )  
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m i mj 
- ~ r 3 ( x ) ( q j -  qi, q i ) -  E i<j i>j 

m i mj 

r~(x) (qj -- 

mais  le deux i6me  t e rme  du de rn ie r  m e m b r e  s'6crit en p e r m u t a n t  i et j: 

qi ,q i ) ,  

d'ofl  

Y 
j>i 

m i mj 
r~(x) ( q i -  qj, q j )  = E i<j 

m i m j  

r~(x) (qj - qi, - - q j ) ,  

! m i m j  

r~(x) (qj - i<j 
~<j mimj __ 

qi,qi - qj )  = i "-~ij(--X) V(x). 

3. R e c h e r c h e  d e s  S o l u t i o n s  ou les  C o r p s  s o n t  a u x  S o m m e t s  d ' u n  P o l y g o n e  R 6 g u l i e r  

O n  v a s e  l imi ter  dans  la suite/~ la r echerche  des so lu t ions  de (Ei), i = 1, 2 , . . . ,  n, off les 

corps  M 1 , M 2 , . . . , M ,  se t r o u v e n t  dans  l ' o rd re  aux s o m m e t s  not6s  aussi  M 1 , M 2 , . . . ,  
M , ,  d ' un  p o l y g o n e  r6gulier  de n cot&.  Soit  O' le cen t re  de ce po lygone ,  et soit  

l q i = O'Mi, i = 1,... n. 
P o u r  des ra i sons  de sym6tr ie  s u p p o s o n s  que  M~, mz, qi et q'~ soient  d6finis p o u r  tou t  

i e N, en p o s a n t  V i e N 

! 

Mi = Mr, m~ = mr, q~ = q7, q~ = q{-, 

off l =  i m o d u l o  n. 

N o t o n s  q' la l o n g u e u r  c o m m u n e  des q'i. O n  a 

1 " 1 
O ' O  = ~ ma q), et O' 0 2 q , 2  - �9 = - - ,  car  

/ ~ j = l  r 

'IX 2 - - - 1  = i=1~[ Wl"O0' -}- q;'2 = 1"100'2 -Jl- "q'2 -t- 2 (  ~ grliq'i'O0' ) i = 1  

~-~ / - /00  ,2 --t- /-zq '2 - -  2 / ~ 0 0  '2 = /.z(q '2  -- 0 0 ' 2 ) .  

O n  a aussi  

I ]1 rza = ]q} - qj] = 2q �9 s in  (i - j)  , i, j = 1 , . . .  n. 

Les 6qua t i ons  (E~) deviennent"  

t l  

E 
j = l  j#i 

rnj(q}- qj) 
]sin3[rc/n( i - j)-] I 

- -  80~' q , 3  (q'i 
t l  

~ j = l  
mjq}) = O, 

t l  

E 
j = l  j#i 

mj(q' i -  q)) 
Isin3[n/n(i - j ) ] ]  

80~ 'q  '3  ?1 

/2 j = l  
mj(q'i - q)) = O, 

d'ofi  en n o t a n t  0~ = - ( 8 / g ) ~ ' . q  ' 3 "  

(E'i)" ~ m j ( q } - q ) ) I o ~ +  
j = l  
jr 

1 

I sin 3 [n/n(j  - -  i)]1 J-o, i =  1 , . . . ,  n, 
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ainsi 

(E', )" 
?l 

E 
j = l  
j # i  

mj(q'  i -- q))oQ_ i = O, 

avec 

1 
cz k = c( + sin3 (krc/n)'  k ~ 7/. 

Afin de simplif ier  les c o n d i t i o n s  (E'~) o b s e r v o n s  que les q} v6rifient la r e l a t ion  

q'i+2 + 

C'es t  une 6 q u a t i o n  

q'i = 2 cos(2rc /n!q~+l  Vi = 1 , . . . n  

aux  diffOrences finies d o n t  la so lu t ion  est 

q'i = a l  cos(2irc /n)  + a 2 sin(2irc/n),  V i e  N,  

off a 1 e t a  2 son t  des vec teurs  i n d 6 p e n d a n t  de i que  l 'on  peu t  ca lculer  en fonc t ion  de q'r et 

de q;, p o u r  r et k fix& en t re  1 et n , r  r k. O n  t r o u v e  

a 1 s in[2(k  - r)rc/n] = qrs in (2krc /n)  q'k sin(2rrc/n),  

a 2 sin [2(r -- k)rc/n] = q'r cos(2k~z/n)  -- q'k cos(2rrc/n),  

d'oO p o u r  t ou t  i =  1 , . . . ,  n 

s in[2(k - r)~z/n] 
- {q;, s i n [ 2 ( r -  i)rc/n] + q; s i n [ 2 ( k -  i)rc/n]} 

S u b s t i t u o n s  q'i et q~ en fonc t ion  de q;, et q'r consid6r6s  c o m m e  deux  vec teurs  l i n6a i r emen t  

i n d 6 p e n d a n t s  du  plan,  dans  (E'~). O n  t rouve  a lors  en a n n u l a n t  les coefficients de q;, et de 
l 

qr :  

FI 

(Hirk)" E m j o t j - i { - -  
j = l  
j~-i 

(Kirk)" 
t l  

E 
j = l  
j r  

s i n [ 2 ( k -  i)rc/n] + sin[2(k -- j )rc/n] } = 0 

mjo~j_ i {sin[2(r - i)rc/n] -- s in[2(r  -- j)rc/n] } = 0 

O n  cons t a t e  que  (Hirk) n e  d6pend  pas  de 

(K~kr) = (H~rk). Ainsi on  a une seule 6 q u a t i o n  

r, (Kir  k)  ne d6pend  pas  de k, et que 

(H'ik ) " 

t l  

E 
j = l  
j r  

mjo~j_ i {sin[2(k - i)rc/n] 

p o u r  i, k = 1 , . . . ,  n. 

O n  r e m a r q u e  que  p o u r  k = i, (H'ik)  devien t  

- s in[2(k - j ) rc /n]}  = 0 

t l  

Z 
j = l  

mjocj_ i s in[2( j  - i)rc/n] = 0 ,  i =  1 , . . . ,  n 
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Posons  k = i + r, on a alors 

?1 

M r ( , , ~ + i )  ~ ma~j_ , { s in (2rz r /n ) -  s i n [ 2 ( i - - j  + r)zr/n]} 
j = l  
j~ i  

= 0  

pour  i =  1 , . . . ,  n et r = - ( n -  1), - ( n -  2) , . . . ,  0, 1 , . . . ,  ( n -  1); mais (H'i , ,+r+i)= 

(H'~,r+~) doric il suffit de prendre r = 1, 2 , . . . ,  n. Ainsi (H~,~+~) pour  i,r = 1 , . . . ,  n, est 

6quivalente aux deux relations" 

71 

(Ki)" ~ m j ~ j _ i s i n [ 2 ( j - i ) z r / n ]  = O, 
j = l  

i -  1 , . . . ,  n, 

n 

(L/): ~ mj~j_ i {1 - cos[2(j - i)zr/n]} -- O, i = 
j = l  

1, 2 , . . . ,  n. 

En rdsum6 on peut 6noncer" 

P R O P O S I T I O N  1. La configuration d'Oquilibre relatif, off les Mi  se trouvent aux 

sommets  d'un polygone rOgulier de n cOtOs, existe si et seulement si les relations (K~) et (L~) 

sont v~rifiOes pour tout i = 1, 2 , . . . ,  n. 

R E M A R Q U E .  On  peut facilement v6rifier que les relations (Ki) et (Li) sont satisfaites 

pour  tout  n lorsque les masses sont 6gales. Cela permet  de re t rouver  le r6sultat suivant 

d6jfi connu (voir [6], p. 255)" 

Lorsque  les masses sont 6gales, les configurat ions de l '6quilibre relatif off les corps sont 

aux sommets  d 'un polygone r6gulier de n c6t6s, existent pour  tout n. 

Nous  supposons,  dans la suite, que les masses sont quelconques.  

4. Cas ou les Masses sont Queleonques 

Supposons  n >~ 4. Nous  avons le r6sultat suivant: 

P R O P O S I T I O N  2. Les configurations de l'Oquilibre relati f  off les n corps se trouvent 

aux sommets  d'un polygone regulier de n c6t~s, exis tent  seulement si les masses sont 

Ogales. 

R E M A R Q U E .  Ce r6sultat est connu pour  n = 4 et n = 5 (voir [2], [3] et [4]), alors 

que pour  n = 3 (voir [ 1], [2]) les configurat ions d'6quilibre relatif off les corps sont aux 

sommets  d 'un triangle 6quilat6ral, existent sans condi t ions  sur les masses 

Preuve de la proposition 2. (a) Compte  tenu des r6sultats pr6c6dents, il suffit de 

mon t re r  que si les condi t ions 

tl 

(Ki)" E mi~j_isin[2(j- 
j = l  
j# i  

i)zr/n] = 0 

!1 

(L,) 
j = l  
j~ f  

mj~j_ i { 1 - cos[2(j  -- i)rc/n-] } = 0 
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sont  vhrifihes pour  i = l, 2 , . . . ,  n, alors on a forchment  

En posan t  k 

m I = m 2  = . . . = m n .  

= j -  i, les relat ions 

- 1  

k = l  - i  

m k + i C~k s i n ( 2 k n / n )  + 

1 

mk + i ~Xk [ 1 
k = l - i  

(Ki) et (Li) dev iennent  respect ivement :  

n - i  

m k + i O~k s i n ( 2 k n / n )  = O, 
k = l  

n - - i  

- c o s ( 2 k n / n ) ]  + ~ m k + i O~k [ 1  - -  c o s ( 2 k n / n ) ]  = O. 
k = l  

Mais en posan t  j = n + k 

respectivement" 

n - - 1  

m - n + j + i ~ j "  
j = n - i +  l 

alors les relat ions ( 

les termes de gauche de ces deux relat ions 

n - 1  

s in (2 jn /n ) ,  et ~ c~j. m_ ,  +a +i [ 1 
j = n - i + l  

K i )  et (Li)  sont  6quivalentes 5. 

s ecrlvent 

- cos(2j /n)] 

n - 1  

(K'i)" ~ m j + i ~ j ' s i n ( 2 j n / n )  = 0 
j = l  

n - - 1  

(L'i)" ~ m j + i ~ j ' [ 1  - cos(2jrc/n)]  = O. 
j = l  

(b) Posons  l u = rag+ 1 -- m k, g k e N ,  d'ofl l ,+g = I g V k ~ N ,  et 

rI 

l k=O.  
k = l  

I1 suffit de m o n t r e r  que les condi t ions  ( K i )  et (Li), pour  i = 

l k - 0 ,  pour  tout  k e N. 

Or  en util isant ( K ' i )  et (K';+ 1) ,  (L' i)  et (L'i+ 1), on obtient:  

1 , . . . ,  n, en t ra inen t  que 

n - 1  

(K'i')" ~ l i + ; ~ x j s i n ( 2 j z / n ) - 0 ,  

(L'/) 

j = l  

n - - 1  

Z 
j = l  

l i + j c x j s i n Z ( j n / n )  -- O, 

p o u r  i = 1, 2 , . . . ,  (n - 

pou r  tout  k e N. 

1), et m6me pour  tout  i ~ ~ en t enan t  compte  du fait que l, + k -- Ik 

Les relat ions (K'i') et (L'i'), i e N forment  un systbme d '6quat ions  lin6aires r6currentes.  

P o u r  achever  la d6mons t r a t i on  de la p ropos i t ion  2, il suffit de m o n t r e r  que la seule 

solut ion l 1 , 1 2 , .  �9 - ,  de ce syst6me, telle que les l u soient finis avec l, + k = lk pour  tout  k e ~ ,  

est la solut ion iden t iquement  nulle. 

O n  consta te  que r i. P(r )  e t  J .  Q(s), off 

n - 1  n - 1  

P(r)  - ~ r j c~ s i n ( 2 j n / n )  et Q(s) = 
j = l  j = l  

s j ~zj s i n Z ( j n / n )  

sont  les po lynomes  caract6ris t iques respectifs de (K'i') et de (L~'), ob tenus  en subs t i tuan t  
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suffit de montrer  qu'il n'existe pas d'entier k tel que l'on ait en m6me temps 

n - 1  

(EI)" ~ ~ j . e x p [ 2 k i ( j  - 1)rc/n].sin(2jrc/n) = O, 
j = l  

et 

n - 1  

(E2)" ~ ai. e x p [ 2 k i ( j  - 1)re/n] 
j = l  

On constate que (EI) s'bcrit sous la forme 

(E3)" R ( n , k  + l ) =  R ( n , k -  1), 

. sinZ (jrc/n) = 0 .  

a v e c  

n - 1  

R ( n , k ) =  ~ o~j 
j = l  

- -  _ _ ~ +  

alos que (E2) s'6crit: 

. exp(2kjirc/n) 

n - 1  

Z 
j = l  

exp(2kjirc/n)/sin 3 (jrc/n), 

(E4) 2R(n,  k) - R(n, k + 1) - R(n, k - 1) = O. 

On en d6duit 

(E5)" R(n, k - l) = R(n, k) = 

qui s'6crit aussi: 

R(n, k + 1), 

Mais: 

n- l e x p [ 2 ( k  - 1)jirc/n] ,,- 1 

sin 3 (jrc/n) = ~ sin 3 (jrc/n) j = l  j = l  

exp(2kjirc/n) n - 1  

=Z 
j = l  

exp[2(k + 1)jirc/n] 

sin 3 (jrc/n) 

- le premier et le dernier membre  de (E5) donnent" 

,,-1 exp(2kjirc/n),  sin(2jrc/n) 
(E6)" ~ sin3(jrc/n ) 

j = l  

= 0 ,  

- le premier et le deuxi6me membre  de (E5) donnent:  

,,-1 exp(2kjirc/n).  [1 - exp(2jirc/n)] 
(E7)" ~ sin 3 (jrc/n) 

j = l  

d'ofl 

= 0 ,  

,,-1 exp(2kjirc/n) 
(ES)- Z = 0. 

j= l sin(jrc/n) 

La partie imaginaire de la relation (E8) est toujours vhrifihe (il suffit de poser 
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142 B ELMABSOUT 

d'ofl, 

n - 1  k 

(F4)" S(n, k) = ~ 1/sin(ju/n) - 2 ~ cotg[(2j  - 1)rc/2n] 
j = l  j = l  

e t  

n - 1  k 

(F5)" S(n, k) = ~ cotg(jrc/2n) - 2 ~ cotg[(2j  - 1)rr/2n]. 
j = l  j = l  

La re la t ion  (F1) m o n t r e  que S(n, k)est, pour  n fix6, s t r i c tement  d6cro issante  par  r appo r t  

fi k p o u r  k = 0, 1 , . . . ,  [n/2] .  

Or  S(n,O) > 0, p o u r  tou t  n, m o n t r o n s  alors que 

S(n, [n/2]-[) < 0, Vn~ ~ .  

On  a, d ' a p r &  (F5), 

2 p - 1  p 

S(2p, p) = ~ cotg(jzr/4p) - 2 ~ cotg [(2j - 1)rc/4p] 
j = l  j = l  

p - 1  p p 

=Z cotg(fiz/2p) + cotg[-(2j - 1)rc/4p] - 2 ~ cotg[-(2j - 1)rc/4p-] 
j = l  j = l  j = l  

P 

= ~ {cotg(fiz/2p) - cotg[(2j  - 1)rc/4p]}, 
j = l  

t o u s l e s  t e rmes  du dern ier  m e m b r e  sont  < 0 car  la fonct ion  cotg  x est s t r ic tement  

d6cro issan te  sur ]0,rc[; donc  S(2p, p) < 0 pou r  tou t  p = 1, 2, . . . .  

On  a d ' au t re  par t ,  

2p p 

S(2p + 1, p)= ~ cotg[jTr/2(2p + 1 ) ] - 2  ~ c o t g [ ( 2 j -  
j = l  j = l  

P P 
=Z cotg [jrc/(2p + 

1)rc/2(2p + 1)] 

1)] + ~ cotg[(2j  - 1)rc/2(2p + 1)3 
j = l  j = l  

P 

- 2 ~ cotg[(2j  - 1)rc/2(2p + 1)-I 
j = l  

P 

=I2 
j = l  

{cotg[jzr/(2p + 1)] - cotg[(2j  - 1)rc/2(2p + 1)] }, 

mais  t ous l e s  te rmes  du dernier  m e m b r e  sont  s t r i c tement  n6gatifs, d 'od  S(2p + l, p) < 0, 

p o u r  tou t  p = 1, 2, . . . .  

Ainsi on a 

(F6)" 0 < S(n,O) > S(n, 1) > S(n,2) > .-. > S(n,[n/2]) < O. 

I1 en r6sulte que au plus un des S(n, 1), S(n, 2), . . .  ,S(n,[n/2] - 1) peut  s ' annule r  alors  que 

les au t res  sont  forc6ment  diff6rents de z6ro. P o u r  m o n t r e r  que tous  ces te rmes  sont  

diff6rents de z6ro, nous  al lons proc6der  fi la m a j o r a t i o n  et fi la m i n o r a t i o n  de S(n,k). 
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On a 

d'ofl 

k 

Uk,s ~ E 
sin [Tz/2(6k + s)] 

j=l  sin [(j + k)rc/(6k + s ) -  rc/2(6k + s)] sin [(j + k)Tr/(6k + s)] 

0 ~ Wk, s ~ Uk, s "~ Vk, s 

avec 

OU, 

Vk, s - -  

Wk,s 

k 
7"C 

1/sin 2 ' Xj  
2(6k + s) j= 1 

k 

= sin [rc/2(6k + s)] ~ 1/sin 2 
j = l  

x j, 

rc (j + k)rc 
X 0 ~ - 6 ~  Xj = 

6 k + s  
pour  j = 1 , . . . ,  k, 

7"C 
Xk+ 1 ~ - ~  

! 
Xj  = X j  - -  

7C 

2(6k + s) 
pour  j = 1 , 2 . . . , k .  

Alors, en util isant la 
f i x )  = 1/(2 sin 2 x), on a 

d6finition 

Pk,s < 1/x//3 

de l ' int6grale de R i e m a n n  et la d6croissance de 

avec 

On a 

k + l  

Pk,s = E (x j - -  
j=l  

xj_ 1)f(xj) 

Pk,s - ~2 f (x j )  + = (xl rc/6)f(xl) q 61r + s j= 
2krc )f(7c/3) 

6 k + s  

$7C 
= Wk,s' - ) f ( x l )  + 

6(6k + s 

rcs 

3(6k + s) f(rc/3)' 

avec 

! 

Wk, s - -  

k k 
7C 7C 

E f(xa) = 2(6k + s) 2=1 6 k + s ; = l  
1/sin 2 (xj), 

d'ofl, puisque f ( x l )  <f(rc/6) = 2, 

! 

Pk,s = Wk,s "q- 
2src 

9(6k + s) 

$7C 

6(6k + s) f ( x l )  > W'k,s- 
S~ 

9(6k + s)' 
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150 B. ELMABSOUT 

S(6k + 5, k + 1)< 1/,,/5 + 
5 

9(6k + 5) 
+ t g  + tg 2(6k + 2(6k + 5)3 

l + cotg L2(6 k + ~ + cotg L2(6 k + 5)! - 

F(2k + 1)re 
- 2 cotg L a7 + 

+ 

ou bien, 

S(6k + 5, k + 1)< l/x//3 + 5/99 + 
4 I-(4k + j)rc 

a_~l c~ 2--~/c ; ~_] -- 

- 2 c~ k2(6k + 5)J - 4c~  L 6k + 5 J < 5rc/99 - 

- 2/x/~ < O. 

Minorons S(6k, k). On a S(6k, k )= - 1/x/~ + Uk, o > --1/X/~ + Wk, o mais, en utilisant la 
dhfinition de l'inthgrale def(x) sur [re/6, rc/3] et la dhcroissance de cette fonction sur cet 
intervalle, on a 

Pk,O + 2rc/9k > 1/x/~, 

ce qui donne 

W k ,  0 > - -  

12k 

1l; 
sin  J12k, 2TO 

d'off, 

S(6k, k) > 1 .[12k sin(rc/12k) 11 ,,~ - 7"C 

8 
sin (rc/12k) 

3 

S(6k, k) > 
27c 7"C 2 

9k 864x/~k 2 

Alors d'apr6s (F1), on a 

S(6k, k -  1)= 2cot  1 > S(6k, k )+ 2~/3, 

d'ofl, 

s(6k, k -  1)> 2 x / ~ -  2rc/9k-  rcz/(864k 2. x/~ > 3.2359 . . . .  

ce qui ach6ve la preuve de (Go). 
Finalement, en tenant compte du fait que Uk, s > 0, pour tout k et pour s = 1 , . . . ,  5, on 

peut d6duire facilement des expressions de S(6k + s, k) trouv6es au dessus, que 

S(6k + s, k)>  0, pour s = 1 , . . . ,  5, 
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ce qui achave la v6rif icat ion de (G 1), �9 �9 �9 

p r o p o s i t i o n  2. 

, (G 5), et par c o n s a q u e n t  la d ~ m o n s t r a t i o n  de la 
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