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E U K L I D I S C H E  D - S I M P L E X E  M I T  I N H A L T S G L E I C H E N  K - S E I T E N  

Herrn Professor Hanfried Lenz gewidmet 

Bernulf Weiftbach 

We give the answer of a question by H. Lenz, wether for 3 < k < d the k-faces of a d-simplex 
must be pairwise congruent if they all have the same k-volume. 

1. In dem am Mathematischen Forschungsinstitut in Oberwolfach ausliegendem Buch ,,Ma- 
thematical Problems" stellte H. Lenz im Jahre 1987 die folgende Frage: 

A well-known theorem states the following: If all facets of a 3-dimensional sim- 
plex (=tetrahedron) in ]R 3, say A B C D ,  have equal areas, then these facets are 
congruent triangles, in particular A B  = CD,  A C  - B D ,  A D  - BC.  Are there 
analogous theorems for the k-faces of a d-simplex (k < d)? 

Wir beantworten diese Frage hier mit: ,,Nein, dies ist fiir k ~ 3 nicht der Fall." Genauer 
fassen wir diese Antwort in 

SATZ 1: Ist  d > 4, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl k mit  3 < k < d - 1 ein eukIidisches 
d-Simplex mit  inhaltsgleichen k-Seiten, die nicht alle untereinander kongruent sind. 

Bevor wir den einfachen Beweis dieses Satzes antreten, seien einige wenige Bemerkungen ein- 
gefiigt. Daft die ein Tetraeder begrenzenden Dreiecke kongruent sind, sobald sie den gleichen 
Inhalt besitzen, zeigten E. Genty und E. Lemoine gegen 1880. Genauere Hinweise finder man 
bei M. Zacharias in der Enzyklopgdie der Mathematik [9]. An neueren Arbeiten ist eine Ab- 
handlung yon V. Devid4 [1] aus dem Jahre 1975 zu nennen, und eine gltere Literatur vSllig 
aufter Acht lassende Note von F. Frankl und H. Maehara [3] yon 1990. Daft der genannte 
Sachverhalt nicht nut im euklidischen Raum, sondern auch in Rgumen mit beliebiger kon- 
stanter Kriimmung besteht, zeigte 1969 J. Horvgth [4]. Mit dem hyperbolischen Fall haben 
sich 1989 auch H. Lenz, G. Sel4nyi und H. Zeitler [5] beschgftigt. Auch flit d > 4 ist der Fall 
k = 2 vollstgndig geklgrt. Ist S ein d-Simplex mit d > 4, bei dem alle im Rand auftretenden 
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genau einmal auftritt, und wenn W weder zerf~illt noch einer zerfallenden Matrix iihnlich ist. 
Auf letztere Bedingung kann (au~er fiir d = 2) nicht verzichtet werden. Da zwei Matrizen 
W1 und W2 ~hnlich heiften, wenn es eine regul~ire Matrix T gibt, so daft W2 = T - 1 W I T  
gilt, handelt es sich um eine zur affinen Geometrie gehSrende Forderung. Sie sichert, daft der 
Durchschnitt yon Halbr~iumen, fiir die die Punkte ai ~iuftere Normalen festlegen, beschr~nkt 
ist. Ob zu W ein sph~irisches oder ein hyperbolisches Simplex gehSrt, h~ingt allein yon Rang 
und Signatur dieser Matrix ab. In beiden F~llen muft W regul~ir sein und darf entweder nut 
positive Eigenwerte, oder genau einen negativen Eigenwert besitzen. (Man vergleiche - auch 
znm euklidischen Fall - etwa [8]; 105 - 108.) 

Die Matrizen W, die euklidischen Simplexen mit inhaltsgleichen Facetten zugeordnet sind, 
lassen sich nun sehr einfach kennzeichnen. Es gilt 

SATZ 2: Zlt einer zuliissigen Matrix W = [-coso~ij] 9eh6ren genau dann Simplexe mit 
inhaltsgleiehen Faeetten, wenn [1 , . . . ,  1] T Eigenvektor yon W zum Eigenwert 0 ist. 

BEWEIS: Der Satz, der sich in dieser Form wohl noch nicht in der Literatur findet, ergibt 
sich als iiberaus einfache Folgerung aus wohlbekannten allgemeineren Sachverhalten. Es sei 
P ein &dimensionales konvexes Polyeder, dessen ~uftere Normalen mit jenen Strahlen gleich- 
gerichtet sind, die yore Ursprung ausgehen und die Punkte ao, . . . ,  an, n >_ d mit I]a~]] -- 1 
enthalten. Mit V~, i = 0 , . . . ,  n seien die ( d -  1)-dimensionalen Inhalte der Facetten yon P 
bezeichnet. Es gilt dann 

Voao + V~a~ + . . .  + V~a. = 0 (3) 

Mit (ai, aj) = :  --COSalj ,  wobei jetzt 0 < aij < ~ zuzulassen ist, folgt 
n 

Vj cos a~j = 0, i = 0 . . . .  , n, (4) 
j=0 

und dieses System ist mit (3) ~quivalent, da sich unter den Punkten ai eine Basis (nil, �9 �9 �9 ai~) 
des Raumes befinden mutt. Man best~tigt (4) und damit auch (5), indem man den Rand des 
Polyeders P senkrecht auf jene Hyperebenen projiziert, die seine Facetten enthalten. Sind 
H und H ~ orientierte Hyperebenen mit dem Schnittwinkel c~ (0 < a < ~r) und ist M eine in 
H gelegene meftbare Menge mit dem (d - 1)-dimensionalen Inhalt V, so ist der senkrechten 
Projektion yon M auf H t der orientierte Inhalt V' = V cos c~ zuzuweisen. Wird der Rand 
eines konvexen Polyeders senkrecht auf eine seiner Wiinde projiziert, so wird das relative 
Innere der Projektion genau zweifach fiberdeckt. Die orientierten Inhalte der Projektioaen 
aller Facetten miissen sieh aufheben. 
Fiir ein Simplex mit inhaltsgleichen Facetten ergibt sich aus (4) notwendigerweise die im Satz 
genannte Bedingung, die sich auch als hinreichend erweist, weil W ein zugehSriges Simplex 
his auf Ahnlichkeiten festlegt. Es sei angemerkt, daft auch fiir n > d die Bedingung (3), 
zusammen mit Rg(ao , . . . ,  a,~) = d ausreicht, um die Existenz und, bis auf Verschiebungen, 
die Eindeutigkeit eines Polyeders P zu sichern, dem die Punkte ai und die positiven Zahlen 
Vi auf die genannte Weise zugeordnet sind. Dies ist der Inhalt eines tieiliegenden Satzes yon 
H. Minkowski [7]. 

Wie man zu d + 1 Punkten ai mit Ila~H = I und 

R g ( a o , . . . , a d ) = d ,  ao+al  + ' " + a d = O  (5) 
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ein Simplex S bestimmt, ffir das die Punkte ai die Richtungen der ~ufteren Normalen festle- 
gen, - es muff dann notwendigerweise inhaltsgleiche Facetten besitzen - liegt auf der Hand: 
Man 15se die d + 1 linearen Systeme 

(ai,pj> - tti = O, i E { 0 , . . . , d } \ { j }  

d 

j = 0 , 1 ,  . , d  0 (6) 
i=O 

und hat S -- eonv({po, . . .  ,Pd})- Die positive Zahl # ist die gemeinsame L/inge der HShen yon 
S, es wird ja <aj ,p j }  --  ~ j  -= --#. Die Zahlen #i kSnnen ansonsten beliebig gew~hlt werden. 

Selbstverst~ndlich sind durch (2) die Punkte a~ nur bis auf eine Isometrie, die den Ursprung 
lest l~iftt, bestimmt. Eine L5sung (a0, . . . ,  ad) erh~lt man auf kanonische Weise: Eine positiv 
semidefinite reelle symmetrische Matrix W 1/il3t sich als Produkt  einer reellen Matrix mit 
ihrer Transponierten darstellen: Wird W orthogonal in eine Diagonalmatrix transformiert, 

1 
d. h. hat man W = Y D Y  -~ mit y - 1  = y T  und D = [A~5~j], A~ > 0, so ist D} :=  [A~5~j] 

1 T reell, und es wird W = ( Y D ~ ) ( Y D ~ )  . Voraussetzungsgem~ft 

verschwindet genau ein Eigenwert von W. Wird A0 = 0 gew~hlt, so steht in der ersten Spalte 
der Matrix YD�89 fiberall 0. Streicht man diese Spalte und bezeichnet man die verbleibende 
Matrix vom Format (d + 1, d) mit A, so gilt auch A A  T = W.  Dies besagt aber gerade, daft 
die Zeilen yon A die Koordinaten yon Punkten a~ liefern, fiir die W -- [<a~, aj}] gilt. 

Da die Matrix W zugehbrige d-Simplexe S bis auf .~hnlichkeiten festlegt, muff sich aus 
W auch entnehmen lassen, zu wieviel verschiedenen Kongruenzklassen die k-Seiten yon S 
gehSren. Beispiele zeigen, daft die Facetten yon S mit den durch ai und aj bestimmten ~ufte- 
ten Normalen offenbar genau dann kongruent sind, wenn die d-reihigen Hauptminoren Wi{ 
und Wjj der Matrix W fiber W/i = T T W j j T  mit einer Permutationsmatrix T verbunden sind. 
Ein Hinweis auf diesen sicher bekannten Sachverhalt, der den ffir die Grundlagen der Geo- 
metrie bedeutsamen Satz fiber die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck verallgemeinert, 
konnte nicht gefunden werden. Die behauptete Beziehung leitet zu 

SATZ 3: In vierdimensionalen euklidischen Riiumen gibt es Simplexe mit inhaltsgleichen abet 
paarweise inkongruenten Facetten. 

BEWEIS: Man betrachte die Matrix 

W(~I, c2) = 

1 1 1 1 
1 - 3  - ~  4 c~ - ~  + ~ 1  
1 1 1 1 1 

1 ..~ C1 _ C2 1 6"1 -~- ~'2 _! _ 1  I -~ 

1 1 1 1 1 

Die Matrix W(0,0)  ist die zu den regul~ren 4-Simplexen geh6rende Matrix. Die beiden 
st6renden Parameter sind so eingeftigt, dab bei beliebiger Wahl yon r und ~2 sicher [1, 1, 1, 1, 1] T 

Eigenvektor yon W(Cl,r zum Eigenwert 0 ist. Die Matrix W(61,c2) hat das Spektrum 
5 =t= (612 + ~ - 61E2)�89 Wird 61 ~ ,  e2 - 3  gew~hlt, so erh~lt (0 ,  5 ,  5 ,  /~3, )~4) iYli t  /~3,4 ~--- 3 = : 
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3 Die sich ergebende Matrix man A3 = !~, A4 = g. 

1 i i 9 i_ 1 4 4 ~ ~6 
- - - -  1 

4 1 4 16 16 
1 i 

9 4 7 4 1 4 14 
- 1 - ~  

~6 116 34 1 i 
16 16 4 4 

ist mithin zulissig und sie gehSrt zu Simplexen mit inhaltsgleichen Facetten. In dieser Ma- 
trix 5 -3 W(Yb T~) lassen sich ersichtlich keine zwei der fiinf vierreihigen Hauptminoren durch 
Transformation mit einer Permutat ionsmatr ix ineinander fiberfiihren. Ermit tel t  man in der 
zuvor beschriebenen Weise eine L5sung (ao,..., a4) yon W = [(ai, aj)], so ergibt sich 

1 -ii 

~-- 1 6 13 

1 

~ = [ - ~ ,  0, ~ 4 ~ ,  ~ ]  
= 1 6 ~, [ - ~ ,  o, }v~, - } ~ ]  

Werden gemifi (6), etwa mit (#0 , . . . ,#4)  = (1785, 0, 0, 0, 0), die Ecken eines zugehSrigen 
Simplex best immt,  so gelangt man zu 

po (0, o, o, o) 
pl (0, -408v"~, 30~/~, 170v~) 
p2 (0, -153v"~, 195v/~, 1105v~) 
p3 (595v'6, -187v/~ ,  180v'~, -170v~)  
P4 (595v/~, -187V/~, -30V/~,  1020V~) 

Die Facetten yon S = conv({po, pi, P2,P3, P4}), die sicherlich inhaltsgleich sind, sind in der 
Tat paarweise inkongruent, denn man fiberzeugt sich leicht, daft es nicht einmal zwei Kanten 
mit gleicher L~nge gibt. 

Abschliegend dankt der Verfasser Herrn Horst Martini, der ihn auf die yon H. Lenz gestellte 
Frage aufmerksam gemacht hat. 
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